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Общая характеристика работы 

Акту.ип.иость темы. Всплеском (или 1!с11лсск-фуикцис11) и.тзыиают диа близ-

ких, ио lie экиииалеитших обискта. Bo-iicpiii.ix, исилеском иазыиают функцию?/', 

исиолизусмук) и качестмо ядра иитогралыюго щюобргюоиаиия (исирсрыиное 

исилеск-и]>еоб1)ачо1!аиис (НВП)) 

иф/(я, í') - ГГШ / ( — ) dx, а, Ь 6 М, а 0. 
' Jr \ / 

При эз'ом CMoiicTiia, характеризующие исилсск-фуикцию и этом контексте (иу-

лсиое С1ЖД11ее и быстрое уб1.и1амие иа бесконечности), содержатся и условии 

допустимости 

Jn 
При иыиолиеиии последнего неравенства ыц'аведлива формула обращения 

Во-BTopi.ix, всплеском (или всилеск-с^уикциеи) называют (¡'уикцию?/'', двоичные 

сжатия и целочисленные сдвиги KÜTO])O¡Í 

об1)азуют какую-либо систему и1)едставле1и1я (базис или фребм) в некотором 

(1)уикциоиал1.иом пространстве (ие1)В011ачалы10, в />2(Е)). Тогда говорят, что 

ои1)едг!леио дискретное всилсск-111)еобразоваиис. Более общее определение при-

водит к иес1'ациоиа1)11ЫМ системам всплесков, где исходно!"! является ие одна 

(1)у||кция V', а иоследовател1,иост1> V'j^, j £ » а»! система [кдюждается толь-

ко сдвигами (1)уикци1'| этор иослсущвачччи.иости 

Ясно, что функция, порождающая дискретное всилеск-иреобразоваиие, бу-

де'1' ио1)ождат1. и иеи1)ер|,ищое, ио ие иаобо1к)т. Так, eaiii функция?/' порождает 

(l)I)eiiM всплесков, то Q , < оо. В то же время, при а — , b = j,k е Z, 



([¡ормула попрсрыипш'о вс11леск-111)еобразо1!а11Ия служит для [¡асюга кох!»])!!-

цисигои разложения но системе {У'ДА,}, :1,к 6 ио без доиолиигелииых ч'ребо-

иаии!! на ([¡ункцию V' 11сл1.зя утиерждагн даже линейную иезаиисимост!. этой 

систем1.1. 

Одно из характе])ных сиойсги исилеск-(1)уиции - ее хо1)ои1ая ликализоиан-

носч'1. но иременн (н1юстранстну) и частоте. Мносие классические семе!1с'1'на 

этим сиойстном обладают, то есть и сами иснлеск-(1)уикции и их щхюбраюиа-

ния Фурье быс'1'1)о убывают на бесконечности. 

^1астогно-временную локалнзованность ([¡ункцни нросгрансч ва //^(К) изме-

¡¡яют с помощью констан гы неонределенности (КП) Гейз(;ибе1)1'а, И1ку|,ложенной 

1! 1927 году В. Гейзеибервом и Э. Шрединеером. КИ ха1)акге1)нзует лок;ит-

зоваиносч'ь (1)ункции во временной (множитель А{ф)) и в часч'отной (множи-

тел1, А{ф)) областях. Чем меньше каждый из данных множителей, чем лучше 

([¡ункцня локюшзована в соотвеч'ствуюн|,(^й обласчн. Так, для снсчем!,! Хаара 

Д ( ^ ) — уГ)/(), А{ф) -- оо, поэтому система Хаа1)а лучше локюшзоваиа ио 

В1)(!мени, чем но частоте. Для периодических ((¡ункрий КН была предложена 

Э. Брейччшбереером в 1985 году, исходя из кнаичово-мехаиических И1)едстав-

лений об урловых наблюдж^мых (анд1е о1).че1Уа1)1(«). Обе КН оР1)аинчены снизу 

положи тел1.ной постоянно!), эточ'<1)акч'лежич' в осиои(! н1)ницнна неопределенно-

сти. Нзвестсм! общий ош^раториый подход, в кочоро.м н1)шщни неонределенности 

является следствием некоммуччттнвности некоторых на1) самосопряженных оне-

рач-01юв рнльбертова нросчраиства. КН онр(!делены чакже для многих локально 

комнакчч1ых групп. Этим темам носнящ(Ч1ы ¡¡аботы 0. П. Хавина, Б. Ёрикке, 

Г. Б. Фолланда, А. Сичччрама, Д ж . Ф. П1)ач1са, а чакже наннсаиные ими моно-

гра(1)ни и обзо])!.!, содержащие обнш1)ную бнблиогра(1)ию. В 1)або1ах Г. Батчла, 

Р. Б;и:ана, С. Д<хльк(!, П. Мааса, Д. Л. Доиохо, Т. Гудмаиа, Ч. Мичюиш, К. Зай-

лих получены уч'очисния границ КН для ¡ичзличных ирост1)аист1!. 

Еще одним И1)еимуществом бггзисов всплесков яиляс1ч;я их безусловность. 

Так, базисы всплесков д;иш не1)ные Н1)имеры бсгзусловиых базисов для некото-

Р1.1Х фуикциоиалын.щ иростраиств. Для инцюкого класса нсилеск-(1)ункцш'1 ба-

зисы всплесков в /У2(1К) Я В Л Я Ю Т С Я И безусловными базисами в 1 < р < оо. 

Этой тематике носвящеш.1 рабочч.1 И. Мейе1)а, Г. Гфниенберга, П. Войташчика, 



и. я . Ноипкопа. Для приложений бс-зуслоппяя сходимос11. ])а;зложс11ий пажпа, 

потому что, пропсб1)(Ч'ая малммп слагаомымп, можно по заботиться об их по-

м(Ч)ах: остаыиаяся сумма будет хорошо П1)иближать исходную (1)уикцию. 

НВП япляется одним нз мощных со1)1)емеииых инструмеитон анализа и раз-

личных областях науки, снязанных с изученном нестацнонариых сш'налон, так 

как оно нозноляс'т нолучнт!, до'талнзн1)01!ан110с частотно-нрсменнос ргизложонис 

исс'тацнонариого сигнала (С. Малла, П. Эд^рюон, В. Келлер, М. Унзср). В част-

ит)стн, НВП нснользуется н задачах кнантоной механики, поскольку нснлсскн 

дают удобньн! метод для и1)едстанлеиия кото1)снтных сос'1'ояшп'1 (А. Мужикян, 

М. Точ'онж), а также и задачах ней1юдииамики (А. Панлон, А. Храмои, А. Ко-

[юиопский), где импульсы (сна1'|ки), скорму которгих можно иите1)н{)ети1)0нать 

как нснлеск-фуикции, янляютсм типичным пидом 1)сгист1)11руомой актишюсти. 

Данная работа носнящена изучению некоторых характе1)ных для пснлеск-

нреобразонаиий снойстн, таких как чаетотно-нрсмеииая локтишзация, безуслон-

ная сходимость н к1)атномаситтабная ст[)ук'ту1)а ¡¡изложений но системам нснлес-

кон, обратимост!., и ност[)оенню Н01!ых иримсро!! объектон (системы нсилескон, 

КН для (1)ункги1й, он1)еделеииых на группе Каито1)а, альтсрнатиниая формула 

обращения НВП), имеющих некоторые донол1нттел1.ные снойстиа. 

Ц е л и р а б о т ы . Исследонание характе{)ных снойстн 1!снлеск0н, а именно, 

носзроение хо1)он1о локализонанных базнсон и <1)ре!1Мон нсилескон на прямой и 

не[)иодическнх нсилескон; нахождение 1!снлеск-функцин Мейера с наименьшей 

КН Г('йзенбе1)1'а; уточнение нижней! грашщ!.! КН Брей'тенбергера на классах 

шчшодических носледо1!а'1'ел1.иостс1'1; ннедение характеристики для локализо-

1!анности функций, ои1)еделеиных на 1'руннс К а т е р а ; изучение снязи между 

нестациоип1)ными и периодическими системами нсилеско!!; раз1)<1ботка методой 

1)ен1еиия ди(1)фере1щналы1ых ураниеиий, содержащих классическую и модифи-

н,и1)он;1нну!0 н[)оизнодные Гиббсгт; решение м;тт1)нчно1'1 Н1юблемы продолжения 

для (1)1)е!1мон нсилескон, онредел(чнн.1Х на Г1)уние Внлеикина; достаточные усло-

ННЯ Гкгзуслонной сходимости разложений! 1!0 Д!10!ЙС!'!1е!!!!!.!М (1)1)(41мам !!С!!ЛеСКОи; 

<и!!.'!ер|!ат1!!1!!ая <1)0рму;!а ;р!Я обра1!КЧ!!Н! НВП, 1!(С! р(;бу|0!!!,аЯ Н!.!!!(и!!1еНИЯ УCJ!0-

!!!!Я ДО!!уС!!!МОСТ1!. 

М е т о д и к а ПССЛСДОПаЦНЯ. ()с!10!1!!!.!МИ МС!()Д!1М1! НССЗ!еД0!!а!!1!Я Я!и!Я!0ТСЯ 



методы математического анализа, ч'еории исилескои, теории (¡¡уикций и иариа-

циоииого исчисления, а также методы, разрабоч'аииые аигором 1)аботы. 

Н а у ч н а я н о в и з н а . Все результаты, включенные в дисс(![) таци10, являючся 

новыми. Основные результаты 1)абот1.1 состояч' в следующем. 

1.Решена задача Ч . Ч у й 1990 года о существшишии семсч'юччиь ор'1оиорми|)о-

ваиных базисов всплесков, К Н (коисчаичч.! иеопроделеииости) котор|.1х остаюч'-

ся 01'раиичеииыми с ¡¡осчюм гладкости всилеск-фуикций. ГРчсч'роеииые всилеск-

фуикции (квазисила!!!! !iC!!J!eCK!!) ЭКС!!0!!(Ч!!!,!!;и!!.|10 С!'р(!МЯЧ'СЯ К !!уЧ!!0 !1а боС-

К0!!СЧ!!0СТИ, !!Х !!ре0б1)а30!1а!!!!Я Фур!.е !!Ме!0!' !101!еде!1!!е 0 ( ш " ' ) , и) -> 00, 1'де 

I - !!араме!'1) ce^!eйcl!ia. К Н Э!!1х (1)у1!К!Н!Й счремячся к К Н !1с!!леск-(1)у!1кц!!й 

Мейера, !!СИ0:!1>30!1а!!!!Ь!Х !11)И !!0СТ1)0е1!!!1!. Ко1!СТруК!1,1!Я 0С!!0ВаИа !!а Л!!!1С11!!!.!Х 

методах СуММ!!1)0Ва!!!!Я Т1)!!!'0!!ОМеТр!!ЧеСК!!Х 1)ЯД0В Фур!.е. Ш1!рОК!!Й К4!асс Ч!!1-

!10Й1!ЫХ методов уД0ВЛечЧЮ1)Яе!' Ч'l)(;б()!!a!!ИЯ^!, !1реДЧ.Я!и!ЯеМ!.1М К0!!СЧ'1)уК!р!еЙ. в 

часччюсчч!, к эчому кч!ассу от!!ост!Ч'ся с1)ед1!1!с Фе|'1ера, В;и!ле-Пуссс1!а, Ротоз!!!!-

ско1'о, ЛбeJ!Я-Пyacco!!a, моиото1!!и.1е с|)(!Д!1!1е В;и!ле-Пуссеиа. 

2. Найде!1а !1С1!Ч!еСК-(1)у!!К!Н1Я Мейе1)а, !!Ме!01!!,;1Я !1а!!\!е!!!.!11ую !ШЗМ0Ж1!у!0 

К Н Гейзе!!бе1)!'а. М1!1!!1М!!за!!,!!я К Н свед(Ч1а к !1!,!!!уклой !!;1р!1;ир10!!!!0Й з;1да-

че, р(Ч!!е!!!1(! К0ТО1)0Й уд0!!летв0ряе4' !!еЛ!!!!(Й!!!ОМу 11е;ШТО!!0Л!!ЮМу Д1!(1)(1)ере1!!1,!1-

;и1!.!!0Му у])а!!Ие!!И!0 ВЧ'01)01'0 1!0рядка. П0СК0Л!.Ку е!'0 <1!1<и!!Т!Ч1Ч(ЮК0е 1)(ЧИе1!Ие 

1!еизвесчч1о, чо !!осч'рое!!а !!ослодо!!атеч!1.!!осчч. !!с!и!еск-(1)у!1кц1!1! Мейера, 0!1рс-

дeляe^!!.lx в Я!1И0М !И!Де !! 1)а!1!!0Мер1!0 !!р!!бч!!1ЖаЮ!!1,ИХ ЭКСЧ'реМ!и1!.!!уЮ !1С!!Ч!еСК-

<1)у!1К!!,!!!0 Мейе1)а. 

3. Носч рое!1осемейсччю (1)1)еймо!! Парсев;и!я !1ер1!0Д!!чес;к1!Х ! ! с и л е с к 0 в , у ко-

Ч'01)1.1Х мас!!!4'аб!11)ую!!!,ая !!0СЗ!еД0!!;ТТеЧ!!.!!0СЧЧ. имееч- aC!!̂ !!!!•OЧ!!ЧecK!! М!!!!!!К!аЧ!!.-

!1!.1е КН, а !!С1!Ч!ССК0ВаЯ !!0СЧ!(у|,О!!аЧ'еЛ!.!1()СЧЧ. !1МееЧ' !Ш!1Ме!!!.И!!!1! !!3!!еСЧЧ!!,!е !1а 

ч'еку!!!,!!!! моме1!Ч' к н . НаИдс!! KJ!acc !Iocлeдo!laч•eJ!!,иocч'eй !1ер1!од!1ческ!!х (1)у!!к-

!Н!Й, в коч'ором !10СЧ'1)0е!!1!аЯ !1(Ч!ЛеСК0!1аЯ !!OCJ!eДOBaч•eЛ!.!!OCЧЧ. 1!М(!еТ aC!!^!!!Ч'OЧ !!-

чески М!!!!!!М<и!!И!!.1е КН. ТаК!1М образом, С4!у4ая ([¡реЙМО!! Г1арсеВ!Н!Я !! мас-

!1!Ч'аб!!1)у|(Я1!,!1Х !!OCJ!eДOBa!̂ eJ!!.!!OCTeЙ !!ОЛОЖ!!1ЧУ!|,!10 ре!1!(Ч! ВО!11)ОС, !ЮСЧ'авле1!1И,!Й 

Ю. П|)ссчч1!1ом, Э. Куаком !! 1999 1'од5', о су!!1,есччюва!1!!1! ч'ак!!х с!1стем. ДJ!Я 

вс1!леско!1!>1х !!осч!едо!1ач'оч!!>!1ос"тей !!01!рос ре!!!е!1 !1олож1!Ч'еч!Ы!о !1!!утр1! кч!асса. 



4. Раз1)абота11 метод построения систем иестациоиа1)иых исилескои, пери-

одизация кого[)1.1Х соииадасгг с исходиои системой периодических исилескои, 

при этом иестациоиариме маски могут быть иыбраиы ироизиольио сладкими. В 

терминах масок иериодюи^ских исилескои иолучеиы достаточшле услоиия для 

сосласоиаииост'и локализаций построенной исст-ационариой системы " 

ИСХОДНО!"! ие1)иодичсског1 {'/']};}• Под сст'ласоиаииостыо иоиимаотся раисисгио 

Пт;-,гс =• котором [¡Си и и С п - КН Ге1"!зеиберга 

и Б1)ей теибе1)се|)а соотист'СТ'1!еиио. 

5. Виедоио иоиятио КН для (1)уикци1!, заданных на сруиис Кантора, дока-

зано сущсс'тиоиаиие и1)иицииа иеои1)едслеииост'и для этой КН, т . стслеиы зна-

чения КН для и(!ко1ор|.1х классических исилеск-фуикцт"! (исилескои Лэиса), 

численно найдет.! хоро!!ю ;!0кал!!130!1а!!!!!.!е (1)])сйм!.! !1с!!;!еск0!!. 

0. РаЗрабо!а ! ! м е т о д 1)е!!!е!!!!>! Д!!<]!(1)ере!!!!,!1;и!Ь!!ЫХ У1)а!!!!е!!1!й, !1 КО!Ор!>!Х 

И1)0СТра!!СТИе!!ИаЯ 1!ереме!1!!ая !!е!131!еСТ!!0Й фу!1К!Ц1И !!р!11!ад:!еж!!т !ру!!1!С Ка! ! -

•тора, а !![)еме!!!!ая дейст!1!!те;!!,!!а, и качсст'ие !!ро!!3!юд!!ой !!!,!ст'у1!аст' к;!ассичс-

ская !! мод!!(1)1!!Ц|ро!!а!!!!ая !!р0!!3!!0Д!!!.1е Г!1ббса. М с т о д баз!!1)устся !!а !!1)еДСТа!!-

J!e!!!!!! раС!!|)еД(и!е!!!!Й !!а !ру!!!!е Ка!1! 0[)а И !И!Д0 <l)0I)MaJ!!.!!!.!X 1)ЯД0!1 !!0 С!!СТ'СМаМ 

Уо;!!1!а !1 Хаа1)а. Р(Ч!!е1!1!я !!айд(Ч!!.! !! к;!ассе ]);1С!!1)е;цч!е!!!!Й, иссч!едоиа!!!,! усло-

1И!Я, !!р1! К010Р1.1Х р(М!!е1!1!Я |)(Ч'>Ч!Я1)!!!.!, 1!е1!{)Ср!.!!!!!!.! !1 СуММ!!руеМ!>! С КИадрИЧОМ. 

7. Д а ! ! о точ!!(К! о!!!!с;1!!!!е !!сех 1!0Л!!!!0М0!) У о л ! и а , !!01)ожда!0!Ц!1х ж е с т к и о 

<1)])ейм!.1 ис!и!ескои !) !!рост1)а!!стие 7 / 2 ( 0 ) , 1'де С - !Ч)у!!1!а Виле ! !ки ! !а . На!'1де1и.1 

С001'ИС'!С'!'Иу!0!!Ц1е МаСКИ ИС!!2!еСКО!1, 'ТО ес!'!. 1)е!!!е!!а !lpoбJ!eмa мат])!14!!0!'0 !!р0-

ДСО!Же!!!!>!, !! Да!!0 '!'ОЧ!!Ое 0!!!!Са!!!!е !!ССХ реИ!е!!1!!'1 ЭТОЙ !1роб;!еМ!.!. 

8. П(Ы!уЧе!!!>! Д0С'!а1'0Ч!!!.!е уСТ!ОИ!!Я ;р!Я бе3ус;!0!!!!0й СХОД!!МОСТ'!! !! !!рОСТра!!-

С'тиах 7/,,(]К) ])аЗЛ0Ж(Ч!1!Й !!0 С!!С!Ч!Ме Д!10ЙСТИе!!!!!.!Х (l)pe!'i^!0!l !!С!!ЛеСК0!1. 

9. Найде!!а аз!!.!ер!1а!'!!!!!!ая (l)oI)мyJ!a обраоцл!!!}! НВП, кото1)!1я !!р!!меиима 

д а ж е !! СТ!уЧП(! !!ару!!!е!!!!Я уС;!0!1!!Я Д0!!уСТ!!М0СТ!! С,;, < 00 . 

Тс0|)ст11чсская и п р а к т и ч е с к а я з н а ч и м о с т ь . Работа 1!ос!!т теорст!1че-

СК!!Й харакчч'!). По,'!уЧ(!!!!!!.!0 1)езу2!1,!'а'!-!,! МО!'уТ б!,!'!'!. !!С!!0;!!.30!1а!!!>1 Д;!Я ДаЧ!Ы!еЙ-

!1!е!0 !!С(Ч!(!Д0!1а!!!!Я СИСЧ'СМ !!С!!;!еСК0!1 !! Н В П , !1 ЧасТ!!0СТ!1 Д;!Я !!Зуче!!!1Я С!Ю!'!СТи 

ЛОК1и!ИЗОИа!!!!ОСТИ С1!СТ('М, беЗуСЛ0И1!0!! сходимости раЗЛ0ЖС!!!1Й, разиития тсо-

Р!!!! !!еС!'а!И!0!!ар!!!.1Х !1С!!.1!еСК0!!, а Ч'ИКЖе ;р!Я !!р!!Ме|!е1!!1Я Н В П к раЗЛ!1Ч!1ЫМ 



111)||клад11ым задачам. 

Аппробация работы. Результаты данной работы докладьнниысь на кон-
фс1)енцнях: Во1юнежская зимняя математическая школа (2007, 2009, 2011, 2013, 
201D, 2017), Саратоиская зимняя математическая школа (200S, 2010, 2014, 
201G), М(ш<дународный симпозиум "Ряды Фурье и их н|)иложення" (Абрау Дюр-
со, 2008, 2012), "Wavelets and Applications' (Санкт-Пеге|)бу1)1', Россия, 2012, 
2015), "Recent Progre.ss in Wavelet Analysis and Frame! Theory" (Бремен, Pei)-
мапня, 200G), "Prom Abstract to Conii)utatioHal Harmonic Analysis" (Штробль, 
Анстрня, 2011), "International Conference in Modern Analysi.s" (Донецк, Украина, 
2011), "Harmonic Analysis and Ai)i)roximation" (Цахкадзо!), Ai)Menmi, 2011, 2015), 
"Coiistrnctive Theory of Functions" (Созополь, Болтарня, 2013), "International 
Conference of Numerical Analysis and Applied Mathematics (ICNAAM)" (Родос, 
¡фецня, 2013), "Dyadic Analysis and Related Fields with A])j)lications" (Н|.н])едь-
хаза, Ветрня, 2014), International Congress of Mathematicians (Сеул, Южная 
Ко1)ея, 2014), 15th International Confeniiice in Ai)proximation Theory (Can Airro-
HHO, США, 201G), "Api)roximation Methods and Data Analysis" (Хасепшткель, 
Рермання, 201G); 

па С(!мпна[)ах: no копс'1'1)укт1Н1Ной чеорнн (1)ункн,п1| и СНбГУ (¡¡ук. npocj). 
М. А. Сконпна), по з'ео])!!!! onei)a'ropon п тео1)1Н1 (1)ункцнй п ПОМИ (рук. прос]). 
В. П. Хашш, акад. С. В. Кнслякоп), но ччмрнн <|)ункцш"| дейстннчслыкл'о пе-
ременного 11 МРУ (рук. акад. Б. С. Кашин), п Орегонском ynmieiicimvie (¡lyK. 

нрос]). М. Боуппк), 11 унпперсите'ге с. Любек (рук. нрос]). Ю. Пресгпн). 
Работа шриюржапа I'liairroM DAAD но программе "Михаил Ломопосоп" (2009) и 
ipairraMii президента РФ для сосударстпепной нод;|,е|)жкн молодых российских 
ученых - кандндач'оп наук (2010, 2012). 

Публикации. Оснонные ¡¡езулшагы онублнкопаны н iiaGoiax |1|-|15|, снп-
сок которых нрнподен и конце airropeiliepara. Все ¡laOoi bi онублнконаны н жу|)-
налах из списка. ВАК (5 сгате!! и российских журшипгх и 10 crareii ii iKViyiniix 
зарубежных журшишх). Из сонмесгных работ [5|-|7), |11]-|15| и дпссе1Гтаци1о 
пключены з'олько iJoiyjii.Ta'i'i,! aiiTOjia. 

Структура и объем ¡заботы. Днссе1)]'ацпя обьемом 215 cipamm, состо-
ит 113 снпска обозначений и сок[)а1ценнй, ипедения, деняти тлап, ¡зазделенных 



lia iiapaipailn.i, заключения н списка Л1гге1)атуры, соде1)жа1н,е1'о 124 источни-

ка. Изучению CHoiicTi! систем исилескои (диск1)ет1и,1х нсилеск-ирсобразонаиий) 

иосиящеиы сланы 1-8, причем и слаие4 1)ассмат1)11иаются иесч'ационариыс систе-

мы. В слаис 9 исследуется ИБП. Для удобстиа чч'сиия каждая слана снабжена 

собсгнеииым ннедением. 

Основное содержание работы. 

В главе 1 решена задача Ч. Чуй 199G сода о сущесгнонаиии ccMeiiCTiia 

оргоиормиронаииых базисон нсилсскон, КН которых остаются шраиичениыми 

с ростом сладкосч'и нсилеск-(1)уики,ий. 

КН Ге|1зеиберса (функции / G /.2(К) иа:з1,1нается (функционал и С ц { ! ) : 

А ( / ) Д ( / ) , еде 

(1) 

Принедем схему иос-гроения нсилеск-(1)уикцни Meiieiia. П у с т ь - нечет-

ная, нен1)е1)ыннп ди(1)(1)еренцируемая (1)ункция, 1)анная7г/4 при w > тг/З. Пусть 

- нарамеч'!), изменяющийся и {цюмсчкутке тг/З < w» < 7г/2, := тг - отц. 

В слане 1 иредноласаегся, что О - иеубынающая, днажды иеирерынио диф-

(1)ер(чщи])уемая (функция, а н слане 2 (цтедгктласаеч'ся только, ччч) ujo = тг/З. 

Масштабирующая (1)у1н<ция Meilepai/r'^' определяется так: 

1, |w| < 

( / ' И cos ( f -I- О ( í í j í f ^ d ' ^ l - ' < l'^l ^ 2ТГ - 2 а ; , ( 2 ) 

О, |ti;| > 27г — 2а;(|. 

Консч'рукция ноносо семейстна, шизнанносо кназнснлайн нснлесками, осш;-

нана на линейных мегодах суммн1)онания т1)нсонпмет1)ичсскнх ¡¡ядом Фурье. 

Пусть для ряда Фурье / ~ ^ I а,, cos Tía; -| ф, sin Tía; носзкздонач елыюсть 

('Vi.A:), = 1 , . . . Tí, TI S N, определяет линейный метод суммиронання 
» ЛД 

и„(/, и) •- ^ -I ^ со^ /vW I Ok sill /ш) = / f{x)U„{x, ы) dx, 
" к-л 

еде (/„(х,ш) 1/2 1- A„,T,COSA:(T - ai) и п,„ 0„ - ко:)(1)(1нщиенты Фурье. 

А 



:= ^ 6 N, (4) 

()111)сдил11м iieo[)Toroiiajii,iiyio маску квазнсплайп всплеска как 'Зтг-перпо-
дмвеский тригономегричеекий полипом 

r n , M : = ( c o s - ) (3) 

где 

т ^ ' - (1)11кс111)ова11паи маска Мейера и 'riiiiroiioMeipiPiecKiiii полипомм„(()(т/', •) 
получен (1)иксн1)ован11ым jiHiiciliii.iM методом суммирования, примененным к 
(liyiiKuiHi rnf. 

Так как пц - т1)и1'ономет1)ическ1нй полином, и гнДО) = 1, 'ю бесконечное 
нроизведеннс еходнтся абсолютно н равномерно на любом замкну-
том отрезке. (Мы считаем бесконечное нроизведеннс сходящимся н в том слу-
чае, ко|'да оно 1)авно нулю.) Функция пц является маской для неортотоназн.ной 
маснттабирующе!! (liyiiKUHii (fit, где 11реоб1)азованне <1>у1)|.е<д/ он1к;деляется так: 

XJ 

Функинн ifi{- -I- к), к е Z, образуют систему Рнсса, э'то следует из iiepaiieii-
ства Л < 'k'2nk)f < U, которое Н1)ове1)яется при доказательстве 
основной тсо[)емы. Доказ1.1вается, Ч1Ч) ортотошинтзующи!) множитель 

'Ыш) := ^ I- 2;гА:)|- (С) 
Ш. 

кор[)ек'1'но определен и строго положителен. Д;и1ее но обще!1 схеме кратномас-

нттаб1101'() анализа ощюделяется н1)еоб[);1зование Фу1)ье ортогоналыкп! маснм'а-

би1)ующей (¡¡ункцин 

(7) 

ортогональная маска 

и нреоб1)азование Фурье вснлеск-(1)ункиин 
( 9 ) 

К) 



Определение 1. Под квазисплайн всплеск-функцией мы пвтшасм. функцию 
'/'Л прспбразовсише Фуры, которой опрсдыспо а (9), и пеортого)шльпая 
маски определена о (3). 

В следующе» чсмдюмс доказываются осмовтяо свойства семсИства квази-

сплаСш всплесков 

Теорема 1. Пусть с.уще.стоуап носледователъность п.{1), I е N, такая что 

•) - mi^'llc =: су[1) = о (Г ' ) нрн I оо, (10) 

•) - (mi")'||c 7(0 = при I о), (И) 

(12) 

Пусть (ipf-) - копзисплайн всилсск-фупкг1,ии (масгптибирутщис фуп7С-
цпи), определенные но формулам (3)-(9). Тогда 

1. функг1,иа у)/- н ф^ экспонащиально убывают на бесконечности; 

2. показатели Гельдера и этих функций удовлетворяют неравен-

ствам. 

3. конетанты. неопределенности (1) кваэисплайн масштаСтрупнцих функ-
ций ip^ и вспле.ск-футсцпй ф1- стремятся к константам неопредсиснно-
ети масштабирующих функций и чсплесклфутщий Мейера 

/ I.oi и-.(О/И'"," lie \ 

- - i niax{//.(l,), } j , 

11 



при I оо, ¿Ос fi{l) := 1а{1) + ^{1). 

Услоння (1())-(12) определяют 0ЧС111. широкий класс линейных методом сум-

миронання. П[)и этом (12) необходимо Ч'олнко для более тояносо онродсчюния 

показателя Гел1.де1)а, его ненынолиение но ухудшает гладкость и не меняет 

снойстн лок;и1и:зонанностн. Для средних В.иию-Пуссена (12) нроне1)еио н [4|. 

Л е м м а 1. Ес.т для любой f € С^Т) верпа оценки 

¿Oe •) - модцль пепрерывпости, п > О, Л - абсолютная константа, то 
(10) и (11) выполняются. 

Услонис и:з JiOMMi.i 1 ныиолнено для многих классических c i m v u h i x , наи])!!-
мер, с[)(!дних Фейера, Валле-Пусссна, Рогошшского, Лбеля- Пуассона, монотон-
ных средн11х Вшию-Пуссеиа. 

В глаие 2 изучается частотно-нрс^менная локализонанносзь семсйстна 
нс11леск-(1)ункций Meilejia. В иа1)агра(1)е 2Л найдена сисзема нсилескон Мейера, 
имеющая наименьшую нозможную КН Гейзенберга. Мннимизацня КН снедена 
к ы.шуклой на1)иацнонной задаче, ¡зешеине ко'то1)ой удонлетно[)яе1' нелинейному 
неантономному дн(1)<1)ерени,н<и1ыюму урашкчнно Н'торого порядка. В 2007 го;зу 
ан'тором нолуч(!но следующее ныражеииедля киад1)а'та КН Гейзенбе1)га, ш.шис-
лениого для нснлеск-(1)уикцнн Мейера 

^ - ^ y ¿ s Í H x ( í ) f Z í J{x'{L)Ydt, (13) Л х ) = \ 
\ " / " 

|'де ; Í :(Í) = 20(/,), и (1)ункцшо .х- можно ныбраз Ь нз множеетна 

X е W.) 
» Л 

, х(0)=^0, (1.1) 

Оснонной резул1/та'т §2.1 С(1)01)мули[)0нан н следующей 'кюреме 

1 2 



Теорема 2. Сущсптус.т фупкц71я х(1.), достшыяющая абсолютный лшпимум 
¡фупщиопала .1 при условиях (14). Она является апа.яитичсской возрастаю-
гцсй вогнутой функцией па отрезке [П; и удовлетворяет днфферепцгшль-
по.му уравпеппю 

х"(1) ^^-qtœsx(t) (15) 

нрп некотором значении параметра q > П. 

Доказательство слсдзтт из двух лемм. Обозначим 

1Т 

С(т):- j {х'{1.)У (11, F{x) - j\iihix{i)(il, 
I) 

Mi: W) [O; ^J] | O(a-) = «, .т(0) = 0, о; = . 

Лемма 2. Если при некотором q > П ф)у1исциях{1.) удовлетворяет ураапеиню 
(15) н граничным, условия.м. х(П) = О, - то она доставляет абсолют-
ный минимум в варшщиоппой задаче 

F(x) -> min .'Г Е МЦ, (1G) 

где а - С{х), причем данная пикам минимума едииственпа. 

В. К). П/ии'асоызм доказана сле^о'ющая 

Лемма 3. При любом q > I) уравнение (15) имеет единственное решение 
x{L), такое ч7по х(0) О, ;(;(§) |. Это решение, является ана.иитический 
возрастаппцей вогнутой (функцией, непрерывно завне.жцей от napa.Mcmpaq. 

При q 1-0 нмеем С!(х) а при г/ оо имеем С[х) ->• ос. Для 
любого а > ^ существует едннствеппое значение, пирамсзпра q > О, при 
которо.м соответствующее решение, уравнения ( 15) удовлетворяет равенству 
G{x) - «. 

Мииималыюе значение КН для вси.11еск-фуикцин Meiicpa с точностью 

0,001 1)авно 2,()'22 и достшаегся при q = О, ОТО. 

13 



Лшиттимсскос ¡жтспио ураипсния (15) но изностно. В iiaijaipaílie 2.2 но-
(лроомо н|)нближенноо решение данно1'о ураннения. Раесмочрнм енлаГшы нор-
ной сгененн /„, iiirreiiHojiiiiiyioiuiie ([¡ункцшо sin на iiaiiHOMOiiiioM разбненнн oi'-
])езка |0; 7r/2j с шагом h — и узлами т^ = /с/г, к — Г),/г: 

11 
/„(/) = 5 ] ( 4 ( í - г,) I- sÍH(r,))lp,_,;,,,(/.), (17) 

к I 
гд(! (Ij. --- (sinrfc — .siiiTA, i)//i и - ха{)акте1)ие'111чеекая (1)ункн,ия очрезка 
|н; /г|. Рассмотрим носледонателыюсть задач: 

¡••п/Л 

línix)--^ ( - / / „ ( . т ( 0 ) ) 4 - ^ ш т , .тел/,) ' . (18) 

Теорема 3. Выполплстся: 

1. Оля каждого п сущсстоуст сдипапвсппая функция ¿„(О- Ооставляюгция 
пбсолюнитй минимум аиргищииппои задачи (IS); ф)упкцая T,i(Í) яаляап-
ся решением дифнрерснциального ураансния х" — —]>,¡ I. f({x) и имеет вид 

\ / 

где. нарамешры 6V, /ф, 1,- определяются из условий Хп{1г) — А-, к- < /-r t ij 

г - и, и, ÍI, = Ü, Í,. = 7г/3, х„ е б"[0; 7г/3|; 

2. ноелсдоватслоность (.í„),ieN является минимизирующси для задачи (16); 

.7. имеет место сходимость | | i„ — т||(7 —> О при п —>• ос, где х - решенгш 
задачи (16), доставляющее, абсолютный мгтиму.м ¡функционала (IS) при 
условиях (Ц); 

4- имеет место сходимость Цг/''",, - -> О при п оо, где. и 
- вснлсск-функции Мсие.ра, нострое.нные по вспомогишс.иьным функция.м 
Хп — '10,, и X ^ '20 соответственно. 

В главе 3 мы изучаем локалнзонапност!) систем периодических нснлес-
кон. КН Брсйтерберге1)а (или периодической КН) ([¡уикции / — € 

¿••¿{О, 1) называется ([гункционги! 

иСпЦск}) := UCuif) \ /гатА(/)уатк(/) , 

Ы 



где пеличипа 

уягл(/) 
1 1 \ 

- - 1 
/ 

иазыпасгся угловой |1а[)шщ11ей функции / , нсличииа 

{Еш.'Ы? ^ 11/1Р Ш', 1? 

налынаегся частотной нариацнсй ((¡ункции / , а иеличина 

кеЪ 

на-31.н!аетея ие[)т,1м трн1'оиомст1)ичоским момен'том функции/ . 

В нараг1)а(1)С 3.2 построено ссм(;йст110 ф1)еймои Парееналя периодических 

иснлескои е найме! ими иолможными КН для масштабирующей нослсдоиа-

•телыюстн и наименыиими илиестными на сегодиянший деш. КН для нснлеско-

иой носледои!Т1'елы10сти. 

Тсорем.а 4. Сцщсствцст семсЛстии всплсс.ковых послсОовитсмпостсйЧ'а •= 
: а > 1}, порожденных мааптабирующилт послсдовотсльностями 

{'к>'])У-л)' "'"КОС что для любого фиксироианного а > 1 аютсма {|р[5} и {ф'-,., : 
/ = 0 , 1 , . . . , А; -- О , . . . , 2' - 1}, где Ф11,{х) :-- ф'1(х - образует фрейм 
Порссвалл а 1) " 

Пш ян1)иСпЫ') - I Г"п 8нриСп{ч>'-) = 7,, 

11"! испЮ = '1 Г'"' ис„{ф';) - 1 

(19) 

(20) 

Семепетоо строится следуппцим образом. Положгш. = 1. Определим 

последовательность 1/1:'^ так: — 1/1'" — у/1/'2 и 

(21) 



IL продолжена 'У-периодически по к. Далее, определим ПГ j 11 '^l "-

гда масштабирующая пиеледоиательпоапь, маски, маски асплескон и всплсс-
ковая поелсдоиателипосшь определяются так: 

ЛГ := ч, Щ{к) ,{к). (22) 

Доюиагсльс'гио того, что построенное ccMelicnio янляечся ([¡¡¡еймом Па1)се-
iJiuiM следует из уннч'арного нрннннна расширения, асим1тготнческ(;е нонедение 
КН дока-н.шается конструктинио. 

Второй резуль'тач' этой сланы сосч'оич' и доказачельсч не иераиеиеч'иа, учоч-
няющесо нижнюю С1)аииц.у КН Б1)ей |еиГ)(Ч)сера для ницюкою класса иослсдо-
lavicjii.Hoei'cil периодических ((¡уикний. 

Для функции ¡{х) = ^ 1) оир(!делим 

Л{1)-. 11/11 ' -1Мг(/) ) , ад: г1.и(г(/)). 

Теорема 5. Пусть i/'j G //2(0, 1), / G N, - последопатслтшеть периодических 
футсции, такая что 

I"" - О для |/j| < Л/(С), 
j-*oo 

lirn = о, 

еде M [С] 2(27гС' 1- C \ / 2 Ô / 3 l / t t ) , С > О - абсолютная копстапта, и 
(jj —> 00 при j —> 00. Тогда если linij^^o существует, 7по 

lin» > 3/2. 
j >oo 

УСЛ01!ИЯМ дайной ^^»¡юмы удоилеччюряюс следующие классы исилескоиых 
иоследоиател ы юстей. 

• Послодоиач'елыюсчч!, иорождеиш.ю ие1)иодизацисй'1 11силеск-(1)уикции 
иросч'раистиа при услоиии х(1/ч"(.'г))' G //¿(R), при этом qj = У. 

То есчч. иоследоиач'елыюсти, оиределяемые раиеисччюм 

I и) 1 к). 

m Z 
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• Г1о(:л(у|,()11аг(;лы1()ет, и о е г р о о п и ы о а 'Г(Ч)]к'ме щ)!! э т о м щ -- у'Д'. 

• В общем елучае, среди иеех иоследоаагелыюсгей, построенных с помощью 

у1Н1га1)Н()1'о принципа расмнцимтя, можно ныделнчч. такой класс: нснлеск-

(1)ункцин янляюгся чрт'ономечрнческнмн полиномами степени С]"!^, где 

- абсолютная конечанга, имеюч' ограниченш.ю нормы С\ < [фтуЦ < Ф, 

еде с, > О, (•.•> - абеолюгные консчан 1ч.1, для кожффщненч'ои снранедлииы 

1)анен(:чч1а " нынолняеч'ся нераненсччю г/̂ ДДт/'Д < 

Таким образом, н классе носледоиачелыюсч'ей, онисантчх и ч'ео1)еме 5, но-

счроенное и •1'ео1)еме 1 семейсччю периодических нснлескон дейсччнпччилю имеет 

нанм(41ыние 1ю;змож1Н.|е КН и, чем самым, ноложичелыю отиечаеч' на нозцюс 

К). Пресчнна, Э. Куака 1999 еода о сущесччзонаннн подобных семейюччз. 

К1)()ме '.ччоео, чеорема 5 и некотором см1.1сле янляется не[)ноднческим ана-

лоеом следующсчч) ¡зезультата Г. Багч'ла: если:г/(ч:), /'{х) £ />2(^)1 (Еункция / 

им(ч;ч' нузкчюе (¡зеднее Ĵ ^ / = 0 и нузкчюй частотный ц е н т р е / / ) = О, см. (1), 

то и С ' п Ц ) > 3/2. Для данной иоследоначелыюстн нерноднчсских функций 

/ е й , , уелония К / / , 7|̂ J)\ < С Щ \ ' ' и О зезтеорем!.: 5 ео-

от'Н(!тч:тч1уют нулзчюму частот ному ц(Ч1тру (•(/'") О и нуленому ннтччрши.ному 

среднему /¡¡'ф" О сооттзетстткчню. Тоеда нанрантиается обобщение теорем1.1 

Ваттла нида: если / ц / = с и с ( / ) = О, то и С ' и Ц ) > о(£), еде Пнь-,,) "(е) '•Ч'^-

К (чзжапенню, обобщнтт. дока:1ательсттю теоремы Батт'ла на :зтч)т' случай н(чю:з-

можно, что ясно зе.з сле.;|,>чощей тчч)1)емы. 

Тоо|)ема в. Пусть / - функция, такая что •/, г/' е /^(К), /„ := 

где а (|| • /Ц/Цг/'Ц)'/", и (:(/„) ̂ ^ 0. Фттарусм е £ С и положим /^/п = 

£. Тогда ссли £ / О, с /- к е М, то ис сущсстиуст функции, 

яиляипцсйся решением минилпииционной иадачи 

1 '^('•//(/о) II"", 
\ 4 / ( . - г , е Х ) , с ( / | ) - П . 

Пели £ Зте^'/'А^^^, /,: е М, тогда фнрпщия Эрмита 

/ ' )ч , , | \ - ' / • - ' ¡и 



и = 2к, мипгшизирцст данную задачу н иСц{ф2к) — ('1А; (• 1)/'2. 

Если иысказамиос обобщение ^^{темы Бач'тла 11е1)110, чо зго поможет изу-

чач'ь локализоиаимость 11ес'та11,11011а1)иых систем исилескои. 

Наконец, насколько нам изнестно, 'тео1)смаб янляется первым ¡хзультатом, 

касающимся оценок нижней границы КН Б1)ейтснбергера. 

В г л а в е 4 мы сопоставляем системы нестационарных всплесков на ¿2(1^) 

и нериоднческнх вснлссков и изучаем, как ност1К)нть одну систему из дру1'ой с 

Н0М0Щ1.Ю периодизации. 

П р е д л о ж е н и е 1. Если = {^р^)., - фрс'Ш Парссиаля аснлсс-

ков, нарожденный унитарным принципом расширения, 6 и 

ф'/{х) -г--- тогда = ». -••г^ 1 " Фрт'Ш Парсс-

ааля осплсскои. 

Доказательство сводится к С1)авнени10 унита1)ных нринцинов 1)аснтре11ия 

д л я 11("стационарн1.1х и нериоднческнх систем. Д а л е е мы ])ен1аем задачу о но-

стро(чн1и нсстационарно1"| системы, не | )иодизация которо!'! совнадает с исходно!"! 

С!1СТСМ()Й. В Т!еММе 4 МЬ! СТ1)0!!М СеМСН'!С1Т10 !!еС!а!!,!10!1ар!Н.1Х масок СООТ!!СТ-

сч'вующее маскам !!сходно1'| !!ер!!од!1ческой с!!с!ем!.!. Парамечр ссмейс1'!1аЛ' € N 

отвечает з а !'Т!адкость маск!! !! з а !!орядок 1!у7!}! !! ч'очкс.^ = 7г. Пос7!одняя харак-

•!Ч!рис1'!1ка'также важна, 1!отому что, как 1! в С!а!1,!!01!ар!!0м (3!учае, она я1и!ястся 

!!еобхОД!1МЬ!М уСЛО!!!!еМ Д7!Я !'ЛаДК0С1Т1 МаС!1!!'аб!1ру!0!Ц!!Х и ВС!!ЛеСК-(1ту1!К!Ц!Й. 

Л е м м а 4. Пусть ¡г^. € К, > О, - чнашвая послсдооатсльпость, такая 

чти = Ь^кс' ~ ~ ''^-к- определению полооюлш 

:= агссокг/^. Пусть - определенный на интервале. [О, 7г/2| сплайн порядка 

К минимального дефекта, заданный па равномерной сетке отрезки [О, 7г/2] 

так: ^'^'{Чпк'!--') = А; = О , . . . , 2^'--, (.^^^'"(О) - О, / = 1 , . . . , Л' - 1. Наконец, 

пусть т'ф - четная Чк-периодическая ф)ункция 

„ ) с о . з ( г | Ч 0 ) , ^ е [О, 7Г/2], 

^ е ( 7 г / 2 , тг). 
ш^Ю = 

Тогда (ОР I 4- тг)^ = 1, 77г̂  е = О, / = 

1 8 



в Л(!мм(! 5 М1.1 шнием течацнопарш.н'! аналог достаточного услоння ранно-

мсрноП сходимости на компактах и н1)ннадлсжностн б2(К) бссконсчнш'о нро-

нзнсдония П^^^Д^лЛС" '')-

Л е м м а 5. Ёслг1 а^ е /.^.(Т), н.ДО) = 1 и Ylj < оо, то = 
яу,,.(^/'2') ]швпом(:рп(> и абсолютно сходится па любом [я, С К. Ес-

ли дополнительно ¡нД^)!'" 1- \aji6. -1- 7г)|- - 1, то ^ е />2(К) и Ц^Цг < 1. 

В лемме С это досгаз'очное услонне конк1)егнчн1)омано для масоктп]^, онро-

ДСЛСНН1.1Х н лемме 4. 

Л е м м а 0. Если т'ф определена в лемме. 4, 1, а 

1 / г / ^ \ 

еЩ 
00, 

J - V " / 

то - I р а о н о . м с р н о и абсолютно сходится па любом 

[я, Ь\ С К, ^ 6 /.2(К) " ||55}||2 < 1. 

Таким об1)а:юм, нредлагасч'ся конст1)укцня системы нестационарных нсилес-

кон, Н(!рноднзацня которой соннадает с исходной системой нерноднческнх 

нсилескон, н несгацнонарные маски могут быть 111.161)0111.1 нронзнолмю глад-

кими. 

Далее, среди этих нестацно11а|)1н.1х систем мы ищем (1)рейм нсилескон со 

следующим дополни тельным сно!1стном: Пшу » х . — Пш^-.яо 

Это сно11(л-но наыано согласонанностыо локализаций. Отчасти, поиск такой 

нестационарной системы мотнннронан результатами днух н1)едыду1цнх глаи. 

Точнее, ноянляется нозможность ет1)01тть хо1)он1о локалнзонанные системы 

нестационарных нсилескон, начиная с шчжоднческих. В 'теореме 7 мы получа-

ем доста'точные услоння н 'терминах нестационарных (1)реймон, обеснечннающне 

1)ане11стно 111".; ' о о ) • 

Теорема 7. Пусть Ф'' - {̂ ->,'1', 7 . , о 2) 1 « = {у?,̂ .̂, 
- фреймы Парссваля периодических и неетационарних всплесков иф^{х) := 

- ")• е.ущес7Поуют ф/рпсцпп / , / 1 6 Т2(К), такие что 

1У 



< fix), < f,{x) и J € ACUR), /{x} = 

J\[x) = nim x -4 oo, e > 0, тогда 

lim U C i M ) = lim иС„{ф'У'). 
J >.XJ J »'Xi 

Тс01)сму 7 сложно применять. Отиряпиой чочкой является система перио-

дических всплесков, в то время как главное условие (существование мажо1)аит 

/ , / i ) касаечся iioci'iioemioii нестационарной системы. Сле;|у10щая теорема из-

бавлена от этого недосчатка и дает досчаточиые условия для согласования ло-

кализоваииосчей в че1)мииах ие1)иодических масок. 

Т е о р е м а 8. Пусть = V-'jlJ./cZ,,A=(),...,2>-i " фрейм Парссвалл псри-
одичсскпх всплесков, (ц1)к = - мпсштавирукпцис маски. Пусть 

(i'^)i,. удов.1стооряют условиям лсммм f . Обозпичи.м üj. : - атссо.ч;^,, р/. : 
maxji/^., I [}. Если 

1. ряд^^иг риоиомсрио сходится и равномерно ограпачси оп1поситсл7>-

l^i i 1 ~ — С - абсолютная константа, 

то сиспими = {^(¡(j., <• м.асштабирующ1ши масками нг'(^), 

определенными и лемме 4 и.ри К = ], образует ф/рсйм. Парссваля пестицио-

нарпых всп.ихков, и Ihuj.^^UCijiyAj') = limj_joo 

В 1'лавах 5-7 используются сле.лующие обозначения. С С,„ р G N, р / 1 -

ipymia Виленкииа, ее элеменчами являючся иоследопателыюсчи .ч: =-• (••'.•/)/cs = 

{...,(),О,Хк,Х1,+1,Х1,у2,...), где -.Vj 6 (О, . . . , р - 1} И1)И j е Z и существует 

только конечное количество иенулешах членов с оч рицател1.н1.1Ми индекса-

ми j. Обозначим нулевую иоследователыюсчч. 0. Если х / О, чо1'да сущесчч1уот 

единсччичнюе N = N{x), чакое что /- О и xj = О для j < N. Г1)униовая 

операция на G обозначается CP и онредоляечся как покоординатное сложение 

но модулю р: (лД = {xj) G) [yj) означает zj = xj yj (modp) при j € Z. Обо-

значаем 0 оие[)ацто, oGiiaTiiyio ф. Гфуина. G,, при р = 2 наз1.1ваечся группой 

Каито1)а. В этом случае обратная операция Q совпадает с групповой операцией 

ф. На группе G общеуиот])ебичелы1ы две эквитиюитные M C T I I U K H . Мст1)икаг1 
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lia группе с; ииодтся с помощью отоГ)1)аже11пя || • Ц« : ('• 10,оо), опреде-
ленного так: ||()||f; : О и \\х\\а : н :г / 0. Тогда d{x,y) : ||.т СЗ ?/||о 
для х,у 6 с. Другая метрика r/i он1)еделяе'тея чак: (h{x,y) := Х{х Q у) для 
х,у G С. 05о:л1ачим и G Z, х G С, та]) радиуса р"" с центром н точке х, 
ч'.е. Цх) - {р G G : d{x,y) < р "}. Обозначим / j := Д(0) и / := /,). Определим 
отображение А : G ¡ ( ) , о о ) чччк: Л(.т) E p z ^ j P ' ^ ' ' ' ^ = (^'j) ^ изаимио-
однозначно не[)емодя1Ц(-е G \ Qi, на [О, оо), где Qn сосч'оит нз всех элементов х, 
для ко!'о1)ых Xj - р - 1 при всех J > для некото1)ого jo G Z. Аналоги сжатий 
н едтн'ов на G определяются Ч'ак: D : G G, где {I)x)f; = Xkxi Для х в G. 
Обозначаем /„,/, : 6' С (Кункцню /п,/,(;с) = f{x ф A-'(/t)), тдс х &G, h> 0. 
Если донолпнтелыю j G Z, полагаем /д/,(:г) = х G G. Функция / , 
он1)еделеиная на 6', ююывается 1-нериодическон, если f{x) = f{i.2"(x) для всех 
X. G С/ и всех п G Z | . FJ - иреобр.июванне Фу1)ье-Уоли1а, ид. - А-ая обобщен-
ная (1)уикция Уолта. Функция /'''(^i-') : liiiin-юо (/(^'0 ^ /од-'-'О'-')) 
называется нрои:зводиоП Гнббса функции / : бХ С. Производные высших 
но|)ядков ои1)еделяются ¡¡екуреивно/'" "1 = (/'"')' ' '• 

В главе 5 мы предлагаем определение КН для функций, [заданных на 

ipyime KaiTToiJa. 

Определение 2. Луат, / : б.У С, / G lr2{G>), тогда функционал 

UGAI) := V{f)V{Ff), где 

"^U) TnF> f iMx Ф i))'-' |/(x)|- dx, 

V{Ff) x- — "Ф' [ (A(< Ф ï ) f \ F m f d i , 

называется диидичсской КИ функции f . 

Доказывается, что еущесччзуоч- ччзчка ?/ G 6%, на которой (¡зункциоиал 
(А(т ф у)}'-1у(х)1- dx достнгасч' нанменынего значения. Обоснованность та-

кого ощзедззлеиня поясняется с помощью примеров и сравнения в известными 
КН. Обсуждается, почему оиерато1)иый подход не работает в данном случае. 

В ч'ео1)еме 9 докаш.изается, ччо UG,i ограничена сштзу ноложич'олыюй кои-
счантой, Ч'о есчч. для lK\i сущесч иует нрннцнн неонределенности. 

21 



Т е о р е м а 9. Пусть / : Со ->€,/€ ¿2(б'2)- ТагОа верно неравенство 

иС,1{/) > С, где С ~ 8.5 х 10"^ 

Вычисление иС'а для произвольной (1)ункцни исиросто, чак как необхо-

димо рс1иат1. задачу минимизации для фуикциоиало!! от диадичоских функ-

ций, и нам ие удалось найти литературу, С0дсржа1ц,у10 метод|.1 решения по-

добных задач. Теорема 10 дает способ шячислсиия ПСц для широкого клас-

са функций, сводя мииимизациоииую задачу к перебору конечного количе-

ства вариантов. В д;ии>ией1ием для уи1)01цеиия записи исиользуем оболшчеиио 

кфп = \{Х-\к) (О А-'(А;)) для к, и 6 N. 

Т е о р е м а 10. Пусть /(х) = 1а-||1), " ряд равномерно схо-

дится, обозначим 
2"-1 

/„( .с) = 1л-||о,1)(х) ^ 
к 1) 

Пусть У{/), \''{Р/) конечны.. Тогда диадичсская КП нри.мет вид 

иСМ) = и,и где 
П • •ОС 

УИа) = 
Е Г в ' 

""•Т-, ет Е ' . ' ^ ' -I- 1 -

и а := (де-)!;:^||,2"-1 ~ дискретное преобразование Ви-пснкина-Крестенсона век-

тора Ь := пи = р " ЕГо' '(л/р")). 

Данная тео1)ема раси1)ост1)аияется иа (¡'уикции вида/;(а:) := 

Этот класс <1)уикций достаточно об|ии[)еи и важен, чак как 

из ¡таботы В. 10. 111)отасог,а, К). Л. Фаркова 2000 года следует, ч то любая мас-

штабирующая и вс11леск-(1!уикция с компактным носителем, порождающая о{)-

тоиормироваииый бгюис всплесков в /^2(02), И1)ииадлеж1гт этому классу. 

С помощью теоремы 10, иользуяс!. \\'о1Гпш1 МаНюшаВса 8.0, мы миними-

зируем численно (функционал 1/(7,; иа полиномах Уолша (пенсии 2" - 1 для 

п = 2; 8; 4; 5; 0. ГОзлучениые значения и1)ииадлежат очрезку (0,0871, 0.08!)!]. 
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о iiapari)a(l)(! 5.3 мриаедо!! нид КН для ссмеПстна MaciirraGiii>yioiniix функ-

ций и исил(;ск-(1)уикций Лэига, а также найдены зиаиеиия КН для нескольких 

частных значений иарамечра а с(!мейстиа. Наиболее локализоианным оказал-

ся всплеск Xaai)a, являющийся частшзм случаем всплеска Лэиеа при я = 1. 

Также численио найдены вснл(!ск-(1)ункцнн внда1/;(:1:) = li(),i)(a:) 

и ф(х) 1[().1)(:»0 порождающие ((ipeilM всплесков и имеющие 

наим(м1ыние КН. 

В глапс G мы изучаем уравнения в часттчх нронзвод1и,1х. В этих уравне-

ниях н1)ас1'ранств(чи1ая нереыениая неизвестной ([¡ункции принадлежит трунне 

Кантора, а временная - дейстн1ттелы1а. Mi.i рассмачриваем два ччта уравне-

ний, один чин содержич' класснч(юкую, а д1)уеой дробную модифицированную 

нроизводн.У1" Гнббса Т>", о G К (нсевдодшЬФ'ТтпипиП'Иый оиерач'ор). 

В §0.2 мы рассматриваем расн|)еделения на трунне KaiTToi)a Са, которые 

являючся аналогом расир(!деленнй в действичелыюм анализе. В качестве про-

странства пробных (функций выбран класс У всех локально постоя функ-

ций с комнакч ным носнчччюм. Раснредсчкчик;/ G S' ни те1)нр(;тирус1'ся как фор-

мши.ный ряд "i-Tah й- "л'Д'ф.-. "1- ^̂  i f iTa i ) , njk = {I^i'jk), ко-

ч()р[.1й 1нии.1вается квазн-иредсччнокчтем X n a j i a / , где ¡р и V' - маснттабирую-

щая и вснлеск-(1)ункция Хаара. Имеет месчо следующий аншют лемм1.1 Дюбуа-

Реймона. 

П 1 ) с д л о ж с 1 т о 2. Если функция f локилтю аптггрируеми пи G2 и се каази-

нреденншлепие Хиири раино пулю, то / О почти везде на Со-

Обозначим S миожесччю всех полиномов Хаара, то есть (функций, для ко-

чч)р|.1Х конечное число коз(1)(1я1цнен той в разложении но системе Хаара оч-личны 

оч' нуля. Тогда раснредел(Ч1ие / G S' можно очождествичч, с ((¡ормши.иым ря-

Д"^' X^jAf Z, <4Jd¡'j.k, "ji: ( / .Vja) , коч'01)ый иач1,1ваечч:я нр(!дставленнем Хаара 

/ . Из следуюпцй! чсоремы выводич'ся S' -- { / , / G Я'}. 

Т е о р е м а 11. Если f G Я', то еущеетиуеш однопараме.тричеекие семей-

етви {/,.},./.€ С Я', тазме что /,. |¿. / д.ая любого с. е С и (J / д.ы 

любой у G Я' \ {/,. : с G С}. Кроме того, если Y.j.keZ, "•Jk = 

{f,4'ik), " представленш: Хаара J, то кваза-нредставлезте Хаара f,: дается 
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¡с = + " м ' / т ь аь = аи{с) = и/,(0)-|-с, к € с е С -
ранение систсмы "-гд-тт - Еш^-'«гдчт 7 е М, 

/с 6 2 , . 

Далее шюдитея класс 11е1)11оди'геских 1)ас111)еделет1Й. В качестве простран-
ства пробных (1)ункцн!'1 используется Р, класс 1-не1)ноднческнх локазн.ио посто-
янных функци!!. Распределен не / £ Р' ни гернретн[)уетоя как (1)орм!и1г,ный ряд 
Е^ца^^А,, 41- = (/ , кото1)ый называется и])едставлением Уолта распреде-
ления / . 

В §0.3 рассма1'1)иваотся задача Коти для одномс1)ното одно1юдно1'о волно-
вого у1)авнения, в котором неизвестная (1)ункния завнслтт оч' переменных (т, /,), 
где I е Сг и / (время) дейсттттелыю. Пусть (/ = [О, оо) или У = [О, Г]. Задача 
имеет вид 

Г I) = о , _ , . 
\Пх,0) = Пх), //(.т,()) = />(т), 

Теорема 12. Пусть /", /' £ Р', Е^^ХвР-^,, и Е^^т^-лх,. - прсОстичлспия 
Уолта / " и / ' соотостствеппо. Тогда 

1. задача Коти имеет едипстпсппое. решение./(т, /), принадлсо/сащее. Р' для 
каждого 1 е Ц; 

2. решение принадлсоюит С'', как только р„ = у,, = 
нри п -> оо, где 0{11.) оо при и. -> оо; 

3. решение принад.исоюит /ф', как только винолняются условия пункта 2. 

Дпказател1.ство основано на 'том, что (1)ункц11и Уолта являются собствен-
1н,1ми (1)ункциями ди((к1>е1)е1Н1,иалы1ото онерато1)а Риббса. 

В §0.4 мы изучаем свойства Д1)обной модифнци1К)ванной производной Риб-
бса. Необходимость в ее иснол1,зованни вместо классической производной Риб-
бса возникает нри поиске непериодических 1)ен1ений ди(1)(1)е1)еициалы1ых урав-
нений. Рассмот1)им н|юстое уравнение /14 = у, 171,е у - 1-не1)иоднческая (1)унк-
ция. Для 1)е1нения находим к():)(1)(1)ициенты Фург.е-Уолша (Дуикции /14, они и 
позволяют восстанотт1'1> / . Пусть 'тене])ь (¡¡ункция у сужена, на множество I, 
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тоеда можно нот.паться HIÍHMCHHTT. тот' же мсм'од, используя преобразование 
Фу1)ье-Уолн1а вместо козсффщнентов Фурье Уолта. Оказывается, что такое 
[квненне не имеет' компак тный носи тель и не совпадает на множестве / с пери-
одическим ¡кянением. Этоео недостатка лишена модифицированная производ-
ная ГиббсаХ). А именно, если д - 1-нериодическая функция, / - неизвестная 
(1)ункцня, тоеда не1шодиче(;кое решение уравнения Т>/ = д совпадает на I с ре-
шением уравнения VJ = glj, 1'де - харак'те1)нст'ичсская функция множества 
/. Кроме 'тоео, ¡¡ешенне уравнения VJ --= glj т'акже имеет' носител!. / . 

Пусть а G R, ЮДа) ЦтЦ'А для т; S Оо, а / О, н D"(0) := 1. Дроб-
ная моди(1)нци1)ованная производная ГиббсаХ»" онределяетея на А' но правилу 
/Д2?"|/)) = ф е А. Нз леммы 7 сл(1дует', что V" корректно определен и 
V" : S -> S. 

Лемма 7. Пусть ф £ S. Для того чтобы ф щтподлсысила S необходимо и 

досншточпо, чтобы .чпррПфП / „ — 0 для некоторого и £ Z. 

Кроме 'тоео, ()нерат()[) V~" является об1)ат'ным для V", -ото означас!', что V" 
в'танмно однозначно отображает на S. Это позволяет распространит!. V" на 
S'. Для / е раснределенне V"f £ S' определяется так 
ф £ S. Этот оператор был введен на /.фС',.) В. И. Голубовым. 

П1)едложс11ие 3. Пусть д, Гд, WFg локально интегрируемы па G-,, j £ Z. 

Тогда гдслоиие. йнр|)/'у С / - д i \ /-.у необходимо и достаточно для того, что-
бы функция д была собстосппой функцией оператора V", еоотвстспшующей 
е.обе.твсппому значению 2'". 

Следствие 1. Любая (функция Л'нара V/.fc яаляется собе.пшенпой (FIYHKII,ueüV", 

еоотае.тетаукнце.й еобстаенномд значению 2'". 

В §0.5 мы рассм;ттрнваем задачу Коши для одномерноео неоднородного 

уравнения 'тенлоироводностн отиосн телыю функции, 'зависящей от неременш.1х 

(x,í), тде X £ Су и t (время) - дейстшттезн.иое число. Пусть U = [П, со) или 

и ^ [О, Т]. Задача нмес!' вид 

Г /;(Х', о v ; f ( x , t) -I д{х, t), ^ ^ ^ 

1 /(:т, 0) . /"(;,:), 



Т е о р е м а 13. Пусть f" G Л", гд := у{., f.) g S' ОЛЯ гмжОого t. G U, И ci{x, •) 
непрерывна na U. Тогда 

1. задача Коти имеет сдипстоенное решение f{x, t), оно припадлсоюит S' 
для каждого t £ U; 

2. ото решение принадлсо/сит ¿2(С2) для каждого L G U как только 

/" е ¿2(^2). для каждого t G U выполняется gt G Lo{G->) и = 

^ при llalla, 00, гсАс 
0{i/) -> 00 при V со; 

3. если либо п > О и условия пункта 2 выполнены, либо о < О гт для каждо-

го i G и выполняются равенства Ff{C) = F{gi,){^) = 

Щт ос, где е > О, тогда решение непрерывно 

на G'2 для ка-лсдого I G U, вес непрерывные рсшення даются f,{x, t) = 

Мх, I) + c . C G C . 

Докадательстно основано начом, нчо все (1)ункцнн снсч(!М1.1 Хаара являючся 

собсч венн1.1мн функциями дробной модифицированной 111)онзводной Гнббса. 

В главе 7 MI.I |)ассмат1)нвасм жссчкнс ([¡рейм!.! вснлссков на группе Вн-

лснкнна, построенные но общей схеме yinrraiiiioro нрннцнна расн1н1)ення. 

Рассмочрнм мас1нгабнру101н,у10 (¡¡ункцню Т G /^2(6'), удовлечч)01)яюн^'ю 
ПС) 

мас1нтабн1)ующему yjiaBiieiimo р{х) ^ pJ2 "кТ{Пх 9 (/,;)), х G С. Для но-
А-о 

строения (1)1)еймов вснлссков с компактным носителем необходима масшчабн-
рующая функция с компактным носи телем. Следующее у тве1)ждснно нынолня-
етси для rpyiHH.i Виленкина. 

П1)едложе11ие 4. Если р - масштабируюирш /функция с компактным носи-

телем, то в масштабирующем уравнении только конечное, количество коэф-

фициснтоо ai¿ отличны от нуля. 

Для всплесков, он1)еделеннь]Х на действнчччн.ной н1)ямой, ашиюг эччлчч 

учч'.сдтждения не Bejieii без донолничел1.ного ч-[)ебова1тя oirroroiiaiibiiocnai цопых 

сдвигов масшчабирующей функции. 

Пусчч. Т - маснт]'аби{)у|ощая с1)ункция с комнакчиым носичч;лем. Тогда но 

предложению 4 существует нату1)алы1ое число п, ччгкоо что Т удовлетворяет 
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масштабирующему у1)М1Ш(!1111юу1(т) = р ^ '(А;)),т е С. Находим 
к о 

И1)собразо1тиие Фурье от обеих мастФ!/''^(а;) = при этом 

V" 1 
„К,(аз) - ^ a¡;"^v,Дaз). (23) 

к-О 
Функция ;ц,() игюыиаегся маской У или масштаби[)ующей маской. Эта функция 

яилястся иолшюмом Уолша порядка д" - 1, /т е N. 

¡¡[юдиоложим, что сущесгиуют иолииомы Уолша ?/11,... ?• > р — 1, 

(маски исилеска), такие ч то для мат])иц|.1 

^ 111{фи)) /яДаз) . . . тг(аз) ^ 

Л/(ш) -
т(){ш ф (">1) (аз (1) ) . . . 7п,.(аз ф (51) 

зн(|(азф(5,,_1) »зз1(азФ(5,,^1) . . . зн,.(аз ф у 

где (5, е С и Л((51) = ¿/р, I € { О , . . . , р - 1}, иерио Л/(аз)Л/*(аз) = Е,„ то естч, 

мерный столбец И1)одолжается д о унитарной мат1)ИЦ1.1 М. Снмнолом Л / ' обо-

значаем мат1)ицу, сопряженную к Л/. 

Тогда нснлеск-(1)ункцин V'''', • • • .У''''* онредезшются с помощью раненстна 

- 7 ц Л / Г ' а з ) Г < р ( 7 Г ' а з ) , 1/ = 1 , . . . ,7". 

П|)еобразонанне некто[)а (гп, сь. . . ,гЗг), а . £ С, к 1,. . . ,7-, со =/ 1, 

Е1- п к ! " - 1, ""Да 
- ' "" с ^мФи» • / _ 1 70 3 3 

П у ^ ф н - ; 0;7 = щу - Ч Г - , 
1 — Сип 1 — С|И| 

наз1.1нае1-ся н1)еоб1)а;юнаиием Хаусхолдера. 

Следующая тео1)ем<1 оннсынасзт множестно нсех нозможных масок нсилес-

кон, соотнетстнующнх (1)Нксиронанной масш табирующей маске. 

Т е о р е м а 14. Пцапь для лтаси (23) верно Ем '1"Й1 Ф «̂ 'ОР < 1, аз £ С. 

ОСювначпм /з;'!'"' - "Л- ' ( / ) ) , х -- О, . . . ,р - 1, / - ( ) , . . . , р " где 

•• ^ С прогт-

вольно, 710 71Ш7С, чтобы чы7\0Л71ЯЛ0е.ь уе.Л()в11е. 1- Дл^ као/е-

Оого I обо.пшчим (у, - 7',• Оля ?л(;)/с(Азлз .ч £ (О, . . . , р - 1} 
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иг' е {I,...,/'} вычиелгш. с.,,,, с помощью (24), ггримхисииого гс щ, при 
А) / 1 гш1 положим ири а, 1; обозиичим /)*'('"''' Пусть 

(ПцУ / = о, . . . , ])" — 1, - гуииторпал м.(1трии,а с первым столб-
гщм ( 1 , 0 , . . . , 0) ' . Тогда полипомы иг,,, гг = 1 , . . . , 7- являются масками всплес-
ка, еооггюетствуюгцггми маске т??« тогда и пшлько тогда, когда 

гпи{и)) = 

где 

^ / ¡ ' -1 \ 

= Е E Í Í a - í ( V ) . , 'Л-Ч-Ф 
v ,, о о / 

' /=() /.-II 

Следующая тсо1)ема даст точное описание всех иолниомов Уолша, порож-

дающих жесткие ((/рсимы всплесков. 

Теорема 15. Масштабирующая фпупгщия с ком-пагстньгм гшсмтелем порож-
дает жесткий /фрейм всплсасов с гсомпагстгтм посителс.м тогда н толыго 
тогда, гсогда ее маскаггц) является полигюмом Уолша, удовлстворяппи,им. усло-
виям 771о(0) = 1 и Е/=о (w Ф < 1, ш е С. 

Глаиа 8 иосвящеиа изучению безусловной сходимости в iiiiocipaiiCTBax 

L,,(R) ¡ящложсиий ио системе двойственных (¡цюймов всплесков. Пе1)вые доста-

точные условия иа всилеск-фуикщш, обеспечивающие безусловность [положе-

ний в А,,(К) в том случае, когда в A2(R) система образуеч' о[>тоио1)ми[)ова1шый 

бстзис, доказаны И. MciiejioM и н])иведеиы в бол1.ишнс1Т(е классических моно-

графий 110 тео[>ии всплесков. Эти достач'очиые уаювия н[)едиолагают гладкость 

всилеск-сфуикций (ф € С ' (Е) ) , кото|)ая используется в методе доказательства, 

осиовашюм иа свойствах oiiejiaToiia Кальдерома-Зигмуида. Достаточные усло-

вия, ие и1)Сдиолагающие гладкост1>, а 'только сичюделеииую ско[юс'1ь убывания 

всилеск-сфуикций, И1)едложеиы Г. Г[)Ш1еибе1)гом, его [жзуль'тат усилен П. Вой-

ташчиком и иеренесеи на случай био|)]огоиалыи.!х базисов всплесков. 

В С7ку;ующей тео1)еме получены достаточные условия для безусловной схо-

димости в пространствах L¡,(E.) разложений ио системе двойствсчшых (1)[)еймов 

всплесков. 
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Теорема 1С. Пцапь {Ф),к]и,к)с7:ь " пара Оаийстжппых фрсйлюв 

ас/илсеков в /..(К), ауппь арцсстаупп чанная аграничатая убывающая на 
оо 

|0, оо) функция!], уОовланвиряющая условию [ Г1{х)]п{[ I х)(1х. < оо, и такая 
1) 

что [зЯ:!.-)!, |1/к'')1 ^ тогда для любой фуункцгшф е А,,(К), 1 < р < оо, ряд 

"ЫЖк бсвуслочно сходится в А,,(К). 

Т1)сГк)ма1тя, 111)(!Д|>Я11ЛЯ(!М1.1(! к ¡[зреймам, еоямадак)!' с уелоппями п чеоремо 

И. Войташ'шка. Так что наш рсзузм.тат является ¡шзмространевием теорем!,I 

П. Войгашчика па ([дзеймы всплесков. 

Из доказател1>сгва теорем:.! 10 след>'ет досчач'очпое условие для Оезусло!!-

!ЮЙ с.ходпмосг!! В А,,(К), 1 < р < 00 , р!13ложе1!!!Й ПО пр0!!ЗВ0Л1,!10й иарс двой-

стве!П!1,1Х (Дюймов из А2(К). 

Теорема 17. Если {/„}„сГ( « {/»}пс31 - пара двойственных фреймов о А2(К), 

1п, ¡4 € А,,(К), \ < р < оо, и существует постоянная М, такая что для 

любого конечного мнояссстви индексов И и любой фн/икции / € А,,(К) аынол-

няется неравенство 

условно сходится в А,,(К). 
I' 

< М\\1\\,„ то ряд 

В главе 9 м:,: изучаем !!е!!рер!,!В1!ое всилеск-иреоОргюоваиие (НВП). На 

С!р;итце 3 приведет,! о1!р(!деле!!!1е НВН, условие допустимости, иеоО.ходимое 

для классической формул:,! оГ1ра!!!,е!!!1Я, !1 сгзма фо1)муз!а обра!!!,е!!!1Я. Усв!ов!1е 

Д01!уСТИМ0СТ!1 (•',,, < ОО ЭК!И!!!але|!!'!!0 ра!1е|1СТ!!у (/'(()) о !!Р1! сч!абом ДО!!ОЛ-

!!1!!'ез!!,!10М !!ред!ие!оже!!11!1 (1 I | • \")ф С А | ( К ) , п > 0. Некотор!.1С 1!0!1уз!яр-

!!!.!е !1 ||(и!(!31!1,!е !! !!р|и!ОЖ(Ч!!1ЯХ !!С1!3!еСК!1, 1!а!!1)!!Ме1), СТа!!ДарТ!1!,1Й !|р|!ВеД0!!!!1,!Й 

!1С!!3!еСК М о р л е фм{0 /2), ::(! уДО!!3!е!'!!ОрЯЮТ уСЛ0!!!!!0 до-

!!ус!'!1мости: чффО) - Г ; 1 е х р ( - ц У - ) / ез!еду!0!!!,ей •!'ео1)(!ме предз!а1'аеч'ся 

аз!!,!'е|)1!а !Т!!1!1!1я (llop^!yJ!a оГ)ра1!!,е!!ия Н В П , ко'!01)!1Я !!р!!ме!П!ма д а ж е в сч!учао 

1!!11)у!!!е!!ИЯ у(и!0!1!1Я ДО!!уС'!'!!МОС! !!. 

Тео1)ема 18. Пусть 1Т„,с/("- '') /(^'О'/'-мс'к'^)п = 1 или п = 2, 

ФЫх) , ЬлхИ - ^ Ф 
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<i,b e К, и -j-- 0. Для и = 1 мы предполагаем., что ф £ L|(K) П ¿2(1К) и 
/¡^ |V'(.7:)| (/.г 1 . Для и 2 мы полагаем., что ф £ ^ ( К ) и ¡¡^ dx 1. 

Еели / , ф, шф[и1) £ ¡ДЩ и Т , ф е /yi(K), тогда почти везде па R 

Еели дополнительно supp J С [О, оо), тогда почти везде. uaR 

-i ¿H'/v-K«, b) da = Щ т , -г 2,,/,/(«, b) da Щ f{b). 
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