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Ðàáîòà ïðåäñòàâëåíà " " 2018 ã. â Àòòåñòàöèîííóþ êîìèñ-

ñèþ ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâòîíîìíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðå-

æäåíèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòè-

òóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)¿ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîâåòîì ïî çàùè-

òå äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê â ñîîòâåòñòâèè

ñ ï. 3.1 ñò. 4 Ôåäåðàëüíîãî çàêîíà "Î íàóêå è ãîñóäàðñòâåííîé íàó÷íî-

òåõíè÷åñêîé ïîëèòèêå".



Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ àáñòðàêòíûå óðàâíåíèÿ è âêëþ÷åíèÿ â ìåò-

ðè÷åñêèõ, íîðìèðîâàííûõ è ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðè

ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ äîêà-

çûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé è èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé.

Âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè àáñòðàêòíûõ óðàâíåíèé è ñâîéñòâà ìíîæåñòâ

ðåøåíèé ñîñòàâëÿþò îäíó èç îñíîâíûõ çàäà÷ àíàëèçà. Óòâåðæäåíèÿ î

ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé è ñâîéñòâàõ ðåøåíèé èìåþò îñíîâîïîëàãàþùåå

çíà÷åíèå â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, òåî-

ðèè óïðàâëåíèÿ è èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè.

Ýòè ðåçóëüòàòû âàæíû â ïðèëîæåíèÿõ, òàê êàê ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè-

÷åñêèå ìîäåëè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, ó÷èòûâàþùèå ìíîãî÷èñ-

ëåííûå ôàêòîðû è ïàðàìåòðû, ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì, êîòîðûå íåëüçÿ

èëè ñëîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè.

Ìíîãèå çàäà÷è àíàëèçà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ,

ðàçíîñòíûõ è äðóãèõ òèïîâ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F (x) = y, (1)

ãäå X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, F : X → Y � çàäàííîå îòîáðà-

æåíèå, x ∈ X � íåèçâåñòíîå, à y ∈ Y � ïàðàìåòð. Ïðè ýòîì äëÿ çàäàí-

íîãî x0 ∈ X òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ x óðàâíåíèÿ

(1) ïðè y, áëèçêèõ ê y0 = F (x0). Â ñëó÷àå, êîãäà X è Y � áàíàõîâû

ïðîñòðàíñòâà, à îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, èññëåäîâàíèå óðàâíå-

íèÿ (1) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Îíà

ãàðàíòèðóåò, ÷òî åñëè îïåðàòîð A := F ′(x0) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, òî

äëÿ âñåõ y, áëèçêèõ ê y0, óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå x = R(y), êî-

òîðîå íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0, è ïðè íåêîòîðîì

c > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖x0 −R(y)‖ ≤ c‖y − y0‖.
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Óðàâíåíèå (1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

A(x− x0) = y − y0 −∆(x− x0), (2)

ãäå ∆(x) = o(‖x‖). Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì y ìû ïðèõîäèì ê çà-

äà÷å î òî÷êå ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êîé ñîâ-

ïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé ψ, ϕ : X → Y íàçûâàåòñÿ òî÷êà x ∈ X òàêàÿ,

÷òî ψ(x) = ϕ(x). Ýòî ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ äàëåêèì ðàçâèòèåì ïîíÿòèÿ

íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïðè ýòîì âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàåò íåîá-

õîäèìîñòü èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) íå ïðîñòî â îêðåñòíîñòè òî÷êè

x0, à â íåêîòîðîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå C ⊂ X, x0 ∈ C. Â êà÷åñòâå

C ÷àñòî áåðóò âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ èëè, áîëåå îáùî, âûïóêëîå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òàêèå çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ,

ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå, òåîðèè îïòèìèçàöèè è ò.ä. Ïîýòîìó èññëåäî-

âàíèå âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ñîâïàäåíèÿ, îáóñëîâëåííîå, â ÷àñò-

íîñòè, óðàâíåíèåì (2), åñòåñòâåííî ïðîâîäèòü â ñëó÷àå, êîãäà X è Y

ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, äàæå åñëè èñõîäíîå îòîáðàæå-

íèå áûëî îïðåäåëåíî â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â óðàâíåíèè (1)

îòîáðàæåíèå F òàêæå ìîæåò çàâèñåòü îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà. Ïîýòî-

ìó âàæíûì è àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå íå ïðîñòî òî÷êè ñîâïàäå-

íèÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, à òî÷êè ñîâïàäåíèÿ, êàê ôóíêöèè,

íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò ýòîãî ïàðàìåòðà.

Òåîðèÿ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ àêòèâíî ðàçâèâàëàñü â ïîñëåäíåå äåñÿòèëå-

òèå, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû [1], â êîòîðîé â åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ áûëî

äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê ñîâïàäåíèÿ íàêðûâàþùåãî è ëèïøèöåâî-

ãî îòîáðàæåíèé. Äàëåå èññëåäîâàíèÿ èç [1] áûëè ïðîäîëæåíû âî ìíîãèõ

[1]Àðóòþíîâ À.Â. Íàêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è íåïîäâèæíûå òî÷-
êè // ÄAH. 2007. Ò. 416, � 2. Ñ. 151�155.
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ðàáîòàõ[2][3][4][5] è äð. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëèñü êàê îäíîçíà÷íûå, òàê

è ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, ãäå ïîä òî÷êîé ñîâïàäåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé Ψ è Φ ïîíèìàåòñÿ òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî Ψ(x) ∩ Φ(x) 6= ∅.
Òåîðèÿ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé ìàòåìàòè-

÷åñêèé èíòåðåñ è èìååò ïðèëîæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû èç [1] è áëèçêèå óòâåð-

æäåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìû 1 è 2 â [2] , òåîðåìó 4.25[6] è äð.) ÿâëÿ-

þòñÿ íå ïðîñòî îáîáùåíèåì òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè íà óðàâíåíèÿ

â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, íî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíñòðóìåíò èñ-

ñëåäîâàíèÿ çàäà÷ àíàëèçà, òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, òåîðèè óïðàâ-

ëåíèÿ, è òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàêðû-

âàþùèå îòîáðàæåíèÿ, òåîðåìû î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ, òåîðåìû î âîçìó-

ùåíèè íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé ïðèìåíÿëèñü ïðè èññëåäîâàíèè ýêñ-

òðåìàëüíûõ çàäà÷ [6][7]; äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿå-

ìûõ ñèñòåì, äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, íåÿâíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, âîëüòåððîâûõ èíòåãðàëüíûõ è àáñòðàêòíûõ óðàâíåíèé [5]

[8] [9]; äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ öåí â íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëÿõ ðûíêà[10] [11] è ò.ä.

[2]Arutyunov A., Avakov E., Gel`man B., Dmitruk A., Obukhovskii V. Locally covering maps in metric
spaces and coincidence points // J. �xed Points Theory and Appl. 2009. V. 5, � 1. P. 105-127.

[3]Dontchev A.L., Frankowska, H. Lyusternik-Graves theorem and Fixed points // Proc. of Amer. Math.
Soc. 2011. V. 139, Iss. 2. P. 521�534.

[4]Àâàêîâ Å.Ð., Àðóòþíîâ À.Â., Æóêîâñêèé Å.Ñ. Íàêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ ê
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, íå ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé // Äèôô. óðàâíåíèÿ.
2009. Ò. 5. Ñ. 613-634.

[5]Ôîìåíêî Ò.Í., Ê çàäà÷å êàñêàäíîãî ïîèñêà ìíîæåñòâà ñîâïàäåíèé íàáîðà ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé // Ìàòåì. çàìåòêè. 2009. Ò. 86, � 2. Ñ. 304�309

[6]Mordukhovich B.S. Variational Analysis and Generalized Di�erentiation. V. 1. Springer. 2005.
[7]A.Uderzo, Exact penalty functions and calmness for mathematical programming under nonlinear

perturbations, Nonlin. Anal.: T.M.A., 2010, V.73, Iss.6, P. 1596�1609.
[8]Arutyunov A.V., Zhukovskiy S.E., Existence of local solutions in constrained dynamic systems,

Applicable Analysis, 2011, Vol. 90, Iss. 6, pp. 889 -898.
[9]Arutyunov A.V., Zhukovskiy E.S, Zhukovskiy S.E. Covering mappings and well-posedness of nonlinear

Volterra equations // Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Applications. 2011. V. 75, � 3. P. 1026-
1044.
[10]Àðóòþíîâ À.Â., Æóêîâñêèé Ñ.Å. Ïàâëîâà Í. Ã. Ðàâíîâåñíûå öåíû, êàê òî÷êà ñîâïàäåíèÿ äâóõ
îòîáðàæåíèé // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2013. Ò. 53, � 2. Ñ. 55�67.
[11]Àðóòþíîâ À.Â., Ïàâëîâà Í.Ã., Øàíàíèí À.À. Ðàâíîâåñíûå öåíû â îäíîé ìîäåëè ýêîíîìè÷å-
ñêîãî ðàâíîâåñèÿ // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. 2016. Ò. 28, � 3. Ñ. 3�22.
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Èññëåäîâàíèå ìíîãèõ çàäà÷ àíàëèçà, â òîì ÷èñëå íåêîòîðûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâî-

äèò ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ[12]

[13]. Â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ òðàäèöèîííî èñïîëüçó-

þòñÿ êëàññè÷åñêèå òåîðåìû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ìîíîòîííûõ îòîáðà-

æåíèé òàêèå, êàê òåîðåìû Êíàñòåðà-Òàðñêîãî, Òàðñêîãî-Êàíòîðîâè÷à[14]

è äð. Ýòèì îáóñëîâëåíà àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ

îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â êëàññè÷åñêèõ òåîðåìàõ îá îáðàòíîé ôóíêöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â

óðàâíåíèè (1) òî÷êà x0 íîðìàëüíà, ò.å. ëèíåéíûé îïåðàòîð F ′(x0) ÿâëÿ-

åòñÿ ñþðúåêòèâíûì. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâà-

íèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ è îáðàòíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè àíîð-

ìàëüíîé òî÷êè. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì îá îáðàòíîé è íåÿâíîé ôóíê-

öèè èçâåñòíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé óæå â òåðìèíàõ ïåðâîé

è âòîðîé ïðîèçâîäíîé [15] [16] [17] [18]. Ïîäðîáíûé îáçîð ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåí â [18] .

Íàèáîëåå õàðàêòåðíûé ñëó÷àé àíîðìàëüíîé òî÷êè � êîãäà F ′(x0) = 0.

Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé âèäà Q(x) +

∆(x) = y, ãäå Q = 1
2F
′′(x0) � êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå, à ∆(x) =

o(‖x‖2). Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ êâàäðà-

òè÷íûõ îòîáðàæåíèé. Êâàäðàòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì

[12]Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À. Ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ì.: Ãîñ. èçä. ôèç.-ìàò.
ëèò. 1962.
[13]Kantorovitch L., The method of successive approximations for functional equations // Acta Math.
1939. V. 71. P. 63�97.
[14]Granas A., Dugundji D. Fixed Point Theory. Springer-Verlag. New York. 2003.
[15]Àâàêîâ Å.Ð.. Òåîðåìû îá îöåíêàõ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ // Ìàòåì. çàìåòêè.
1990. Ò. 47, � 5. Ñ. 3�13.
[16]Èçìàèëîâ À.Ô. Óñòîé÷èâûå îñîáûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì
// ÆÂÌèÌÔ. 1999. Ò. 39, � 5. Ñ. 707�717.
[17]Èçìàèëîâ À.Ô. Òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ñåìåéñòâ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé è òåîðåìû î íåÿâ-
íîé ôóíêöèè // Ìàò. çàìåòêè. 2000. Ò. 67, � 1. Ñ. 57�68.
[18]Àðóòþíîâ À.Â. Ãëàäêèå àíîðìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ýêñòðåìóìà è àíàëèçà // ÓÌÍ. 2012. Ò.
67. � 3. Ñ. 3�62.
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èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ ðàáîò [19] [20] [21]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çàäà÷è,

îïðåäåëÿåìûå êâàäðàòè÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè âîçíèêàþò íå òîëüêî â

àíàëèçå (ñì. [18] ), íî è â ïðèëîæåíèÿõ, è, â ÷àñòíîñòè, â òåîðåòè÷åñêîé

ìåõàíèêå ïðè èññëåäîâàíèè øàðíèðíûõ óñòðîéñòâ[22] [23] [24].

Ñêàçàííîå äåìîíñòðèðóåò àêòóàëüíîñòü è âàæíîñòü èññëåäîâàíèÿ çà-

äà÷ î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ, íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé è ïîðîæäåííûõ

èìè óðàâíåíèé, à òàêæå óðàâíåíèé, â êîòîðûõ óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè â

çàäàííîé òî÷êå íàðóøàþòñÿ, è, â ÷àñòíîñòè, êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ýòèõ çàäà÷ è ðàçðàáîòêå ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ðàç-

ëè÷íûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé â ìåòðè÷åñêèõ, íîðìèðîâàííûõ è ÷à-

ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êàê óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàçëè÷íûì

óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè, òàê è óðàâ-

íåíèé, â êîòîðûõ òàêèå óñëîâèÿ íàðóøàþòñÿ, à òàêæå ðàçðàáîòêà ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

Â òåðìèíàõ íàêðûâàíèÿ îòîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ ïîëó-

÷èòü óòâåðæäåíèÿ î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ êàê îäíîçíà÷íûõ, òàê è ìíîãî-

çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ëîêàëüíûå òåîðåìû ñ ðàâíîìåðíûìè â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè

îöåíêàìè ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà òî÷åê ñîâïàäåíèÿ. Ïîëó-

÷èòü óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè è íååäèíñòâåííîñòè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ

[19]Àãðà÷åâ À.À. Êâàäðàòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ // Èòîãè íàóêè
è òåõí. Ñåð. Ïðîáë. ãåîì. 1988. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ Ò. 20. Ñ. 111�205.
[20]Àãðà÷åâ À.À., Ãàìêðåëèäçå Ð.Â. Êâàäðàòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ è ãëàäêèå âåêòîð-ôóíêöèè: ýé-
ëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâ óðîâíÿ // Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàò. Íîâ.
äîñòèæ. 1989. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ. Ò. 35. Ñ. 179�239.
[21]Ìàòâååâ À.Ñ. Î âûïóêëîñòè îáðàçîâ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé // Àëãåáðà è àíàëèç. 1998.
Ò. 10, �. 2. Ñ. 159�196.
[22]Êîâàëeâ Ì.Ä. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ øàðíèðíûõ óñòðîéñòâ // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 1994. Ò.
58, N 1. C. 45�70.
[23]Êîâàëeâ Ì.Ä. Êâàäðàòè÷íûå è ðû÷àæíûå îòîáðàæåíèÿ // Òð. ÌÈÀÍ. 2002. Ò. 239. Ñ. 195�214.
[24]Êîâàëeâ Ì.Ä. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðû÷àæíûõ îòîáðàæåíèé // Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì.
2006. Ò. 12, N 1. Ñ. 129�142.
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îòîáðàæåíèé â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèé àáñòðàêòíûõ âêëþ÷åíèé â òåðìèíàõ íàêðûâàþùèõ

îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ è ïñåâäîëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ. Ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåò-

ðà òî÷êè ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé è ðåøåíèé âêëþ÷åíèé â ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ. Êàê äëÿ îäíîçíà÷íûõ, òàê è äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðà-

æåíèé, äåéñòâóþùèõ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîëó-

÷èòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé. Èñ-

ñëåäîâàòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà òî÷åê ñîâïàäåíèÿ. Èññëåäîâàòü óñòîé÷è-

âóþ ñþðúåêòèâíîñòü âåùåñòâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ïîëó-

÷èòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñþðúåêòèâíûå êâàäðàòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ

èìåþò íåòðèâèàëüíûå íóëè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòà-

öèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò èñïîëüçîâàòü-

ñÿ ïðè èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ àáñòðàêòíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé,

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé, óïðàâëÿå-

ìûõ ñèñòåì, çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ îãðà-

íè÷åíèÿìè è íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìèêè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ìà-

òåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, âûïóêëîãî àíàëèçà, òåîðèè

ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèè, àëãåáðû, òåî-

ðèè ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé è òåîðèè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ïðîñòðàíñòâ. Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ òî-

÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé, îñíîâàííûå íà èäåå äèñêðåòíîé ãî-

ìîòîïèè, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé, îñíîâàííûå

íà òåîðèè ñòåïåíè îòîáðàæåíèé.
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäó-

þùèå ðåçóëüòàòû.

1. Â òåðìèíàõ íàêðûâàíèÿ îòîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ ïîëó-

÷åíû óòâåðæäåíèÿ î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ è, â ÷àñòíîñòè, ëîêàëüíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ñîâ-

ïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-

òàòîâ îò èçâåñòíûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîêàçàííûå îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò

òî÷êè äî ìíîæåñòâà òî÷åê ñîâïàäåíèÿ ðàâíîìåðíû â îêðåñòíîñòè çàäàí-

íîé òî÷êè. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííî-

ñòè è íååäèíñòâåííîñòè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé â íîðìè-

ðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âñå óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû êàê äëÿ

îáû÷íûõ, òàê è äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

2. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé àáñòðàêò-

íûõ âêëþ÷åíèé âèäà y ∈ Υ(x, x), ãäå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Υ ÿâ-

ëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è

ïñåâäîëèïøèöåâûì ïî âòîðîìó. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò çàäàí-

íîé òî÷êè äî ìíîæåñòâà ðåøåíèé âêëþ÷åíèé. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå

è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè è íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ àá-

ñòðàêòíûõ âêëþ÷åíèé.

3. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò ïà-

ðàìåòðà òî÷êè ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç îäíîãî

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷å-

íû äëÿ àáñòðàêòíûõ âêëþ÷åíèé. Âñå óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû

êàê äëÿ îáû÷íûõ, òàê è äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

4. Ââåäåíî ïîíÿòèå íàêðûâàåìîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé ÷àñòè÷íî óïîðÿ-

äî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç îäíîãî ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. Ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷åê ñîâïà-

äåíèÿ. Âûâåäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíîé òî÷êè âî ìíîæå-
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ñòâå òî÷åê ñîâïàäåíèÿ.

5. Ââåäåíî ïîíÿòèå íàêðûâàíèÿ äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, äåé-

ñòâóþùèõ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òåîðåìû î ñóùå-

ñòâîâàíèè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè òàêæå äîêàçàíû

äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

6. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ñþðúåêòèâíûõ âåùåñòâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ

îòîáðàæåíèé. Ïðèâåäåí ïðèìåð ñþðúåêòèâíîãî êâàäðàòè÷íîãî îòîáðà-

æåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùèõñÿ ê íåìó

íåñþðúåêòèâíûõ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ ñþðúåêòèâíîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå óñòîé÷èâî

ñþðúåêòèâíî, ò.å. ëþáîå áëèçêîå ê íåìó êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå ñþðú-

åêòèâíî. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå

èç R3 â R3, óñòîé÷èâî ñþðúåêòèâíî. Ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâî-

âàíèè îáðàòíîé ôóíêöèè äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ,

ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ðàâíà íóëþ. Äî-

êàçàíî, ÷òî ëþáîå ñþðúåêòèâíîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþ-

ùåå èç Rn â R3, ïðè n ≥ 5 èìååò íåòðèâèàëüíûé íóëü.

7. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ äîêàçàííûõ òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè ðå-

øåíèÿ àáñòðàêòíûõ âêëþ÷åíèé ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëü-

íî ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðåì î

òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåêòî-

ðà ðàâíîâåñíûõ öåí äëÿ îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî

ðàâíîâåñèÿ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû

èìåþò ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè çàñëóøèâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà çàñåäàíèÿõ

ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ:
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• ñåìèíàð ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ÌÃÓ èì.

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Êàøèíà Á.Ñ., àêàäåìèêà

Êîíÿãèíà Ñ.Â., ïðîôåññîðà Ãîëóáîâà Á.È., ïðîôåññîðà Äüÿ÷åíêî Ì.È.;

• ñåìèíàð êàôåäðû îáùèõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíî-

ñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.Ì. Òèõîìèðîâà, ïðîôåññîðà À.Â.

Ôóðñèêîâà, ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà Çåëèêèíà Ì.È., ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà

Ïðîòàñîâà Â.Þ.;

• ñåìèíàð êàôåäðû íåëèíåéíîãî àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ÐÓÄÍ ïîä ðó-

êîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Àðóòþíîâà À.Â. è ïðîôåññîðà Áóðåíêîâà Â.È.;

• ñåìèíàð �Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðà Ìèùåíêî À.Ñ. è ïðîôåññîðà Ìàíóéëîâà Â.Ì.;

• ñåìèíàð ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó àíàëèçó èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.

Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (Íîâîñèáèðñê) ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Âîäî-

ïüÿíîâà Ñ.Ê.;

• ñåìèíàð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî-

ôåññîðà Ïîëîâèíêèíà Å.Ñ.

• ìåæêàôåäðàëüíûé ñåìèíàð ÌÔÒÈ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå ïîä ðó-

êîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ðàéãîðîäñêîãî À.Ì., ïðîôåññîðà Êàðàñ¼âà Ð.Í.,

ïðîôåññîðà Âÿëîãî Ì.Í.;

• ñåìèíàð ïî òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è åå

ïðèëîæåíèÿì ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (Ñåìèíàð Íèêîëüñêî-

ãî) ÌÈÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà Áåñîâà Î.Â.;

• ñåìèíàð �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ� ÌÃÓ

èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Äàâûäîâà À.À. è

ïðîôåññîðà Ñòåïèíà À.Ì.;

• ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ñàáèòîâà È.Õ., ÌÃÓ èì. Ì.Â.

Ëîìîíîñîâà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Êîíñòðóêòèâíûé íåãëàäêèé àíàëèç è
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ñìåæíûå âîïðîñû�, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè ïðîôåññîðà Â.Ô. Äåìüÿíîâà

(22�27 ìàÿ 2017 ã., Ìåæäóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ëåî-

íàðäà Ýéëåðà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã);

• XIII Ìåæäóíàðîäíàÿ Êàçàíñêàÿ ëåòíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Òåîðèÿ

ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû� (Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæ-

ñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 21 � 27 àâãóñòà 2017);

• International Workshop on Nonlinear Analysis and Optimization 60th

anniversary of Aram Arutyunov (University of Porto, April 19�21, 2017);

• Âîðîíåæñêàÿ Âåñåííÿÿ Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòî-

äû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷¿ Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XXVIII (Âîðîíåæ,

3 � 9 ìàÿ, 2017);

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì è

òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, ïîñâÿùåííàÿ 110-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäå-

íèÿ àêàäåìèêà Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî (25�29 ìàÿ 2015 ã., ÌÈÀÍ, ã. Ìîñêâà)

• The 13th European Control Conference (ECC 2014) (June 24�27, 2014,

Strasbourg, France);

• The 11th Portuguese Conference on Automatic Control � CONTROLO

2014, Porto, Portugal, July 21th to 23th, 2014.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëè-

êîâàíû â 27 ðàáîòàõ â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ. Èç íèõ 24

ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ ðåôåðàòèâíûìè áà-

çàìè äàííûõ "Scopus" èëè "Web of Science". Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè è ïîëîæåíèÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó îòðàæàþò ëè÷íûé âêëàä

ñîèñêàòåëÿ â åãî ñòàòüÿõ, à òàêæå â ñîâìåñòíûõ ñòàòüÿõ ñ ñîàâòîðàìè,

è ïîëó÷åíû ñîèñêàòåëåì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ

â ðàáîòàõ ñ ñîàâòîðàìè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì (ñì. ñòð. 30�31, ñïè-

ñîê ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè): 2) � äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü

àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ, ïîðîæäåííîãî íàêðûâàþùèì è ëèïøèöåâûì

îòîáðàæåíèÿìè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ; 5), 9), 18), 23), 24) � ââåäå-
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íî ïîíÿòèå óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, äîêàçàíî ñóùå-

ñòâîâàíèå òî÷êè ñîâïàäåíèÿ óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùåãî è ìîíîòîííîãî

îòîáðàæåíèÿ, äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ óðàâíåíèé â ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ;

ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òàêæå äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé; 6) � äî-

êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ íóëåé äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà ïî-

ëîæèòåëüíî îäíîðîäíûõ îòîáðàæåíèé; 7) � ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷-

íûõ îïðåäåëåíèé ëèïøèöåâîñòè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé; 11), 12) �

ïðèâåäåí ïðèìåð ñþðúåêòèâíîãî íî íå óñòîé÷èâî ñþðúåêòèâíîãî êâàäðà-

òè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, ïðèìåð êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ïðè

êóáè÷åñêîì âîçìóùåíèè íå èìååò îáðàòíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íó-

ëÿ, ââåäåíî ïîíÿòèå ïðîåêòèâíîé ñòåïåíè êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ è

â åå òåðìèíàõ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîé ñþðúåêòèâíî-

ñòè, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ó âîçìóùåí-

íîãî êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, äîêàçàíà óñòîé÷èâàÿ ñþðúåêòèâíîñòü

êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç R3 â R3, äîêàçàíî ñóùå-

ñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ ó ñþðúåêòèâíûõ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðà-

æåíèé, äåéñòâóþùèõ èç Rn â R3 ïðè n ≥ 5; 14), 21) � äîêàçàíà ëîêàëü-

íàÿ òåîðåìà î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ ñ ðàâíîìåðíîé îöåíêîé ðàññòîÿíèÿ äî

ìíîæåñòâà òî÷åê ñîâïàäåíèÿ, ïîëó÷åíà îöåíêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâó-

ìÿ ìíîæåñòâàìè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ; 15) � äîêàçàíà íàêðûâàåìîñòü ìíî-

ãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîðîæäåííîãî âûïóêëûìè íåðàâåíñòâàìè; 16),

20) � äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà òî÷åê ñîâïàäåíèÿ

äâóõ îòîáðàæåíèé è ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, 17)

� äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê ñîâïàäåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

â îáîáùåííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, 19) � äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü

âêëþ÷åíèÿ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è ðàçðåøèìîñòü íåÿâíîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ; 25) � äîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü êîìïàêòíûõ

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ; 26) � äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèè
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ðàâíîâåñíûõ öåí â îäíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè;

27) � äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è

ðàçðåøèìîñòü íåÿâíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ

ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 206

ñòðàíèö.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé

îáçîð ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé ïðè

ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðåãóëÿðíîñòè, èçëàãàåòñÿ ìîòèâàöèÿ èññëå-

äîâàíèÿ, îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ

îòîáðàæåíèé è ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è

çàäà÷à î ðàçðåøèìîñòè âêëþ÷åíèé â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â �1.1 äàíû ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ íàêðûâàþùåãî îòîáðà-

æåíèÿ, îïðåäåëåíèå ïñåâäîëèïøèöåâîãî îòîáðàæåíèÿ, èññëåäîâàíû ýëå-

ìåíòàðíûå ñâîéñòâà è ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêèõ îòîáðàæåíèé. Ïðèâå-

äåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç �1.1, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëî-

æåíèÿ.

Ïóñòü (X, ρX), (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, çàäàíî ÷èñëî

α > 0, ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Ψ,Φ : X ⇒ Y (ìíîãîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ êàæäîé òî÷êå x ∈ X ñòàâèò â ñîîò-

âåòñòâèå íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y ), ìíîæåñòâà

U ⊂ X è V ⊂ Y. ×åðåç BX(x, r) áóäåì îáîçíà÷àòü çàìêíóòûé øàð â X

ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ X ðàäèóñà r ∈ [0,+∞]. Ïîëîæèì

BY (V, r) :=
⋃
v∈V

BY (v, r), r ≥ 0.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ íàçûâàåòñÿ α -íàêðûâàþùèì îòíîñèòåëü-

íî ìíîæåñòâ U è V, åñëè

BX(x, r) ⊂ U ⇒ BY (Ψ(x), αr) ∩ V ⊂ Ψ(BX(x, r)).
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Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ íàçûâàåòñÿ α -íàêðûâàþùèì, åñëè îíî

ÿâëÿåòñÿ α -íàêðûâàþùèì îòíîñèòåëüíî X è Y.

Çàäàäèì â X × Y ìåòðèêó ïî ôîðìóëå

ρ((x, y), (u, v)) := max{ρX(x, u), ρY (y, v)} ∀ (x, y), (u, v) ∈ X × Y.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâ U è V, åñëè ìíîæåñòâî gph(Ψ)∩(U×V ) çàìêíóòî â X×Y.
Çäåñü gph(Ψ) � ãðàôèê ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Ψ.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ ïñåâäîëèïøèöåâûì ñ êîí-

ñòàíòîé Ëèïøèöà β ≥ 0 îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ U è V, åñëè

Φ(u) ∩ V ⊆ BY (Φ(x), βρX(x, u)) ∀x, u ∈ U.

Â �1.2.1 ðàññìîòðåíà çàäà÷à î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-

ðàæåíèé. Äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé Ψ,Φ : X ⇒ Y òî÷êîé ñîâïà-

äåíèÿ íàçûâàåòñÿ òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî

Ψ(x) ∩ Φ(x) 6= ∅. (3)

Ìíîæåñòâî òî÷åê ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé Ψ è Φ îáîçíà÷èì ÷åðåç

coin(Ψ,Φ). Ïîëîæèì Γ(Ψ,Φ) := gph(Ψ) ∩ gph(Φ).

Ïóñòü çàäàíû R1, R2 ∈ [0,+∞], òî÷êà x0 ∈ X, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
D0 ⊂ Ψ(x0), ÷èñëà α > 0, β ≥ 0. Ïîëîæèì

U := BX(x0, R1), V := BY (D0, αR2), R̃ := min{R1, R2}.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò �1.2.1 ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ðàâíîìåðíîé îöåíêè

ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè äî ìíîæåñòâà òî÷åê ñîâïàäåíèÿ îòîáðà-

æåíèé Ψ è Φ. Ñôîðìóëèðóåì åãî.

×åðåç distY îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè ïðîñòðàí-

ñòâà Y. Ïîëîæèì d(x) := distY (Ψ(x),Φ(x)∩BY (D0, (α−β)R2)), x ∈ X,

R := min

{
(α− β)R̃− d(x0)

2(α− β)
,

(α− β)R2 − distY (Φ(x0), D0)

β

}
.
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Òåîðåìà 1.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ψ ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì è α -íàêðûâàþùèì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ U è V, îòîáðàæå-
íèå Φ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîëèïøèöåâûì ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà β < α
îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ U è V, õîòÿ áû îäèí èç ãðàôèêîâ gph(Ψ)
èëè gph(Φ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè

d(x0) < (α− β)R1, distY (Φ(x0), D0) < (α− β)R2,

òî coin(Ψ,Φ) 6= ∅ è distX(x, coin(Ψ,Φ)) ≤ d(x)

α− β
< +∞ äëÿ âñåõ x èç

îòêðûòîé R -îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Òåîðåìà 1.9 íå òîëüêî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîé îöåí-

êè äî ìíîæåñòâà òî÷åê ñîâïàäåíèÿ, íî è ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê ñîâïàäåíèÿ

â ïðåäïîëîæåíèÿõ áîëåå ñëàáûõ, ÷åì ïðåäïîëîæåíèÿ èç [2].

Â �1.2.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàçðåøèìîñòè âêëþ÷åíèÿ

y ∈ Υ(x, x), (4)

ãäå y ∈ Y � çàäàííàÿ òî÷êà, Υ : X ×X ⇒ Y � çàäàííîå ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò �1.2.2 ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè äîñòàòî÷-

íûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè âêëþ÷åíèÿ (4). Ñôîðìóëèðóåì åãî.

Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà α > 0, β ≥ 0, R ∈ [0,+∞] è òî÷êè u0 ∈ X,

y0 ∈ Υ(u0, u0). Ïîëîæèì U := BX(u0, R).

Òåîðåìà 1.22. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x2 ∈ U îòîáðàæåíèå
Υ(·, x2) ÿâëÿåòñÿ α -íàêðûâàþùèì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ U è {y};
äëÿ ëþáîãî x1 ∈ U îòîáðàæåíèå Υ(x1, ·) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîëèïøèöåâûì
ñ êîíñòàíòîé β îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ U è {y}; øàð U ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è îòîáðàæåíèå Υ çàìêíóòî.

Òîãäà åñëè β < α è ρY (y0, y) ≤ (α− β)R, òî

∃ξ ∈ U : y ∈ Υ(ξ, ξ), ρX(ξ, u0) ≤
ρY (y0, y)

α− β
.

Â ñëó÷àå, åñëè Υ ÿâëÿåòñÿ �îäíîçíà÷íûì� îòîáðàæåíèåì, âêëþ÷åíèå

(4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå âèäà y = Υ(x, x). Óñëîâèÿ ðàçðåøè-
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ìîñòè òàêèõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ íàêðûâàþùèõ è ëèïøèöåâûõ îòîá-

ðàæåíèé áûëè äîêàçàíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [4]. Â íåé ïîëó÷åíû óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðè âñåõ y, áëèçêèõ ê çàäàííîìó. Â �1.2.2 ïîëó-

÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (4) ëèøü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî y ∈ Y,
÷òî ïîçâîëèëî îñëàáèòü ïðåäïîëîæåíèÿ íà îòîáðàæåíèå Υ.

Â �1.3 èññëåäîâàí âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè è íååäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ çàäà÷è î òî÷êå ñîâïàäåíèÿ (3) è âêëþ÷åíèÿ (4) â ñëó÷àå, êîãäà X �

âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñôîðìóëèðóåì

îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà.

Ïóñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæå-

ñòâîì íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (L, ‖·‖) , à ìåòðèêà â X îïðåäåëåíà

êàê ρX(x, u) ≡ ‖x− u‖. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà α > 0 è β ≥ 0 .

Òåîðåìà 1.25. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ :
X ⇒ Y ÿâëÿåòñÿ α -íàêðûâàþùèì è çàìêíóòûì, ìíîãîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå Φ : X ⇒ Y ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì ñ êîíñòàíòîé β < α, è
õîòÿ áû îäèí èç ãðàôèêîâ gph(Ψ) èëè gph(Φ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Åñëè

∃ ξ∗ ∈ coin(Ψ,Φ), ∃x ∈ X : x 6= ξ∗, Ψ(x) ∩ Φ(ξ∗) 6= ∅, (5)

òî äëÿ ëþáûõ y ∈ Ψ(x) ∩ Φ(ξ∗) è ε > 0 ñóùåñòâóåò òî÷êà (ξ, η) ∈
Γ(Ψ,Φ) òàêàÿ, ÷òî ξ 6= ξ∗ è

‖ξ − x‖ ≤ β

α− β
‖ξ∗ − x‖+ ε, ‖ξ − ξ∗‖ ≥

α− β
α
‖ξ∗ − x‖ − ε,

ρY (η, y) ≤ αβ

α− β
‖ξ∗ − x‖+ ε.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà â �1.3 ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè òî÷êè ñîâïàäåíèÿ íàêðûâàþùåãî è ëèï-

øèöåâîãî îòîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà Y = X, è ìíîæåñòâî

X çàìêíóòî, ïðîñòðàíñòâî L ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì è Ψ(x) ≡ {x}, ïî-
ëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé 7 èç[25]. Ñëó÷àé, êîãäà ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì
[25]Saint Raymond J. Multivalued contractions // Set-Valued Anal. 1994. V. 2, �. 4. P. 559�571.
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íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà, áûë ðàññìîòðåí â[26]. Òàì áûëî ïîêàçàíî,

÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.25 âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè äîïîëíèòåëüíîì

ïðåäïîëîæåíèè 2β < α, êîòîðîå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îñëàáèòü

íåëüçÿ.

Ïðèâåäåì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èç �1.3 äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4).

Òåîðåìà 1.34. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïîëíî, îòîáðàæåíèå Υ çà-
ìêíóòî, äëÿ ëþáîãî x ∈ X îòîáðàæåíèå Υ(·, x) ÿâëÿåòñÿ α -íàêðû-
âàþùèì, îòîáðàæåíèå Υ(x, ·) ÿâëÿåòñÿ β -ëèïøèöåâûì, è β < α .
Ïóñòü ξ∗ ∈ X � ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (4), ò.å. y ∈ Υ(ξ∗, ξ∗). Åñëè

∃x ∈ X : x 6= ξ∗, y ∈ Υ(x, ξ∗),

òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ξ 6= ξ∗ òàêîå, ÷òî y ∈ Υ(ξ, ξ) è

‖ξ − x‖ ≤ β

α− β
‖ξ∗ − x‖+ ε, ‖ξ − ξ∗‖ ≥

α− β
α
‖ξ∗ − x‖ − ε.

Â �1.4 ðàññìîòðåíà çàäà÷à î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè òî÷åê ñîâïà-

äåíèÿ îò ïàðàìåòðà. Äëÿ ýòîãî ââåäåíî ïîíÿòèå ñèëüíî íàêðûâàþùåãî

îòîáðàæåíèÿ. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëå-

íèå, ïðîêîììåíòèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî Ψ : X ⇒ Y ÿâëÿåòñÿ α -íàêðûâàþùèì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå χ : gph(Ψ)× Y → X òàêîå, ÷òî

• y ∈ Ψ(χ(x∗, y∗, y)) ∀ (x∗, y∗) ∈ gph(Ψ), ∀ y ∈ Y ;

• ρX
(
x∗, χ(x∗, y∗, y)

)
≤ α−1ρY (y∗, y) ∀ (x∗, y∗) ∈ gph(Ψ), ∀ y ∈ Y.

Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå Ψ ÿâëÿåòñÿ íà-

êðûâàþùèì, òî îòîáðàæåíèå χ, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì ñâîéñòâàì, ìî-

æåò áûòü íååäèíñòâåííûì. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè

äëÿ çàäàííîãî α -íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ Ψ âûáðàòü îòîáðàæåíèå

χ íåïðåðûâíûì èëè õîòÿ áû íåïðåðûâíûì ïî ïåðåìåííîé y ? Èçâåñòåí

[26]Àðóòþíîâ À.Â., Ãåëüìàí Á.Ä. Î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà òî÷åê ñîâïàäåíèÿ // Ìàò. ñáîðíèê. 2015.
Ò. 206, � 3. Ñ. 35�56.
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ïðèìåð[27], ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Ψ, äëÿ êîòîðî-

ãî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè χ ðàçðûâíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì âûäåëèòü êëàññ îòîáðàæåíèé Ψ, äëÿ êîòîðûõ

óêàçàííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå χ(·) âêëþ÷åíèÿ y ∈ Ψ(x) ñóùåñòâóåò.

Ïðè ýòîì ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, à èìåííî, êîãäà îòîá-

ðàæåíèå Ψ : X×Σ ⇒ Y çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ x, σ, ãäå ýëåìåíò σ

òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Σ èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà, à íàêðûâàíèå

ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ìíîæåñòâ U ⊂ X, V ⊂ Y.

Ïîëîæèì ΠΣ := {(x∗, σ, y∗, y) ∈ gph(Ψ) × V : BX(x∗, α−1ρY (y∗, y)) ⊂
U}. Îòîáðàæåíèå Ψ : X × Σ ⇒ Y íàçîâåì ñèëüíî α -íàêðûâàþùèì

(ïî x ) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ U è V, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå χ : ΠΣ → U òàêîå, ÷òî

• y ∈ Ψ(χ(x∗, σ, y∗, y), σ) ∀ (x∗, σ, y∗, y);

• ρX
(
x∗, χ(x∗, σ, y∗, y)

)
≤ α−1ρY (y∗, y) ∀ (x∗, σ, y∗, y).

Îòîáðàæåíèå Φ:X×Σ ⇒ Y íàçîâåì ñèëüíî β-ëèïøèöåâûì (ïî x), åñëè

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ :gph(Φ)×X → Y òàêîå, ÷òî

• ϕ(x∗, σ, z∗, x) ∈ Φ(x, σ) ∀ (x∗, σ, z∗, x);

• ρX
(
z∗, ϕ(x∗, σ, z∗, x)

)
≤ βρY (x∗, x) ∀ (x∗, σ, z∗, x).

Â �1.4.1 äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè

òî÷êè ñîâïàäåíèÿ îò ïàðàìåòðà. Ïóñòü çàäàíû r0 ∈ [0,∞], δ ∈ [0, r0],

ε ∈ [0, r0] è òî÷êè u0 ∈ X, v0 ∈ Y. Ïîëîæèì

U := BX(u0, r0), V := BY (v0, αr0),

G :=

{
(x∗, σ, y∗, z∗) ∈ BX(u0, δ)× Σ×BY (v0, αε)× Y :

[27]Àðóòþíîâ À.Â., Æóêîâñêèé Ñ.Å. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé è èõ ñâîéñòâà // Òð.
Ìàò. Èíñò. èì. Â.À. Ñòåêëîâà, 271 (2010), 12-22.
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y∗ ∈ Ψ(x∗, σ), z∗ ∈ Φ(x∗, σ), ρY (y∗, z∗) ≤ (α−β) min{r0− ε, r0− δ}
}
.

Òåîðåìà 1.36. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ψ : X × Σ ⇒ Y
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî α -íàêðûâàþùèì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ U è V,
à îòîáðàæåíèå Ψ(·, σ) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî U è V ïðè ëþáîì
σ ∈ Σ ; îòîáðàæåíèå Φ : U ×Σ ⇒ Y ñèëüíî β -ëèïøèöåâî, β < α; ïðè
ëþáîì σ ∈ Σ õîòÿ áû îäèí èç ãðàôèêîâ gph(Ψ(·, σ)) èëè gph(Φ(·, σ))
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ξ : G→ X òàêàÿ, ÷òî

Ψ
(
ξ(g), σ

)
∩ Φ

(
ξ(g), σ

)
6= ∅, ρX

(
x∗, ξ(g)

)
≤ ρY (y∗, z∗)

α− β
äëÿ ëþáûõ g = (x∗, σ, y∗, z∗) ∈ G.

Â �1.4.2 äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ

âêëþ÷åíèÿ îò ïàðàìåòðà. Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå Υ : X ×X ⇒ Y.

Òåîðåìà 1.41. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x2 ∈ X îòîáðàæåíèå

Υ(·, x2) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî α -íàêðûâàþùèì, äëÿ ëþáîãî x1 ∈ X îòîáðà-

æåíèå Υ(x1, ·) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî β -ëèïøèöåâûì ñ êîíñòàíòîé β < α,

ïðîñòðàíñòâî X ïîëíî, ïðè ëþáîì σ ∈ Σ îòîáðàæåíèå Υ çàìêíóòî.

Òîãäà îòîáðàæåíèå Ψ : X ⇒ Y, Ψ(x) := Υ(x, x), x ∈ X, ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî (α− β) -íàêðûâàþùèì.

Òåîðåìà î ëèïøèöåâûõ âîçìóùåíèÿõ íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé[28]

ãëàñèò, ÷òî åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ïîëíî, Y ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, îòîáðàæåíèå ψ : X → Y ÿâëÿåòñÿ α -

íàêðûâàþùèì è íåïðåðûâíûì, à îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé β < α, òî îòîáðàæåíèå Ψ + Φ

ÿâëÿåòñÿ (α− β) -íàêðûâàþùèì.

Èç òåîðåìû 1.41 âûòåêàåò àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå î âîçìóùåíèè

ñèëüíî íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé: åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X

ïîëíî, Y ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, îòîáðàæåíèå ψ :

[28]Äìèòðóê À.Â., Ìèëþòèí À.À, Îñìîëîâñêèé Í.Ï. Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà è òåîðèÿ ýêñòðåìóìà
// ÓÌÍ. 1980. Ò. 35, � 6. Ñ. 11�46.
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X → Y ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî α -íàêðûâàþùèì è íåïðåðûâíûì, à îòîá-

ðàæåíèå ϕ : X → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé

β < α, òî îòîáðàæåíèå Ψ+Φ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (α−β) -íàêðûâàþùèì.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ îòîá-

ðàæåíèé â ñëó÷àå, êîãäà X è Y � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ïðîñòðàí-

ñòâà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîíöåïöèÿ íàêðûâàíèÿ ìîæåò áûòü òðàíñôîðìè-

ðîâàíà ïðèìåíèòåëüíî è ê îòîáðàæåíèÿì, äåéñòâóþùèì â ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèÿ

î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ íàêðûâàþùåãî è ìîíîòîííîãî îòîáðàæåíèé, âêëþ-

÷àþùèå â ñåáÿ â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ êëàññè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ

Ã. Áèðêãîôà, À. Òàðñêîãî, Á. Êíàñòåðà, Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à, Ð.Å. Ñìèòñî-

íà î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé [14] [29].

Â �2.1 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ ÷à-

ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Â �2.2.1 ââåäåíî ïîíÿòèå óïî-

ðÿäî÷åííîãî íàêðûâàíèÿ, â �2.2.2 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ òî÷êè ñîâïàäåíèÿ óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùåãî è ìîíîòîííî-

ãî îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü çàäàíû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ïðîñòðàíñòâà (X,�), (Y,�),

îòîáðàæåíèÿ ψ, ϕ : X → Y. Ïîëîæèì

OX(x) := {u ∈ X : u � x}, x ∈ X.

Îòîáðàæåíèå ψ : X → Y áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùèì

ìíîæåñòâî W ⊂ Y, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

OY

(
ψ(x)

)
∩W ⊂ ψ

(
OX(x)

)
.

Åñëè W = Y, òî óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùåå ìíîæåñòâî W îòîáðà-

æåíèå ψ áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùèì. Îòîáðàæåíèå ϕ

íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè ϕ(x1) � ϕ(x2) ∀x1, x2 ∈ X : x1 � x2.

[29]R.E. Smithson. Fixed points of order preserving multifunctions // Proc. Amer. Soc. 1971. 27, � 1.
P. 304-310.
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Äëÿ çàäàííûõ ìíîæåñòâ U ⊂ X è W ⊂ Y ÷åðåç S(ψ, ϕ, U,W ) îáî-

çíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ öåïåé S ⊂ X òàêèõ, ÷òî

S ⊂ U, ψ(S) ⊂ W, ψ(x) � ϕ(x) ∀x ∈ S,

ψ(x1) � ϕ(x2) ∀x1, x2 ∈ S : x1 ≺ x2.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x0 ∈ X, ÷òî ψ(x0) �
ϕ(x0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ìîíîòîííî, îòîáðàæåíèå
ψ óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàåò ìíîæåñòâî W = ϕ(OX(x0)), äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé öåïè S ∈ S(ψ, ϕ,OX(x0),W ) ñóùåñòâóåò íèæíÿÿ ãðàíèöà
u ∈ X öåïè S òàêàÿ, ÷òî ψ(u) � ϕ(u).

Òîãäà OX(x0)∩coin(ψ, ϕ) 6= ∅ è âî ìíîæåñòâå OX(x0)∩coin(ψ, ϕ) ñó-

ùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò (ò.å. òî÷êà ξ∗ ∈ OX(x0)∩ coin(ψ, ϕ)

òàêàÿ, ÷òî ξ 6≺ ξ∗ ∀ ξ ∈ OX(x0) ∩ coin(ψ, ϕ) ).

Òåîðåìà Êíàñòåðà-Òàðñêîãî [14] óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî

(X,�) óïîðÿäî÷åííî ïîëíî (ò.å. ëþáàÿ öåïü â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìååò

òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíèöó), îòîáðàæåíèå ϕ : X → X ìîíîòîííî è ñóùå-

ñòâóåò x0 ∈ X òàêîé, ÷òî x0 � ϕ(x0), òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê

îòîáðàæåíèÿ ϕ íåïóñòî, è â íåì ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ýòîò

ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.7 ïðè Y = X, ψ(x) ≡ x.

Íàðÿäó ñ òåîðåìîé 2.7 â �2.2.2 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà âî ìíîæåñòâå coin(ψ, ϕ) . Ïðèâåäåíà

ìîäèôèêàöèÿ òåîðåìû 2.7, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü òî÷êó ñîâïàäåíèÿ â

âèäå òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé.

Â �2.3.1 ââåäåíî ïîíÿòèå óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùåãî ìíîãîçíà÷íîãî

îòîáðàæåíèÿ. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ : X ⇒ Y áóäåì íàçûâàòü

óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùèì ìíîæåñòâî W ⊂ Y, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈
X èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

OY

(
Ψ(x)

)
∩W ⊂ Ψ

(
OX(x)

)
.

Åñëè W = Y, òî óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùåå ìíîæåñòâî W ìíîãîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå Ψ áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùèì.
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Îòîáðàæåíèå Φ : X ⇒ Y ïðèíÿòî íàçûâàòü ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ

ëþáûõ x1, x2 ∈ X, y2 ∈ Φ(x2), èç x1 � x2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî

y1 ∈ Φ(x1), ÷òî y1 � y2. Îòîáðàæåíèå Φ : X ⇒ Y ïðèíÿòî íàçûâàòü

àíòèòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X, y2 ∈ Φ(x2), èç x1 � x2

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî y1 ∈ Φ(x1), ÷òî y2 � y1.

Â �2.3.1 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ñîâïàäå-

íèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç îäíîãî ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. Ñôîðìóëèðóåì èõ.

Ïóñòü çàäàíû ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Ψ,Φ : X ⇒ Y.

Òåîðåìà 2.23. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò x0 ∈ X, y0 ∈ Ψ(x0),

z0 ∈ Φ(x0) òàêèå, ÷òî y0 � z0, îòîáðàæåíèå Φ ìîíîòîííî, îòîá-

ðàæåíèå Ψ ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþùèì ìíîæåñòâî W :=

Φ(OX(x0)), äëÿ ëþáûõ ñåëåêòîðîâ ψ, ϕ : X → Y îòîáðàæåíèé Ψ, Φ,

ñîîòâåòñòâåííî, è ëþáîé öåïè S ∈ S
(
ψ, ϕ,OX(x0),W

)
ñóùåñòâóþò

íèæíèå ãðàíèöû u ∈ X, y ∈ Ψ(u), z ∈ Φ(u) öåïåé S, ψ(S), ϕ(S),

ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî y � z. Òîãäà OX(x0) ∩ coin(Ψ,Φ) 6= ∅.

×àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2.23, êîãäà X = Y, à îòîáðàæåíèå Ψ �

òîæäåñòâåííîå, ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ñìèòñîíà [29] î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Íàðÿäó ñ òåîðåìîé 2.23 â �2.3.2 ïðèâåäåíà åå ìîäèôèêàöèÿ, ïîçâîëÿ-

þùàÿ íàõîäèòü òî÷êó ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé Ψ è Φ â âèäå òî÷íîé

íèæíåé ãðàíèöû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé.

Â �2.4 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âêëþ÷åíèé. Ïóñòü

çàäàíî îòîáðàæåíèå Υ:X×X ⇒ Y è òî÷êà y∈Y.

Òåîðåìà 2.24. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òî÷êè x0 ∈ X è y0 ∈ Υ(x0, x0) òà-

êèå, ÷òî y � y0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì x1 ∈ X îòîáðàæåíèå

Υ(x1, ·) àíòèòîííî; ïðè ëþáîì x2 ∈ X îòîáðàæåíèå Υ(·, x2) óïîðÿäî-

÷åííî íàêðûâàåò ìíîæåñòâî {y}; äëÿ ëþáûõ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé {x1
j} ⊂ X, {x2

j} ⊂ X òàêèõ, ÷òî Υ(x1
j , x

2
j) = y ïðè êàæ-
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äîì j, ñóùåñòâóþò inf{x1
j} è inf{x2

j}, ïðè÷åì Υ(inf{x1
j}, inf{x2

j}) = y.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ X òàêàÿ, ÷òî y ∈ Υ(ξ, ξ) è ξ � x0.

Â �2.5 ïîêàçàíî, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 2 ðåçóëüòàòîâ äëÿ îòîáðà-

æåíèé, äåéñòâóþùèõ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìîãóò

áûòü âûâåäåíû èçâåñòíûå òåîðåìû î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ íàêðûâàþùåãî

è ëèïøèöåâà îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ,

(à, ñëåäîâàòåëüíî, è êëàññè÷åñêèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíûõ

òî÷åê äëÿ ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé).

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíîå [30][31] îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà â ìíîæå-

ñòâàõ X×R+, Y ×R+, ãäå X, Y � çàäàííûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Â �2.5 ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîñòðîåíèÿ òåîðåìà 1 èç [1] è òåîðåìà 1 èç [2] î

òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âûâîäÿòñÿ èç

äîêàçàííîé â �2.2 òåîðåìû 2.7 î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé ÷àñòè÷-

íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ. Êðîìå òîãî, òåîðåìà 2 èç [1] è òåîðåìà 2

â [2] î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ âûâîäÿòñÿ èç òåîðåìû 2.23 î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âåùåñòâåííûõ ñþðúåêòèâíûõ êâàä-

ðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Â �3.1 ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, ôîðìó-

ëèðóþòñÿ èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæå-

íèé, ïðèâåäåí ðÿä âîïðîñîâ, èññëåäîâàíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíà òðåòüÿ

ãëàâà. Ñôîðìóëèðóåì èõ.

Áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå Q : Rn → Rk óñòîé÷èâî

ñþðúåêòèâíûì[32], åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèå (Q +

[30]DeMarr R. Partially ordered spaces and metric spaces // The American Math. Monthly. 1965. V.
72, �. 6. P. 628�631.
[31]Bishop E., Phelps R.R. The support functionals of a convex set // Proc. Symp. Pure Math. 1963. V.
7: Convexity. Amer. Math. Soc., P. 27�35.
[32]Àãðà÷åâ À.À. Òîïîëîãèÿ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé è ãåññèàíû ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé // Èòîãè
íàóêè è òåõí. Ñåð. Àëãåáðà. Òîïîëîãèÿ. Ãåîìåòðèÿ. 1988. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ. Ò. 26. Ñ. 85�124.
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∆) ñþðúåêòèâíî äëÿ ëþáîãî êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ∆ : Rn → Rk ,

äëÿ êîòîðîãî ‖∆‖ < ε. Çäåñü ‖∆‖ = sup{|∆(x)| : |x| ≤ 1}.

Âîïðîñ 1. ßâëÿåòñÿ ëè ëþáîå ñþðúåêòèâíîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå

óñòîé÷èâî ñþðúåêòèâíûì?

Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå G : Rn → Rk òàêîå, ÷òî G(0) = 0 è

íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ U ⊂ Rk. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

R : U → Rn ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì (ïðàâûì îáðàòíûì) ê îòîáðàæåíèþ G,

åñëè G(R(y)) ≡ y, R(0) = 0 è R íåïðåðûâíî â íóëå.

Âîïðîñ 2.Ïóñòü êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå Q : Rn → Rk ñþðúåêòèâíî,

à ∆ : Rn → Rk � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî

|∆(x)|
|x|2

→ 0 ïðè x→ 0. (6)

Ñóùåñòâóþò ëè îêðåñòíîñòü íóëÿ U ⊂ Rk è îáðàòíîå ê (Q + ∆) îòîá-

ðàæåíèå R : U → Rn ?

Âîïðîñ 3. Ïóñòü k çàäàíî. Êàêîâî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå N(k) òà-

êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ N(k) ó ëþáîãî ñþðúåêòèâíîãî êâàäðàòè÷íîãî

îòîáðàæåíèÿ Q : Rn → Rk ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé íóëü?

Îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ äàåòñÿ â �3.2. Â ýòîì ïàðà-

ãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî êâàäðàòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ Q,∆ : R5 → R5,

Q(x) ≡ (x2
1 + x2

2 − x2
3, 2x1x3, 2x2x3, x

2
4 − x2

5, 2x4x5),

∆(x) ≡ (0,−2x2x5, 2x1x5, 0, 0)

îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: îòîáðàæåíèå Q ñþðúåêòèâíî, íî äëÿ

ëþáîãî ε 6= 0 êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå Q + ε∆ íåñþðúåêòèâíî. Òà-

êèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ñþðúåêòèâíîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå íå

îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâî ñþðúåêòèâíûì.

Â �3.2 ââåäåíî ïîíÿòèå ñòåïåíè êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Sn−1 åäèíè÷íóþ ñôåðó ñ öåíòðîì â íóëå â Rn, à ÷åðåç Oε �
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îòêðûòóþ ε -îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rn. ×åðåç N : Rn \{0} → Sn−1 îáîçíà-

÷èì îïåðàòîð íîðìèðîâêè, ò.å. N (y) ≡ y/|y| , à ÷åðåç Q
∣∣
Sn−1 � ñóæåíèå

êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Q íà Sn−1.

Ïóñòü êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå Q : Rn → Rn íå èìååò íåòðèâèàëü-

íûõ íóëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç QP : RP n−1 → Sn−1 îòîáðàæåíèå, êîòîðîå

êàæäîìó ýëåìåíòó χ, ïðèíàäëåæàùåìó (n − 1) -ìåðíîìó ïðîåêòèâíî-

ìó ïðîñòðàíñòâó RP n−1, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå N (Q(x)), ãäå

x ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé êëàññó ýêâèâàëåíòíî-

ñòè χ. Çäåñü è äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì òî÷êó χ èç RP n−1 ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ïðÿìîé èç Rn, ó êîòîðîé �âûêîëîò� íóëü. Îòîáðàæåíèå QP

îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå Q ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì è íå

èìååò íåòðèâèàëüíûõ íóëåé.

Ïðîåêòèâíîé ñòåïåíüþ mod2 êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Q áó-

äåì íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü mod2 îòîáðàæåíèÿ QP è îáî-

çíà÷àòü åå ÷åðåç degP
2 Q. Åñëè n ÷åòíî, òî ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãî-

îáðàçèå RP n−1 îðèåíòèðóåìî, è, çíà÷èò, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü îòîá-

ðàæåíèÿ QP îïðåäåëåíà. Ýòî ÷èñëî ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîåêòèâíîé

ñòåïåíüþ êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Q è îáîçíà÷àòü ÷åðåç degPQ.

Â òåðìèíàõ ñòåïåíè êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ äîêàçàíû ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîé ñþðúåêòèâíîñòè.

Òåîðåìà 3.17.Ïóñòü n ÷åòíî è êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå Q : Rn →
Rn íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ íóëåé. Åñëè degPQ 6= 0, òî Q óñòîé÷èâî

ñþðúåêòèâíî.

Òåîðåìà3.18.Ïóñòü êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå Q :Rn→Rn íå èìååò

íåòðèâèàëüíûõ íóëåé. Åñëè degP
2 Q 6=0, òî Q óñòîé÷èâî ñþðúåêòèâíî.

Îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ äàåòñÿ â �3.3. Ïîêàçàíî, ÷òî

äëÿ îòîáðàæåíèé Q,∆ : R3 → R3,

Q(x) ≡ (x2
1+x2

2−x2
3, 2x1x3, 2x2x3), ∆(x) ≡ (0,−2x2(x

2
1+x2

2), 2x1(x
2
1+x2

2))
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óðàâíåíèå Q(x)+∆(x) = (ε2, 0, 0) íå èìååò ðåøåíèé íè ïðè êàêîì ε 6= 0,

íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îòîáðàæåíèå Q ñþðúåêòèâíî.

Â �3.3 ïðèâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ, âûäåëÿþùèå êëàññ îòîáðàæåíèé, äëÿ

êîòîðûõ îòâåò íà âîïðîñ 2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Òåîðåìà 3.21. Ïóñòü n ÷åòíî, êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå Q : Rn →
Rn íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ íóëåé. Åñëè degPQ 6= 0, òî äëÿ ëþáîãî

íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ∆ : Rn → Rn, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

(6), ñóùåñòâóþò ÷èñëà ε > 0, α > 0 è îáðàòíîå ê (Q + ∆) îòîáðà-

æåíèå R : Oε → Rn òàêèå, ÷òî |R(y)| ≤ α
√
|y| ∀ y ∈ Oε. Çäåñü Oε �

ε -îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rk.

Â �3.4 äàåòñÿ îòâåò íà âîïðîñ 1 äëÿ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé, äåé-

ñòâóþùèõ èç R3 â R3. Ñôîðìóëèðóåì åãî.

Òåîðåìà 3.25. Ïóñòü êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå Q : R3 → R3 ñþðú-

åêòèâíî. Òîãäà Q óñòîé÷èâî ñþðúåêòèâíî.

Â �3.5 äàåòñÿ îòâåò íà âîïðîñ 3 äëÿ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé, äåé-

ñòâóþùèõ èç Rn â R3. Ñôîðìóëèðóåì åãî.

Òåîðåìà 3.36. Ïóñòü n ≥ 5. Òîãäà ëþáîå ñþðúåêòèâíîå êâàäðàòè÷íîå

îòîáðàæåíèå Q : Rn → R3 èìååò íåòðèâèàëüíûé íóëü.

Èç òåîðåìû 3.36 ñëåäóåò, ÷òî N(3) = 5, ïîñêîëüêó ðàññëîåíèå Õîïôà

ñþðúåêòèâíî è íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ íóëåé. Ýòî äàåò îòâåò íà òðåòèé

âîïðîñ ïðè k = 3. Èçâåñòíî [18] , ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà N(k) ≤ k2 ∀k.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 3.36 óòî÷íÿåò ëåììó 5.5 èç [18] ïðè k = 3.

Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ

ãëàâàõ ðåçóëüòàòîâ.

Â �4.1 â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 1.36 î íåïðåðûâíîé çàâèñè-

ìîñòè òî÷êè ñîâïàäåíèÿ îò ïàðàìåòðà âûâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, Σ � òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
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ñòðàíñòâî, çàäàíû âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà K ⊂ X è C ⊂ Y,

îòîáðàæåíèå f : K×Σ→ Y, òî÷êè x0 ∈ K, σ0 ∈ Σ è y0 = f(x0, σ0) ∈ C.
Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðà-

ìåòðà σ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè σ0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

f(x, σ) ∈ C, x ∈ K, (7)

ò.å. òî÷êà x = x(σ) ∈ K òàêàÿ, ÷òî f(x, σ) ∈ C. Äëÿ ýòîé çàäà÷è â �4.1

äîêàçàíî, ÷òî ïðè åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ãëàäêîñòè ôóíêöèè f

ïðè óñëîâèè ðåãóëÿðíîñòè Ðîáèíñîíà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ðåøåíèå

x = x(σ) çàäà÷è (7), óäîâëåòâîðÿþùåå ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé îöåíêå.

Ýòî óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè èç [33].

Â �4.2 óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè àáñòðàêòíûõ âêëþ÷åíèé èç ãëàâû

1 ïðèìåíåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåÿâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü çàäàíû îòðåçîê [t0, t1], çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî Ω ⊆ Rn, òî÷êà x0 ∈ Rn è ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F :

[t0, t1]×Rn×Ω ⇒ Rk, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ìíîæåñòâî

F (t, x, u) ⊂ Rk êîìïàêòíî ïðè âñåõ (x, u) ∈ Rn × Ω, ïðè ï.â. t ∈ [t0, t1];

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F (·, x, u) èçìåðèìî ïðè âñåõ (x, u) ∈ Rn×Ω;

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F (t, ·, ·) íåïðåðûâíî äëÿ ï.â. t ∈ [t0, t1]; äëÿ

ëþáîãî d ≥ 0 ñóùåñòâóåò m ≥ 0 òàêîå, ÷òî

|x| ≤ d è |u| ≤ d⇒ |y| ≤ m ∀y ∈ F (t, x, u), ∀̇t ∈ [t0, t1].

Ðàññìîòðèì íåÿâíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

0 ∈ F (t, x, ẋ), ẋ(t) ∈ Ω, x(t0) = a. (8)

Îíî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò ε > 0 è àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x : [t0, t0 + ε] → Rn òàêèå, ÷òî 0 ∈
F (t, x(t), ẋ(t)), ẋ(t) ∈ Ω äëÿ ï.â. t ∈ [t0, t0 + ε] è x(t0) = a.

[33]Àâàêîâ Å.Ð., Ìàãàðèë-Èëüÿåâ Ã.Ã. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè äëÿ âêëþ÷åíèé // Ìàò. çàìåòêè.
2012. Ò. 91, � 5-6, Ñ. 764�769.
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Ïóñòü çàäàíû èçìåðèìûå ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè u0 :

[t0, t1]→ Ω, y0 : [t0, t1]→ Rk òàêèå, ÷òî

y0(t) ∈ F

t, a+

t∫
t0

u0(s) ds, u0(t)

 ∀̇ t ∈ [t0, t1].

Äëÿ çàäàííûõ R > 0, a ∈ Rn è t ∈ [t0, t1] ïîëîæèì

d0 := esssup
t∈[t0,t1]

|y0(t)|, x0(t) := a+

t∫
t0

u0(s) ds, U(t) := BΩ(u0(t), R).

Â �4.2 èç òåîðåìû 1.22 î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé àáñòðàêòíûõ âêëþ-

÷åíèé â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ âûâåäåíî óòâåðæäåíèå, ãàðàíòèðóþ-

ùåå ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (8). Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå F (t, x, ·) ÿâëÿåòñÿ α -íàêðûâàþùèì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ

U(t) è {0} äëÿ ï.â. t ∈ [t0, t1] è äëÿ âñåõ x ∈ BRn(x0(t), R(t − t0)),

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F (t, ·, u) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîëèïøèöåâûì îò-

íîñèòåëüíî BRn(x0(t), R(t − t0)) è {0} äëÿ ï.â. t ∈ [t0, t1] è äëÿ âñåõ

u ∈ U(t), è d0 < αR , òî âêëþ÷åíèå (8) ëîêàëüíî ðàçðåøèìî.

Â �4.3 òåîðåìû î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ ïðèìåíåíû äëÿ âûâîäà äîñòàòî÷-

íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñíûõ öåí â îäíîé ìîäåëè ýêîíîìè-

÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ïóñòü D,S :
◦
Rn

+→ Rk � çàäàííûå ôóíêöèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, ãäå
◦
Rn

+:= {p = (p1, ..., pn) : p1 > 0, ..., pn > 0}. Âåêòîð p ∈
◦
Rn

+ íàçûâàåòñÿ

âåêòîðîì ðàâíîâåñíûõ öåí, åñëè S(p) = D(p). Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ S è D ñ ïîìîùüþ òåî-

ðåì î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ðàâíîâåñíûõ öåí.
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