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Общая характеристика работы 

Актуальность темы. Главным предметом изучения настоящей диссерта-

ционной работы являются решения неклассичсских краевых задач для уравне-

ний смешанного типа: исследование собственных функций для задач Трикоми 

и Геллерстедта с наклонными линиями вырождения, построение биортогональ-

ных систем в аналитическом виде, получение корректных краевых задач. 

Начало теории уравнений смешанного типа представлено в работах М. Чиб-

рарио, С.А. Чаплыгина, Ф. Трикоми, С. Геллерстедта, Ф.И. Фрапкля, М.А. Лав-

рентьева, A.B. Бицадзе, И.А. Векуа, K.G. Guderley, К.И. Бабенко, Л.В. Овсян-

никова, Р. Germain и R. Bader. 

Уравнения смешанного типа стали активно изучать после работ Ф.И. Франк-

ля в которых он указал на возможные приложения уравнений смешанного 

типа к околозвуковой и сверхзвуковой газовой динамике, а также обнаружил 

приложения задачи Трикоми в теории сопел Лаваля. Помимо этого И.И. Векуа 

нашел приложения при исследовании теории бесконечно малых изгибаний по-

верхностей и безмомептной теории оболочек^, когда кривизна оболочки меняет 

знак. В дальнейшем оказалось, что краевые задачи для уравнений смешанного 

типа применимы в различных областях естественных наук: в задачах физики 

лазеров, при моделировании плазмы, в математической биологии. 

В дальнейшем уравнениями смешанного типа занимались A.M. Нахушев, 

М. Frotter, С.S. Morawetz, M.M. Смирнов, Г.Д. Каратопраклиев. Исследования 

по уравнениям смешанного типа стали проводиться по нескольким направлени-

ям, среди которых спектральная теория, уравнения смешанного типа с неглад-

кими линиями вырождения, поиск корректных краевых задач. 

' Франкль Ф.И. О яадачах С.А. Чаплыгта дл.% шешатна Л>и свкрхяеуковых течетй// Иявестил 

Российский академии иаук. Серия математическая. — 1045. — Т. 9. - Л>. 2. - С. 121-143. 

^ Фраикли Ф.И. Обтекачие профилей потокая1 доявукоаой скорости со сверхавуковой яето% оканчи-

вающейся прямгш скачком уплотнения / / ПММ. - 1956. - Т. 20. - Л>. 2. - С. 196-202. 

' Векуа И.И. Некоторые общие методы построения ра.чличных вариантоа теории оболочек. Москва: 

Ивд-во еИаукак - 1982. - 288 С. 



Спектральная теория для уравнений смешанного тина, в частности, тре-

б}'ет привлечения методов теории несамосопряженных операторов, развитой 

Д. Биркгофом, Т. Карлеманом, М.В. Келдышем, В.А. Ильиным. Задача Три-

коми для уравнения смешанного типа — несамосопряженная задача, и поэто-

му спектр не обязан лежать на вещественной осп. Первые результаты по спек-

тральной теории получены при исследовании задачи Трикоми для уравнения 

Лаврентьева-Бицадзе в работах Т.Ш. Ка,чьменова^, доказавшего существование 

хотя бы одного положительного собственного значения и соответствующей ему 

неотрицательной собственной функции, Б.И. Моисеева^, установившего сектора 

комплексной плоскости, в которых нет собственных значений, С.М. Пономаре-

ва®, нашедшего специальные области для задачи Трикоми, в которых удается 

выписать собственные значения и собственные функции в явном виде, доказать 

их полноту в эллиптической области. Спект1)альные вопросы нелокальных кра-

евььх задач для уравнений смешанного типа, для которых, в частности, най-

дены сектора комплексной плоскости, где спектр не существует, исследовались 

в работах М.С. Салахитдинова и А.К. Уринова^. Последние результаты по спек-

тральной теории представлены в статьях М.С. Салахитдинова, Е.И. Моисеева, 

К.Б. Сабитова, Т.Ш. Кальменова и их учеников, С.А. Алдашева, где рассмат-

риваются различные модификшщи постановок краевых задач: ставятся нело-

кальные краевые условия, специальные условия склейки на линии изменения 

типа, рассматриваются негладкие линии вырождения. Помимо этого D. Lupo, 

D.D. Monticelli и K.R. Payne® исследовали спектральные вопросы для уравнений 

* KoAbAtewa Т.Ш. О спектре aoi)uHu Трпкомп д.ая рроаненил Лаврептьева-Бпцадэе // Дифференци-
альные уравнения. - 1977. - Т. IS. - Л>. 8. С. U'S-USS. 

® Моисеев Е.И. Уравнения слкишннаго типа со спектральным параметром. Москва: Иед-во МГУ. — 
1988. - 150 С. 

® Поуюмарев С.М. Спектральная теория осгювной краевой заОани для уравнстся смешатшго типа 
Лаврентьево-Бицадае. Дисс. д-ра фиа.-мат. наук. Москва. — 1981. 

^ Салахитдинов М.С., Уринов А.К. Краевые лаЭйчи для уравнений смешанного типа со спектраль-
ным параметром. Ташкент: Фан. — 1997. — 165 С. 

® Lupo D., Monticelli D.D., Payne K.R. Spectral theory for linear operators of mixed type and applications 

to nonlinear Dirichlct problems / / Communications in Partial Differential Equations. - 2012. - Vol. S7. - M. 9. 



смешанного типа в весовых пространствах Соболева. 

В приведенных примерах отдельной задачей при изучении уравнений сме-

шанного типа является исследование систем функций, с помощью которых ре-

шения выписываются в виде рядов: наличие свойства базисности в простран-

ствах Lj,, р > 1, изучение биортогональных систем, при помощи которых мо-

жет быть получено интеграньное представление решений, оценка поведения 

коэффициентов разложения. Проблемами полноты и базисности систем функ-

ций, возникающих при решении задач математической физики, занимались 

A.M. Седлецкий и Е.И. Моисеев®, A.A. Полосин, Ф.М.Б. Могими, Н. Аббаси, 

B.Э. Амбарцумян, Б.Т. Билалов^®. Исследованием собственных и присоединен-

ных функций песамосопряжепньк операторов занимаются A.C. Макин'\ Шка-

ликoв^^, R. Mennicken и М. Möller". 

Как упоминалось выше, ряд исследований по уравнениям смешанного типа 

касается случаев негладких линий изменения типа и уравнений с несколькими 

линиями вырождения, которые рассматривали М.М. Зайнулабидов, A.M. Наху-

шев, А.Б. Базарбеков, H.H. Врагов, J.M. Rassias, L.M. Sibner. Обзор такого 

рода задач и литературы приведен в книге А.Г. Кузьмина". Последние ре-

зультаты в этом направлении получены в работах М.М. Смирнова, A.A. По-

лосина, А.Н. Зарубина, И.О. Тарапова, J.M. Rassias, G.C. Wen, O.A. Репина, 

B.J. Kadirkulov: для уравнений смешанного типа (Лаврентьева-Бицадзе, Три-

коми, с запаздывающим аргументом, с дробной производной и др.) с различны-

- р. 1495-1510. 

® Моисеев Е.И., FIpyihiUKve А.П., Седлецкий АЛ1. Бависпость и полнота некоетрих тригонометри-

неских систем злементарных функций / / ВЦ им. A.A. Дородницына РАН. Москва. - 200Ц - Ц6 С. 
Дилшюи Б.Т., Велиев С.Г. Иттюрые втросы бишсов //Баку: 9лм. - 2010. - SOi С. 

" Макан A.C. О не.10калтом возмущении nepvodu'iecmü задачи на собственные »«очекия / / Диф-
ференциальные уравнения. - 2006. — Т. 42. - М. 4. - С. 560-562. 

Савчук A.M., Шкаликов A.A. Спектральные свойства комплексного оператора Эйри на тюлуоси 
/ / Функциональный анализ и его приложения. — 2017. - Т. 51, — /0. 1. - С. 82-08. 

" Mennicken Л., Möller M. Non-self-adjoini boundary eigenvalue proilctr«. Gulf Pro/essional Publithing, 
2003. - Vol. 192. - 500 P. 

" Кузьмин A.r. Цеклвссические уравнения смешанного типа u их приложения к газодинамике. Ле-
нинград: Изд-во Ленингр. ун-та. - 1990. — 208 С. 



ми линиями вырождения (перпендикулярными, параллельными, негладкими) 

доказаны теоремы существования и единствеиности решений задачи Трикоми 

и нелокальных краевых задач. 

Другим важным направлением исследования уравнений смешанного типа 

являются постановка корректных краевых задач, в том числе и в многомерных 

областях, изучение существования и единственности решений для многомер-

ных областей и исследование их устойчивости. Классические краевые задачи, 

такие как задачи Дирихле и Неймана, корректность которых для эллиптиче-

ских уравнений хорошо известна, могут быть некорректно поставленными для 

уравнений смешанного типа. Впервые это показал'^ A.B. Бицадзе для уравне-

ния ЛаврентьевагВицадзе. После этой работы встал вопрос о поиске областей 

и краевых условий, заданных на всей границе области, для которых задача Ди-

рихле являечся корректно поставленной. В дальнейшем задачу Дирихле для 

уравнений смешанного типа изучали J.R. Cannon, C.S. Morawetz, А,П. Солда-

тов, К.Б. Сабитов, H.H. Вахания. Был получен ряд результатов с ограничением 

на вид области или требованием дополнительных условий па функции, задан-

ные на границе области. Например, в работе А.П. Солдатова'® показано, что 

существует и единственно решение задачи Дирихле для уравнения Лаврентьева-

Бицадзе в области, ограниченной дугами окружности и гииерболы. Обширный 

обзор работ по этой теме представлен в монографии М.М. Хачсва^''. В связи 

с приложениями к газовой динамике актуален вопрос о постановке корректных 

задач не только в двумерной, по и в многомерных (п > 3) областях. Поста-

новками корректных задач в многомерных областях занимались A.B. Бицадзе, 

Г. Каратопраклиев, А.К. Aziz и М. Schneider, A.M. Нахушев. Поеледним был 

" Бицадзе A.B. Нетрректноать задаци Дириак Оля рриежиий смешаннт/ пшгш //ДАН СССР. -

1953. - Т. 1S2. - У'. S. - С. 167-170. 

" Солдатоа А.П. Задачи типа Дирихле для ураоисиия Лаврезттеаа-Бицадзе / / Дифферентизльиые 

уравнения. - 1991. - T.SO. - №11. - С. 2001-3009 

Ханев М.М. Первая краевая задана для линейных уравнений сметанного типа. Пальник: Эльбрус. — 

199S. - 280 С. 



получен критерий единственности для задачи Дирихле в многомерной цилин-

дрической области^®. 

В последнее время были рассмотрены постановки задач с нелокальными 

краевыми условиями для уравнений смешанного типа, например, с нелокаль-

ным интегральным условием (В.А. Блеев, К.Б. Сабитов, Ю.К. Сабитова), или 

с весовыми условиями склеивания вдоль линии параболического вырождения 

(Р.И. Сохадзе, Т.Н. Демина). D. Lupo, D.D. Monticelli и K.R. Payne'® изучают 

корректность задачи Дирихле при отыскании решений в слабом смысле. Резуль-

таты, касающиеся задачи Дирихле для эллиптико-гинсрболичсских уравнений 

типа Келдыша представлены в монографии Т.Н. Otway®", в которой также опи-

саны приложения уравнений смешанного типа к физике холодной плазмы и 

оптике. Также были исследованы^' решения аналогов задач Трикоми, Франк-

ля и Геллерстедта для уравнения Лаврентьева-Бшщдзе в трехмерных областях 

и показаны сущест-вование и единственность классических решений. 

В середине XX столетия М.Н. Protter®^ ввел в рассмотрение краевые за-

дачи, являющиеся многомерными аналогами классических задач на плоскости 

для уравнений смешанного типа. Введенные многомерные аналоги являются 

некорректно поставленными в отличие от корректных двумерных задач. До сих 

пор пет фундаментальных результатов по вопросу существования решений вве-

денных аналогов краевых задач в многомерных областях. Известно, что задача 

Проттера для уравнений смешанного типа не только некорректна, но и при глад-

Яохушее A.M. Критерий ethncrnoeJntocTnu задачи Дири-хлз О.гя рраенеиия смехианнозо типа в *{«-
линдричсскаИ области //Дифференциальиые рразненил. — 1970. — Т.6. ~ М 1. — С. 190-191. 

" Lupo D., Monticem D.D., Payne K.R.. Spectral theory tor linear operators of mixed type and application.4 

to nonlinear Dirlclilet problems / / Communications in Partial Differential Equations. — 2012. — Vol. 37. - №. 

9. - P. 1495-15ie. 

Otway Т.Н. 77ie DiricMct pniblemfor dHptic-hyperboHc afaatiom of Kddysh typo. Springor. — 2016. -

Vol. eofs. 

^^ Нефедов II.B. Неклассическиг задачи для ураткниА в частных прохизводных вторххго порядка. Дисс. 

к-та физ.-лют. наук. Моста. — 2015. 

" Proffer М.Н. New boundary value prvblcmefor the wave equation and equations of mixed type / / Journal 

of national Mechanics and Analysis. - 1954. - Vol. 5. - 1ft. 5. ~ P. 4S5-446. 



кой правой части уравнения имеет сингулярные обобщенные решения. В настоя-

щее время исследования в этом направлении ведутся J.M. Rassias, N. Popivanov, 

М. Schneider и их учениками. Например, для уравнений типа Келдыша ими бы-

ла показапа^^ некорректность задачи, введено определение квазирегулярного 

решения и найдены достаточные условия единственности таких решений. 

Обзор теорем существования и единегвенноеги решений для уравнений 

смешанного типа и приложений к задачам трансзвуковых течений можно най-

ти в работе C.S. Morawetz^''. Обзор результатов последних десятилетий по крае-

вым задачам для уравнений смешанного типа для трансзвуковых течений, каса-

ющийся вычислительных аспектов динамики жидкостей и таких практических 

задач, как проектирование аэродинамического профиля и управление течеппем 

жидкости, приведен в монографии А.Г. Кузьмина'̂ ®. 

Цель диссертационной работы. В свете перечисленных выше работ и 

направлений исследований по уравнениям смешанного типа научный интерес 

представляет исследование решений неклассических краевых задач для уравне-

ний смешанного типа, что и является целью настоящей диссертационной рабо-

ты. Важно исследовать системы функций, с помощью которых выписываются 

решения неклассических краевых задач, получить биортогональные системы 

и интегральные представления решений в аналитическом виде. Интерес пред-

ставляет исследование спектральной задачи для уравнения смешанного типа 

с линией вырождения, проходящей под произвольным углом к оси координат. 

Еще одним важным вопросом диссертационной работы является получение кор-

ректно поставленных задач для уравнений смешанного типа в многомерных 

областях при помощи введения нелокальных условий. 

'' Hristuv Т.О., Popivumv N.I., Sclmetdcr М. On unigumcmi of 1[иазупдъ1аг solutioits to Protter proWem 

¡or Keldish type equations / / AIP Conference Proceedings. - AIP, 201S. - Vol. IHIO. - Л>. 1. - P. S21-S2S. 

" Uorawcts C.S. Mixed equations and transonic flow / / Journal of Hyperbolic Differential Equations. -

SUOf. - Vol. 1. - Л». 01. - P. 1-26. 

" Kuz'minA.C. Boundary value problems fur tmnsomc flow. John Wdey and Sons, London, UK. -2003. -

31SP. 



Основные результаты работы. 

1. Доказано свойство базнсности двухсерийных тригонометрических систем 

в прострапстве Ьг (О, | ) и в явном аналитическом виде построена биор-

тогональная к ней система функций. Результаты расширены на случай 

двухсерийных систем функций с идентичной второй серией и с произ-

вольными функциями в первой серии, на которые наложены ограничения 

симметричности относительно в = \ и базисности Рисса в пространстве 

Тг ( о , I ) . С помощью аналитического вида биортогоналыюй системы по-

строено интегральное представление решения задачи Франкля в специ-

альной области. 

2. Изучены спектральные вопросы задач для уравнения Лаврептьева-Бицад-

зе в случае наклонной линии изменения типа: задачи Трикоми с линией 

вырождения, проходящей под произвольным углом а 6 (—|, | ) к оси х, и 

задачи Геллерстедта с двумя линиями изменения типа, проходящими под 

двумя, не обязательно равными, углами о ь ог £ к оси х (в по-

следнем случае линия вырождения является негладкой). Получены усло-

вия на спектральные параметры областей эллиптичности и гиперболично-

сти, при которых собственные функции рассматриваемых задач выписаны 

в явном виде и показано, что они образуют базис Рисса в эллиптической 

области. Получено интегральное условие связи типа свертки, приносимое 

гиперболической областью на границу и связывающее значения ф>щкции 

и ее производных на линии изменения типа. 

3. Получена постановка корректной по Адамару краевой задачи для уравне-

ния Лаврептьева-Бицадзе. Показано, что задача с нелокальным условием, 

связывающим значения функции в гиперболической области со значения-

ми на линии изменения типа, является корректно поставленной не только 

в двумерном, но и в трехмерном пространствах. 



Методы исследования. В диссертации используется теория дифферен-

циальных уравнений, функциональный анализ, теория функции комплексного 

переменного, операционное исчисление, теория сингулярных интегральных опе-

раторов, теория специальных функций, теория интегральных уравнений Воль-

терры. 

Научная новизна, теоретическая и практическая ценность рабо-

ты. Впервые получены биортогональные системы в аналитическом виде для 

рассматриваемых двухсерийных систем функций. Явный вид биортогональных 

систем М0ЖС1' использоваться при построении решений уравнений смешанного 

типа в интегральном виде и при доказательстве равномерной сходимости рядов 

Фурье в спектральном методе решения краевых задач. Для уравнений смешан-

ного типа с лиииями вырождения, проходящими под углом к оси координат, 

найдены условия, при которых собственные функции выписываются в явном 

виде. Получено интегральное условие связи в виде свертки на линии измене-

ния типа, что позволяет сводить неклассические краевые задачи для уравнений 

смешанного типа с наклонной линией вырождения к задаче для эллиптическо-

го уравнения. Впервые рассмотрена корректная по Адамару нелокальная крао-

вая задача для уравнения смешанного типа в трехмерном пространстве с нело-

кальным условием, связывающим зиачеиия функции на границе со значениями 

функ1Ц1и на линии изменения тииа. Полученные результаты днссортации могут 

быть использованы в практике ири математическом моделировании процессов 

трансзвуковой газовой динамики и в учебных целях при преподавании функци-

онального анализа п дифференциальных уравнений в частных производных. 

Апробация работы. Результаты работы были представлены в виде до-

кладов на конференциях: 

1. международная молодежная конференция «Ломоносов», Московский го-

сударственный университет М.В. Ломоносова, Москва, 2012 г. и 2013 г.; 

2. международная конференция Applications of Mathematics in Engineering 

10 



and Economics (AMEE), Созополь, Болгария, 2012 г. и 2013 г.; 

3. международная научная конференция «Актуальные проблемы теории урав-

нений в частных производных», посвященная памяти A.B. Бицадзе, Мос-

ковский государственный университет М.В. Ломоносова, Москва, 2016 г. 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 5 рабо-

тах. Из них работы (1, 2, 3, 4] опубликованы в российских журналах из перечня 

ВАК. Работа [5] опубликована в зарубежном журнале, включенном в Web of 

Science и/или Scopus. Личный вклад автора, отражающий основные результа-

ты, выносимые на защиту, состоит в их самостоятельном получении. Участие 

научного руководителя Е.И. Моисеева ограничивается постановкой задач, со-

ставлением планов исследований, проверкой достоверности полученных резуль-

татов. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 

трех глав, заключения и библиографии. Общий объем диссертации 111 страниц. 

Библиография содержит 119 наименований. 

Содержание работы 

В первой главе, результаты которой изложены в работах [2| и [3], иссле-

дуется семейство двухсерийньк тригонометрических систем следующего вида 

{соз4п0}^=о- {sin + I (1) 

которое является ест-ественным обобщением двухсерийных тригонометрических 

систем функций {cos4n6'}~,,Q, {cos4(n - с параметром Д е (-оо,оо), 

возникающих при решении задачи Франкля с нелокальным условием четности. 

Вначале изучается свойство базнсности в смысле Рисса системы функций (1) 

в пространстве Ьг (О, | ) . 

И 



Определение 1. Система функций образует базис Рисса в гильберто-

вом пространстве Я, если образуют базис в Я и существуют положи-
00 

тельные константы С\ и Сг такие, что для любого с = {с„}^1 € Ь ряд ^^ €„/„ 
п=1 

СХОДИТСЯ, причем справедливы двусторонние оценки 

í^ilkll? < 

2 
2 

<С2\\С\\1 

И 
YyCssfn 
п=1 

Для системы функций (1) были получены следующие утверждения. 

Теорема 1. Двухсерийная система функций (1) образует базис Рисса в про-

странстве Li (о, I ) для любых ^ фе (-|, j ) , удовлетворяющих условию 

при всех fc е 2Z + 1. 

Следствие 1. Пусть ¡3 = фо + 2т при Ро е ( - § , 5), m е 2 и 7 Е R, удовле-

творяющие ^ JÍ -/3-1-к при всех к €2Z + 1. Тогда в пространстве ¿2 (О, f ) 

двухсерийная система функций (1) прит = О образует базис Рисса, прит > О 

минимальна и неполна, при т <0 не минимальна и полна. 

Полученные результаты обобщены на следующий класс двухсерийных си-

стем функций. 

Определение 2. Будем говорить, что система функций принадле-

жит классу функций U, если система образует ортогональный базис 

Рисса в L2 (О, f ) и Vn € N и {0} верно дДв) = - 6^). 

Следствие 2. Пусть /? = До 4- 2т при До € , 5 ) , m е Z и 7 Е Е, удовле-

творяющие I jí -Р + к при всех fc Е 2Z 4-1. Пусть система {í/n(^)}"=ü € П. 

Тогда в пространстве Ьг (О, | ) двухсерийная система функций 

• sin 4 (n 4-1) 61 4- ? при m = О образует базис Рисса, при m > О мини-
L \ / i J п=1 

мальна и неполна, при т <0 не минимальна и полна. 

Замечание 1. Пусть выполнено условие ^ = к при fc £ 2Z4-1 и систе-

ма функций {рп(^)}"=о € П. Тогда двухсерийная система функций 

| s in 4 ^n 4 - 6 * 4-1 ^ не образует базис в пространстве ¿2 (О, f ) • 
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Рассматривается вопрос построения биортогональной системы к системе 

функций (1) в явном виде. Из теоремы 1 следует, что функция ¡{в) е ¿2 (О, |) 

единственным образом разложима в пространстве L2 (О, | ) в ряд 

т = Е ^п cosine+Е sin 

где коэффициенты разложения An и Вп однозначно определяются через биорь 

тогональпую систему о -

т/2 

Дп = 

e¡2 

f{ip)Gn{<p)d9, Sn = f{<p)Hn{>p) dip. 

Доказана следующая теорема о виде биортогональной системы. 

Теорема 2. Биортогональная система функций к двух-
серийной системе функций (1) в пространстве ¿2 (О, |) для любых 76®, 
Р 6 ( — у д о в л е т в о р я ю щ и х -Р + к при всех ^ е 22 4-1, имеет вид 

Gn(ff) = 2 , а 8tg (/3 + 2)1 
-соя4п9 ^ , ' v.p. 
Т! тг' (1 n = 0 

2 nSN 

Н„{в) = 

2 . -sm 
7Г ' Н У - Í + —(28Ш2С)®Е1пт/3 

7Г" (1 - + 1 - 2«cos4éí) 

Следствие 3. Для функций биортогонскгьпой системы справедливы следую-

щие оценки 

Ш 9 ) 1 < cil cos20| • I + cz 

| G „ ( 0 ) | < G i + C2 1 п И + 1 п - - ^ l + ln + Сз 

где a = a{P) e [ 0 , 5 ) , o c i , cz, C i , C2, C3, - константы, не зависящие от 

номера п и параметров Р, 7. 
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Также справедливо обобгцение. 

Следствие 4. Пусть система ^ 71. Тогда биортогоналъная си-
стема {С„(61)}~о. к двухсерийной системе функций {дп{в)}^о> 
Б̂Ш 4 ^п + 6» + ^ в пространстве ¿2 (О, §) для любых /? 6 ( -2 , А) , 

7 е К, удовлетворяющих ^^ -¡3 + к при всех к е2Ъ+1, имеет вид 

2 

вш 26» сов 29 

Я„(9) : 

2 . -БШ тг + ^(2Бт29/Бт7г/3 

вш2(9 + )̂ вш2(9-у7) 

46 ди 

бпСг) 

(1 - + 1 - 2исоз49) 

В заключении главы рассматривается регулярное решение задачи Франк-

ля в специальной области из работы Е.И. Моисеева, удовлетворяющее урав-

нению Лаврентьсва-Бицадзс Нц -+- sgn у «¡^ = О в области V, ограниченной 

отрезком АА' оси ОУ, где А = (0,1), А' = (О, -1 ) , отрезком характеристики 

= {у = т — 1, 0 < х < 1}, где С = (1,0),и дугой £ единичной окружности 

с центром в начале координат, проходящей через точки Л и С, и следующим 

краевым условиям 

щ\а'а = 0; н(0, у) = и(0, -у), у 6 [О, 1]; и ^ = ЦО), в 6 [о, . 

Решение задачи было получено в виде ряда по двухсерийной тригонометриче-
ской системе функций {со8 4п0}~ {вш(4п - 1)6*}^ 1, которая является част-
ным случаем системы (1) при = - 1 , 7 = 0. С помощью построенной биорто-
гональной системы выписано интегральное представление для решение задачи 
Франкля в указанной области в предположении, что функция /(в) лежит в 
классе Гельдера: в эллиптической области (г = ге'®) 

п/2 

и(г,е) = -

4ч/2 

16 
х/2 »/4 

(¡¡р/{>р) У.р. 
г/г 

4-1 - 2дсоБ4¥!) 
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и гиперболической обласги 

»/2 »/2 */4 4 
2u(x, {/) = -7Г 

+ 

' ' t/2 

o 0 0 
r - / - 1 1 

(iĵ  + 1 - 27COS4:Í2) 

где участвуют следующие функции 

V) = - h f - V) = + 2/. V) + - y. V); 
= ' v{x,y,q)n.v{x + y,q)-v{x-y,qy, 

Ks, V) = ^ + y, - r(a; - y, >p). 

Во второй главе, результаты которой изложены в работах ¡4] и [5], изу-

чаются уравнения смешанного типа со спектральным параметром и наклон-

ной линией изменения типа (линия вырождения образует произвольный угол а 

с осью х). Рассмотрена задача Трикоми для уравнения Лаврентьева-Бицадзе 

со спектральными параметрами у? и у? для эллиптической и гиперболической 

областей соответственно 

I и„{х, у) + u¡,¡i{x, у) + у) = О, в эллиптической области Р"*", 
у) - у) -f у) = О, в гиперболической области V~, 

(2) 

в области Р = 2?+и Р " : 

• отрезок АВ= {у = x t g a | x 6 (О, eos о)}, где а е ( - f , f ) — наклонная 

линия изменения типа уравнения; 

эллиптическая область Т>* ограничена осью у, отретком АВ и сектором 

единичной окружности ВО = {х = соз^'.у = зт:/? | ¡р € [а, | ] } ; 

гиперболическая область Т>~ ограничена отрезком АВ и двумя характе-

ристиками уравнения ^„{х^у) — иуу{х,у) = 0: у = —х (отрезок АС) и 

у = X - \/2СО8 (а -Р | ) (отрезок ВС). 
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Введено следующее обозначение для значений решения п{х, у) уравнения (2) 

в областях эллиптичности и гиперболичности 

«"•"(•,•) = и(-, •), в эллиптической области Х)"*", 

и~(-, •) = «(•> •), в гиперболической области Т>~. 

Искомая функция и{х, у) должна удовлетворять однородным краевым услови-

ям 

и(х,у)\Ао = 0, «(г,2/)ис = 0, = (3) 

условию непрерывности на линии изменения тина АВ 

и'^{х,у)\АВ = и-(х,у)\Ав (4) 

и условию сопряжения градиентов 

дф АВ АВ р дф 

заданному в полярной системе координат (х = г cos ip, у — г sin р) для эллип-

тической области и гиперболической системе координат {х ^ рсЪф, у — ряЪф) 

для гиперболической области. При горизонтальной линии вырождения (а = 0) 

З'словне сопряжения градиентов переходит в условие нспрерывносги градиента. 

Решение и(х, у) ищется в следующем классе функций 

Сф) П С'ф^ и АВ) П СЦВ*) П C^V- \ (АС и СВ)), (б) 

причем допускается особенность порядка ниже единицы в концевых точках 

Ли В линии изменения типа для градиента решения и{х,у): существуют кон-

станты с > О, £ > О такие, что 

|Vu| < Р-. (7) 

Определение 3. Функция и{х,у) класса (6)-(7), удовлетворяющая уравне-

нию (2) в области Р = иХ)", граничным условиям (3) и условиям сопряже-

ния (4)-(5) называется решением задачи или собственной функцией задачи 
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Трикоми с соответствующими собственными значениями /г̂  и Д̂  в областях эл-

липтичности и гиперболичности. 

Для построения решения рассматриваемой задачи найдено интеграль-

ное условие связи на наклонной линии изменения типа АВ, которое задается 

областью гиперболичности. Для этого рассмотрено уравнение (2) в гиперболи-

ческой области Т>~ в новой системе координат (т' = ¡/ = , в которой 

линия изменения типа АВ описывается уравнением j/ = х' ctg (а -f а функ-

ция и(х', у') должна удовлетворять следующему уравнению 

у') + у') = О, ( х ' , у ' ) е V - . (8) 

Утверждение 1. Любую функцию и{х',у') класса (6)-(7), являющуюся реше-

нием уравнения (8) и удовлетворяющую условию u\ac = О, можно единствен-

ным образом представить в области Т>~ в интегральном виде 

u{x!, у') = [ i/(í) Jo (2A\ / (x ' - í ) (2 / ' - í c tg /3) ) dt, (9) 
o 

где P = a+j, Jo - функция Бесселя первого рода, а u{t) - некоторая функция 

класса С ' -j- sin Д j , причем 

ш < 1-г' О О, £ > 0. 

с помощью пол}'ченного представления (9) решения и(х', ф) задачи 

в гиперболической области Т>~ получепо интегральное условие связи между 

функцией и{х, у) и ее частными производными на линии вырождения АВ. 

Теорема 3. Решение и(х,у) задачи удовлетворяет следующему инте-

гральному условию связи на наклонной линии вырождения АВ: 
в гиперболической области Т>~ интегральное условие связи имеет вид 
= tgaJ 

р 
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в эмиптической области V* интегральное условие связи имеет вид 

Veos 2а Т * 

(И) 

Замечание 2. В случае горизонтальной линии изменения типа (угол a — Q) 

интегральное условие связи редуцируется к условию, полученному С.М. Поно-

маревым в его диссертации. 

Утверждение 2. Функция и{х, у) класса (6)-(7), определенная вТ>'^ и удовле-

творяющая в этой области уравнению (2), обращающаяся в нуль на границах 

продолжима до решения задачи о области V тогда и только тогда, когда 

выполнено инт.егральное условие (11). 

Таким образом задача Т̂ ^̂р сводится к задаче для уравнения Гельмгольца 

со спектральным параметром в граничном условии. При доказательство утвер-

ждения не используются никакие свойства, касающиеся решения в эллиптиче-

ской области, поэтому утверждение остается верным (с тем же интегральным 

условием) и для задач, в которых область эллиптичности имеет другую форму 

и/или в ней заданы другие граничные условия. 

Теорема 4. Пусть спектральные параметры областей элгиптичности и ги-
перболичности связаны условием р = р\/сов2а, а € Тогда функции 

|
ním('"> f ) = JwSUnm г) • sin [u;„ ( í - c ) ] . в эллиптической области P + 

и~„(р,ф) = J v : „ { m i m ы п [шп - tt)] в гипербсыической области V , 
(12) 

где 1Ьа = tga , = -аг^вУ^+яп^ п 6 М, р„т - т-ый корень функции Бес-

селя первого рода тп £ К, являются собственными функциями задачи 

Трикоми с соответствующими собственными значениями и Д^п, в обла-

стях эллиптичности и гиперболичности. 
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Замечание 3. Для задачи с горизонтальной линией изменения типа (слу-

чай а = 0) спектральные параметры равны д = Д и собственные функции 

задачи Трикоми совпадают с полученными С.М. Пономаревым. 

Теорема 5. Пусть р. = ДVeos 2а при а 6 ( - f , собственные функ-

ции (12) задачи Трикоми образуют базис Рисса в эллиптической области в про-

странстве L^i'D'*'). 

Изучена следующая задача Геллерстсдта для уравнения Лаврентьева-Бицад-
зе со спектральными параметрами p f , р^ 

Ujx{x, у) + Uyy(x, у) + р^и{х, 1/) = о, в эллиптической области D+, 

' Uxx(x ,y ) -uy^{x ,y) + p \u{x ,y ) = i), в гиперболической области D f , (13) 

. у) - у) + р.1и{х, у) = О, в гиперболической области Vy 

В области D = И P f И P.J: 

• АВ = {у = x t g a i i x е (О,eos ai)} и АН' = {у = x t g a 2 | x 6 ( -cosa2,0)} 

— линии изменения типа, образующие произвольные углы О] и тг - аг 

с осью X, углы могут не совпадать п лежат в интервале oi, аг е (-Я-/4,7г/4); 

• эллиптическая область Р+ ограничена отрезками АВ и АВ' и дугой еди-

ничной окружности В В' = {х = cosíp, у = siiii^l 'д 6 [а:1,7г - а2]}; 

•. гиперболическая область Р " = P f и P f состоит из двух несимметричных 

треугольников ABC и АВ'С: 

треугольник ABC ограничен линией изменения типа АВ и двумя харак-

теристиками уравнения Uii(x,y) - и^{х,у) = 0: у = - х (отрезок АС) и 

у - х - уДсов(ai + 7г/4) (отрезок ВС)\ 

треугольник АВ'С ограничен линией изменения типа АВ' и двумя ха-

рактеристиками уравнения и„{х,у) - «и,(х,у) = 0: у = х (отрезок АС) 

и у = - X - \ /2СО8 (А2 + 7Г/4) (отрезок В'С). 
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Искомая функция и(х, у) должна удовлетворять краевым условиям 

Ч/1С = 0, и\АС' = 0, = (14) 

и аналогичным условиям сопряжения, что и в задаче па линиях изменения 

типа АВ II АВ': непрерывности функции 

и'^\А1} = и-\Ав-, и^\АВ' = и'\АВ'-, (15) 

и условию сопряжения градиентов 

dp AB р дф AB' f/ дф' (16) 
Ав' Г др 

где в гиперболической области 'Df используются гиперболические координаты 

X = рсЪф, у = pshiji, а в 1?2 — координаты х — —р'сЪ.'ф', у — р'зЪф'. 

Функция и{х, у) отыскивается в классе функций 

Сф) п и АВ и АВ') П С^(2?+) П С^ф- \ (АСиШиАС'иСТ'')), (17) 

причем допускается особенность порядка ниже единицы в концевых точках А, 
В и В' линий изменения типа для градиента решения и(х,у): существуют кон-
станты О О, е > О такие, что 

|Vu| < (18) 
[((I - cosai )2 + (у - + соваг)^ + (j, - sii,aj)2)(x2 + j ,^ ) ]^ 

Определение 4. Функция и{х,у) класса (17)-(18), удовлетворяющая уравне-

нию (13) в области V = и V^ и Т>2, граничным условиям (14) и условиям 

сопряжения (15)-(16) называется решением задачи или собственной 

функцией задачи Гсллерстсдта с соответствующими собственными значениями 

Д] и pI в областях эллиптичности и гиперболичности. 

'Георема 6. Пусть спектральные параметры связаны условиями д = Д1\/со8 2а1, 
д --= Д2\/со8 2а2 при аи » 2 6 f ) . Тогда функции 

Ur.„>(i,y) = 

JwAPnm г) • sin [tr„ ((/3 - а , ) + arctg v/cos2ai] , в ОАлиптической области Т>* 

sin [arctg v/cos2aiJ в гиперболической области V, 

[arctg v^cos2ajJ о гиперболической области Pf. 
(19) 
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где thö i = tga i , thäz = t g a j u ^n = -•"'-t^V^-nrctj^^y^^+nn^ ^ ^ 

0 Pnm — m-uü корень функции Бесселя первого рода m Е N, являют-

ся собственными функциями задачи Геллерстедта с соответствующими соб-

ственными значениями п Д^пт н областях эллиптичночти и ги-

перболичности. 

Теорема 7. Пусть р - рхфсов2аи р = p2\/cos2а2 при 01,02 е ( - f ' f ) -

Тогда собственные функции (19) задачи Геллерстедта образуют базис Рисса 

в эллиптической области в пространстве L^iJ)^). 

В третьей главе, результаты которой изложены в работе [1], рассматри-

вается нелокальная краевая задача для уравнения Лаврентьева-Бицадзе с нело-

кальным условием, связывающим значения функции на границе и значения на 

линии вырождения. 

В двумерном пространстве для уравнения + sgny Uyj, = О в области 

= Р""" и 2?" с линией вырождения AB = {{т, у) \т е (О, тг), у = 0} требуется 

найти решение и(ж,у) класса С ( Р ) П С Ч Р и гради-

ент которого непрерывен при переходе через линию изменения типа, для сле-

дующих двумерных задач Пг^.» (при Т > 0) и Пг^ (при Г+ > О, Г " < 0) 

при о Е Е: 

• Задача П2й,ОО- Заданы области = (О, тг) х (О, +оо), Р " = (О, тг) X ( - Г , 0), 

краевые условия 

«(О, у) = и{-к,у) = О при у Е [-Г,-Ьоо); ^(а;,-Рос) = О при х Е [0,7г] 

и нелокальное условие ои(ж,0) - и{х, —Т) = f{x) при х Е [0,7г]; 

• Задача Пг^. Заданы области Р+ = (0,7г) х (0,Т+), Р " = (0,7г) х (Т-,0), 

краевые условия 

и(0, у) =:н(7Г, у) = О при у Е[Г-,Т+]; ф , Г + ) = /+(ж) при х Е [0,7г] 

и нелокальное условие аи(х,0) - и{х,Т~) = /~(х) при х Е [О, л]. 
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в трехмерной области Т> = 1)Т>~ для уравнения = О сио-

верхностью вырождения Р - {{х,у,г) \х € (О.тг), у е (О.тг), г = 0} требуется 

найти решение и{х,у,г) класса С(Р) П и Р) Л П гради-

ент которого непрерывен при переходе через поверхность изменения типа, для 

следующих трехмерных задач Пз ,̂«; (при Т > 0) и Пз,; (при > О, Т~ < 0) 

при а € К: 

• Задача. Пз̂ .оо. Заданы области V* = (О, тг) х (О, тг) х (О, +оо), Р " = (О, тг) х 

(0,7г) X (—Т, 0), краевые условия 

и(0, у, t) = и(7г, у, 1) = О, {у, 1) е [О, тг] X [-7', -Роо) 

и{х, О, О = и(х, тг, ¿) = О, (х, г) 6 [О, тг] X [ -Т , +оо) 

и{х, у, +оо) = О, {х, у) е [О, тг] X [О, тг] 

и нелокальное условие 

аи(х, у, 0) - и{х, у, - Г ) = / (х , у), (х, у) € [О, тг] X [О, тг]. 

Задача Пз^. Заданы области Р+ = (0,тг) х (0,тг) х (0,Т+), Р " = (0,тг) х 

(0, 7г) X (Р~,0), краевые условия 

и(0, у, 1) = и(тг, у, 1) = О, {у, 1) 6 [О, тг] X [Т-, Т+] 

и(х,0,<) = и(х,тг,0 = 0 , (х,<) Е [0,тг] X [Г-,Т+] 

«(х,т/,Г+) = /+(х,у), (х,у) € [0,тг] X [0,тг] 

и нелокальное условие 

аи{х, у, 0) - и(х, у, Г~) = / - ( х , у), (х, у) 6 [О, тг] х [О, тг]. 

Замечание 4. Здесь и в дальнейшем запись и(х, +оо), х е С означает равно-

мерный по X е С пред( 

равномерный по х иу. 

мерный по X е G предел lim и{х,у)\ запись м(х,у,4-оо) — соответственно 
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Для исследуемых задач доказаны следующие теоремы о корректности. 

Теорема 8, Пусть \а\ > ^/2 и функция f{x) класса С®[0,7г] удовлетворяет 

условиям /(0) = /(тг) = /"(0) = /"(тг) = 0. Тогда задача Пг̂ ,«, имеет, и при-

том единственное, решение, устойчивое по Т 

где 6и = нг+бг(х,у) — ит(х,у) и введено обозначение ит{х,у) для решения 

задачи Uqd 
,оо ф̂У I — Т. 

Замечание 5. При |а| < у/2 для разрешимости может понадобиться счет-

ное число условий ортогональности на функцию f{x). 

Теорема 9. Пусть |а| > функция f~{x) класса С®[0,7г] удо-

влетворяет условиям / - (0 ) = /"(тг) = /~"(0) = /""(i") = О, о ()ля функции 

f*{x) класса С'[0,7г] выполнено условие /"•'(О) = /"'"(п-) = 0. Тогда задача Пг̂  

имеет, и притом единственное, решение, устойчивое по Т~ 

где 5и = ит-+1т-{ххУ) — ит-[х,у) и введено обозначение Ur[x,y) для решения 

задачи Пм при Т~ = т. 

Замечание 6. К.Б. Сабитов рассмотрел случай а = О (задача Дирихле) для 

более обицего уравнения и показа.г некорректность задачи: для разрешимости 

необходимы дополнительные условия на функции f~{x) и f ^{x). 

Замечание 7. При условиях теоремы 9 аналогично устойчивости по Т~ по-

казывается, что задача Tlqj устойчива по Т"*". 

ТЬорема 10. Пусть |а| > VI и дм функции f{x,y) класса С([0,7г! х [О.тг]) 

выполнены следующие условия при х & [О, тг] иу е [О, тг] 

/(О, г/) = / ( т , i/) = / ( Х , 0) = / ( х , 7Г) = О, 
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/ix(0, у) = /х.(7Г, у) = 0) = fyyix, 7Г) = 0. 

Тогда задача Пз^^ои имеет, и притом единственное, решение, устойчивое по Т 

Р^Ищп) = ^ const-¿Т' 

гдеби =z UT+¡T{3;,y,t) — UT{x,y,t) и введено обозначение Ur{x, у, t) для решения 

задачи Пз^.оо при Т = т. 

Замечание 8. При 1а| < \/2 для разрешимости может понадобиться счет-

ное число условий ортогональности на функцию / (х , у). 

Теорема 11. Пусть |а | > + " для /~(х, у) класса С''([0, тг] х [О, тг]) 

и /"""(з;, у) класса С( [0 , тг] х [О, тг]) выполнены следующие условия при х € [О, тг] 

и у е [0,тг] 

Г (О, у) = /-(тг.у) = Г ( х , 0 ) = / - ( х , л ) = О, 

/;х(0,у) = /Х'ХКу) = = /-Дх,тг) = О, 

/ПО. у) = /Пт.у) = /+(х,0) = Г[х,к) = 0. 

Тогда задача Пз^ имеет, и притом единственное, решение, устойчивое по Т~ 

где 5и = «г-+37--(х,у,- ит-{х,у,1) и введено обозначение иг(х,у,1) для ре-

шения задачи П34 при Т~ = т. 

Замечание 9. При условиях теоремы 11 аналогично устойчивости по Т~ 

показывается, что задача Пз^ устойчива по Т*. 

Автор благодарен своему научному руководителю академику РАН Е.И. Мо-

исееву за постановку задач, поддержку в работе и несомненно полезные сове-
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Автор также выражает благодарность сотрудникам кафедры функци-
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