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Общая характеристика работы

Актуальность темы.Объектом исследования данной диссертацион­
ной работы являются частные случаи подобно однородных неоднородных
пространств с внутренней метрикой, а именно некоторые R-деревья.

Однородные пространства с внутренней метрикой подробно изу­
чаются в работах [8–10], монографиях [6; 11] и книге [39]. В статье
[10] исследованы подобно однородные локально полные пространства
с внутренней метрикой, простейшим примером которых является откры­
тая евклидова полупрямая R+. Свойства локально полных пространств
с внутренней метрикой также рассматривались в работах [23; 24]. Груп­
пы подобий для пространств с внутренней метрикой изучены в статьях
[34;48], а также в работах [21;46]. Строение подобно однородных локально
компактных пространств с внутренней метрикой рассматривалось в рабо­
тах [18–20].

Прямо или косвенно вопросами геометрии R-деревьев математики
занимаются с середины XX века, но только в 2002 году, в статье [32],
было положено начало их систематическому изучению. Несмотря на мно­
голетние исследования, на данный момент остаются нерешёнными задачи
классификации и удобной практической верификации R-деревьев, а так­
же отсутствуют примеры построения подобно однородных вертикальных
R-деревьев и не достаточно подробно изучены их свойства.

Цель работы. Первая цель работы — рассмотреть геометрию стро­
го вертикальных R-деревьев и произвести их классификацию. Вторая
цель — показать существование вертикальных R-деревьев, не являющихся
строго вертикальными, и изучить их свойства.

Основные результаты.

1. Рассмотрена геометрия строго вертикальных R-деревьев и произ­
ведена их классификация.

2. Рассмотрены отображения R-деревьев, сохраняющие расстояние
один, не являющиеся изометрией.

3. Показано, что число ветвления вертикального, но не строго верти­
кального R-дерева как минимум континуально.

4. Доказана теорема о существовании вертикальных R-деревьев, не
являющихся строго вертикальными, и исследованы их свойства.

Методы исследований. Используются методы метрической геомет­
рии и классические теоремы из теории топологических групп. Применя­
ются теоремы об однородных пространствах с внутренней метрикой, так
как каждому подобно однородному пространству с внутренней метрикой
каноническим образом сопоставляется однородное пространство с внут­
ренней метрикой. Также, при решении поставленных задач, применяются
конструкции, разработанные в ходе проведения научного исследования.
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Научная новизна. Все основные результаты, полученные в диссер­
тации, являются новыми и снабжены строгими доказательствами.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты, полу­
ченные в рамках диссертационного исследования, имеют теоретический
характер и могут быть использованы при дальнейшем исследовании
пространств с внутренней метрикой. Примеры применения R-деревьев
приведены в статьях [29;32]. Полезный критерий R-дерева в терминах мет­
рических полурешёток показан в статье [4].

Апробация работы. Результаты диссертации были представлены
на следующих научных конференциях и семинарах: Всероссийская мо­
лодёжная школа-конференция “Лобачевские чтения – 2018”, Казанский
федеральный университет, г. Казань, 23 – 28 ноября 2018 г.; Международ­
ная конференция “Классическая и современная геометрия”, Московский
педагогический государственный университет, г. Москва, 22 – 25 апре­
ля 2019 г.; Международная научная конференция “Порядковый анализ и
смежные вопросы математического моделирования”, с. Цей, Республика
Северная Осетия-Алания, 15 – 20 июля 2019 г.; Международная кон­
ференция “Современная геометрия и ее приложения – 2019”, Казанский
федеральный университет, г. Казань, 4 – 7 сентября 2019 г.; Международ­
ная конференция по геометрическому анализу в честь 90-летия академика
Ю.Г. Решетняка, Институт математики им. С.Л. Соболева, г. Новосибирск,
22 – 28 сентября 2019 г.; Всероссийская молодёжная школа-конферен­
ция “Лобачевские чтения – 2019”, Казанский федеральный университет,
г. Казань, 25 – 30 ноября 2019 г.; Научно-практическая конференция
“Ломоносовские научные чтения”, Северный (Арктический) федеральный
университет им. М.В. Ломоносова, г. Архангельск, 2017 – 2019 гг.; На­
учный семинар кафедры математического анализа алгебры и геометрии,
ВШИТАС САФУ им. М.В. Ломоносова, г. Архангельск, 2017 – 2019 гг.;
Международная конференция по алгебре, анализу и геометрии 2021, Ка­
занский федеральный университет, г. Казань, 23 – 27 августа 2021 г.

Публикации. Всего автором опубликовано 11 работ по теме диссер­
тации. Основные результаты диссертации опубликованы в трех научных
статьях (в журналах, рекомендованных ВАК) [50–52]. Восемь публикаций
в материалах конференций [53–60] (имеющих индексацию в РИНЦ).

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, трёх
глав, заключения и списка литературы. Нумерация определений, гипотез
и теорем состоит из двух чисел: номера главы и порядкового номера в
главе. Список литературы содержит 60 наименований и приведен в алфа­
витном порядке, за исключением публикаций автора по теме исследования,
которые выделены в отдельную часть. Общий объём работы составляет
80 страниц машинописного текста.
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Содержание работы

Введение содержит информацию об объекте исследования, целях и
задачах работы, а также об основных результатах.

Первая глава разбита на два параграфа. Так, в первом (вспомога­
тельном), изложены основные определения и теоремы, а также обсужда­
ются некоторые конструкции и специфические свойства, характерные для
рассматриваемых видов пространств. Во втором параграфе первой главы
приведен обзор работ других авторов по теме исследования и сформулиро­
ваны задачи, подлежащие рассмотрению в рамках диссертации.

Определение 1.9. (см. [10]) Метрическое пространство (𝑋, 𝑑) назы­
вается локально полным, если для любой точки 𝑥 ∈ 𝑋 определено число
𝑟 > 0, такое что замкнутый шар 𝐵(𝑥, 𝑟) полон в метрике 𝑑. Точная верх­
няя грань радиусов 𝑟, для которых шар 𝐵(𝑥, 𝑟) полон, называется радиусом
полноты в точке 𝑥. Для радиуса полноты используется обозначение 𝑐(𝑥).

В дальнейшем, для краткости, метрическое пространство (𝑋, 𝑑) ино­
гда будет обозначаться 𝑋.

Теорема 1.11. (см. [10]) Локально полное подобно однородное про­
странство (𝑋, 𝑑) однородно тогда и только тогда, когда оно полно.

В работе рассматриваются исключительно подобно однородные про­
странства, не являющиеся однородными. Неоднородность пространств
означает, что группа всех изометрий действует нетранзитивно.

Определение 1.16. Нетривиальное (содержащее более одной точки)
геодезическое пространство (𝑋, 𝑑) называется R-деревом, если объединение
любых двух отрезков [𝑥𝑦] и [𝑦𝑧] в𝑋, пересечение которых есть их общий ко­
нец 𝑦, является вновь отрезком [𝑥𝑧]. Иначе говоря, 𝑋 является R-деревом,
если любая сторона произвольного треугольника △𝑥𝑦𝑧 в 𝑋 содержится в
объединении двух других сторон: [𝑥𝑧] ⊂ [𝑥𝑦] ∪ [𝑦𝑧].

Вторая глава диссертации посвящена рассмотрению геометрии
строго вертикальных R-деревьев.

В начале приводится характеризация R-дерева, как геодезического
пространства со структурой полулинейной метрической полурешётки, что
было частично раскрыто в статье Андреева П.Д. [4]. Основные факты
теории решёток и частично упорядоченных множеств можно найти в кни­
гах [13; 37].

Далее вводятся понятия вертикального и строго вертикального
R-дерева.

Определение 2.6. Непрерывная функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R называется
пилообразной, если:

1. 𝑓 не является постоянной ни на каком интервале (𝑐, 𝑑) ⊂ [𝑎, 𝑏];
2. из того, что 𝑓 монотонна на интервале (𝑐, 𝑑) ⊂ [𝑎, 𝑏] следует, что
𝑓 |(𝑐,𝑑) — линейная функция с угловым коэффициентом ±1.
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Определение 2.7. Пусть (𝑋, 𝑑) — локально полное подобно одно­
родное неоднородное R-дерево и 𝑐 : 𝑋 → R+ соответствующая функция
радиуса полноты. Оно называется вертикальным, если на каждом отрез­
ке [𝑥𝑦], параметризованном натуральной параметризацией 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋
так, что 𝛾(𝑎) = 𝑥 и 𝛾(𝑏) = 𝑦, функция радиуса полноты 𝑐(𝛾(𝑡)) являет­
ся пилообразной.

Определение 2.8. Вертикальное R-дерево 𝑋 называется строго вер­
тикальным, если на каждом отрезке [𝑥𝑦] ⊂ 𝑋 имеется не более одной
внутренней точки, которая является точкой локального экстремума ради­
уса полноты.

Лемма 2.9. Пусть 𝑋 — строго вертикальное R-дерево. Если на
некотором отрезке [𝑥𝑦] ⊂ 𝑋 имеется внутренняя точка 𝑧, являющаяся
локальным минимумом (соответственно, локальным максимумом) радиу­
са полноты, то всякая точка локального экстремума радиуса полноты на
произвольном отрезке является локальным минимумом (соответственно,
локальным максимумом).

Поэтому, очевидно, что строго вертикальные R-деревья различаются
по типу ветвления.

Определение 2.10. Пусть (𝑋, 𝑑) — строго вертикальное R-дерево,
отличное от R+. Будем говорить, что 𝑋 имеет ветвление кверху (соот­
ветственно, ветвление книзу), если всякая точка локального экстремума
радиуса полноты является точкой минимума (соответственно, максимума).

В третьем параграфе второй главы показано, что можно зафик­
сировать “стандартные” строго вертикальные R-деревья, которые будем
называть модельными.

Пусть задано некоторое множество 𝐺, в котором выделен элемент
𝑒 ∈ 𝐺. Для произвольного 𝑎 > 0 функция 𝜙 : [0, 𝑎) → 𝐺 называется ку­
сочно-постоянной справа, если для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑎) функция 𝜙 постоянна
на [𝑡, 𝑡 + 𝜀) ⊂ [0, 𝑎) при некотором 𝜀 > 0, зависящем от 𝑡 и 𝜙.

Пусть 𝑋+(𝐺) множество всех пар вида (𝜙, 𝑎), где 𝑎 > 0 произвольна,
а 𝜙 : [0, 𝑎) → 𝐺 — кусочно-постоянная справа функция, удовлетворяю­
щая условию 𝜙(0) = 𝑒. Определим на 𝑋+(𝐺) бинарное отношение ↗:
для функций (𝜙, 𝑎), (𝜓, 𝑎′) ∈ 𝑋+(𝐺) выполняется отношение 𝜙 ↗ 𝜓, ес­
ли 𝐷(𝜙) ⊆ 𝐷(𝜓) и 𝜓|𝐷(𝜙) = 𝜙.

Далее определим на множестве 𝑋+(𝐺) метрику 𝑑(𝜙,𝜓) = |𝑎 − 𝑎′|,
если 𝜙 ↗ 𝜓 или 𝜓 ↗ 𝜙, 𝐷(𝜙) = [0, 𝑎) и 𝐷(𝜓) = [0, 𝑎′). В противном
случае, если 𝜙 и 𝜓 несовместимы, то метрика определяется 𝑑(𝜙,𝜓) =
𝑑(𝜙,𝜙 ∧ 𝜓) + 𝑑(𝜙 ∧ 𝜓,𝜓).

Получена следующая

Теорема 2.21. Пространство 𝑋+(𝐺) — подобно однородное неод­
нородное строго вертикальное R-дерево с ветвлением кверху и числом
ветвления |𝐺|, где |𝐺| — мощность множества 𝐺.
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R-дерево 𝑋+(𝐺) называется модельным R-деревом с ветвлением
кверху. Аналогично определяется модельное строго вертикальное R-дерево
с ветвлением книзу.

В четвертом параграфе доказано, что всякое строго вертикальное
R-дерево изометрично одному из модельных R-деревьев и выводится сле­
дующая классификационная

Теорема 2.27. Пусть 𝑇 — строго вертикальное R-дерево с числом
ветвления B(𝑇 ). Если 𝑇 имеет тип ветвления кверху, то оно изометрично
𝑋+(𝐺), где 𝐺 — группа с количеством элементов |𝐺| = B(𝑇 ).

Также в данном параграфе показано, что существует изометрия меж­
ду R-деревьями с разным типом ветвления.

Определение 2.28. Пусть (𝑋, 𝑑), (𝑋 ′, 𝑑′) — два локально полных
подобно однородных неоднородных пространства с внутренней метрикой.
Будем говорить, что данные пространства инверсны друг другу, если су­
ществует гомеоморфизм 𝐼 : 𝑋 → 𝑋 ′, называемый инверсией 𝑋 на 𝑋 ′ с
коэффициентом 𝑅 > 0, при котором для радиуса полноты 𝑐(𝑥) произволь­
ной точки 𝑥 ∈ 𝑋 и радиуса 𝑐(𝑥′) её образа 𝑥′ = 𝐼(𝑥) выполняется равенство
𝑐(𝑥) · 𝑐(𝑥′) = 𝑅2.

Теорема 2.30. Пусть (𝑌, 𝑑) — строго вертикальное R-дерево с ветв­
лением книзу. Тогда оно инверсно некоторому строго вертикальному
R-дереву (𝑌 ′, 𝑑′) с ветвлением кверху с тем же числом ветвления.

После чего, на основании Теорем 2.27 и 2.30, получена

Теорема 2.31. Всякое строго вертикальное R-дерево с ветвлением
книзу изометрично модельному R-дереву 𝑋−(𝐺) для некоторой группы 𝐺.

Отдельно, в пятом параграфе второй главы, рассматриваются общая
проблема характеризации метрических пространств А.Д. Александрова.
Доказаны следующие предложения:

Предложение 2.35. Пусть 𝑋 — полное симплициальное дерево,
для которого все расстояния между вершинами являются рациональны­
ми числами и представляются дробями, знаменатели которых равномерно
ограничены. Тогда 𝑋 допускает биективное отображение на себя, сохраня­
ющее расстояние один и не являющееся изометрией.

Предложение 2.37. Пусть R-дерево 𝑋 допускает нетривиальную
изометрию, а множество попарных расстояний между его точками ветвле­
ния не более чем счётно. Тогда 𝑋 допускает биективное отображение на
себя, сохраняющее расстояние один и не являющееся изометрией.

Третья глава посвящена изучению геометрии вертикальных
R-деревьев, не являющихся строго вертикальными, при этом структур­
но глава разбивается на три параграфа.

7



В начале рассмотрены особенности ветвления вертикальных
R-деревьев. Показано, что каждая точка может быть как точкой локаль­
ного максимума, так и точкой локального минимума для функции 𝑐 на
различных отрезках, проходящих через неё. Также доказывается, что
число ветвления вертикального R-дерева, не являющегося строго верти­
кальным, как минимум континуально.

Определение 3.1 Пусть заданы функции 𝑓 : [0, 𝑎] → 𝐴 и
𝑔 : [0, 𝑏] → 𝐴, где 𝑎, 𝑏 > 0 и 𝐴 — произвольное множество. Будем го­
ворить, что 𝑓 и 𝑔 принадлежат одному ростку, если существует 𝛿 > 0,
при котором 𝑓 |[0,𝛿] = 𝑔|[0,𝛿].

Понятно, что на множестве функций указанного вида отношение при­
надлежности одному ростку является отношением эквивалентности. Класс
функций, эквивалентных заданной функции 𝑓 , называется её ростком. Ро­
сток функции 𝑓 в нуле обозначается [𝑓 ]0.

Далее классифицируем особые точки пилообразных функций и их
ростков. Пусть 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R — произвольная пилообразная функция.
Точка 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏) называется неособой, если 𝑓 монотонна в её окрестно­
сти (𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿) ⊂ (𝑎, 𝑏) при некотором 𝛿 > 0. Изолированные точки
локального экстремума будем называть особыми точками первого уровня.
Предположим, что для некоторого порядкового числа 𝜆 могут быть кор­
ректно определены особые точки пилообразных функций уровней меньше
𝜆. Тогда для пилообразной функции 𝑓 : [0, 𝑎] → R точка 𝑡 ∈ [0, 𝑎] будет
считаться особой точкой уровня 𝜆, если:

1. она не является неособой или особой точкой уровня меньше 𝜆 и
2. остальные точки в некоторой её окрестности (𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿) ⊂ [0, 𝑎]

уже определены как неособые либо как особые, уровня меньше 𝜆;
3. для любого порядкового числа 𝜅 < 𝜆 и любого 𝛿 > 0 существует

точка 𝑠 ∈ (𝑡−𝛿, 𝑡+𝛿) ⊂ [0, 𝑎], которая яляется особой точкой уровня
меньше 𝜅.

Определение 3.3 Пилообразная функция 𝑓 : [0, 𝑎] → R+ называется
симметричной в точке 𝑡 ∈ (0, 𝑎), если 𝑓(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡+ 𝜏) для всех положи­
тельных 𝜏 < 𝛿 и некоторого 𝛿 > 0, такого что (𝑡− 𝛿, 𝑡+ 𝛿) ⊂ [0, 𝑎]. Если 𝑡 —
особая точка уровня 𝜆 > 1 и 𝑓 симметрична в ней, то будем считать, что
𝑡 — симметричная особенность высокого уровня.

Доказана следующая

Теорема 3.4. Пусть 𝑌 — вертикальное, но не строго вертикальное
R-дерево, 𝑥 ∈ 𝑌 . Тогда для любой пилообразной функции 𝑓 : [0, 𝑎] → R+,
принимающей в нуле значение 𝑓(0) = 𝑐(𝑥), росток которой [𝑓 ]0 не содержит
симметричных особенностей высокого уровня, имеется ветвь 𝐵 R-дерева
𝑌 с корнем 𝑥, соответствующая ростку [𝑓 ]0.
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Далее, основываясь на рассмотренных особенностях ветвления вер­
тикальных R-деревьев, во втором параграфе вводятся необходимые опре­
деления и конструкции, которые понадобятся при доказательстве теоремы
о существовании.

Вертикальное R-дерево𝑋 представим в виде лабиринта, который име­
ет единственный вход и бесконечно много выходов. При этом каждая точка
в 𝑋 отождествляется с маршрутом, ведущим в неё из входа.

Определение 3.5 Пусть задана группа 𝐺 с единицей 𝑒. Рассмотрим
пары функций (𝑓, 𝜙), для которых выполнены следующие условия.

1. Функция 𝑓 : [0, 𝑎] → R — пилообразная, причём:
(1a) 𝑓(0) = 0 и 𝑓(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ (0, 𝑎];
(1b) существует такое 𝛿 > 0, что 𝑓(𝑡) = 𝑡 при всех 𝑡 ∈ [0, 𝛿].

2. Функция 𝜙 определена на открытом (в топологии полуинтерва­
ла [0, 𝑎)) подмножестве 𝐴 ⊂ [0, 𝑎) полной меры Лебега, то есть
𝜇𝐿([0, 𝑎) ∖𝐴) = 0, и действует на 𝐺, причём:

(2a) 𝜙 постоянна на связных подмножествах, то есть если
[𝛼, 𝛽] ⊂ 𝐴, то 𝜙|[𝛼,𝛽] = const;

(2b) 0 ∈ 𝐴 и 𝜙(0) = 𝑒. Следовательно [0, 𝜎) ⊂ 𝐴 для некото­
рого 𝜎 > 0 и 𝜙(𝑡) = 𝑒 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝜎). Далее будем
считать, что выполняется равенство 𝜎 = 𝛿.

Всякая такая пара функций является маршрутом на базе группы 𝐺.
Число 𝑎 при этом — длина маршрута. Если задан маршрут𝑀 = (𝑓, 𝜙) дли­
ны 𝑎, то функции 𝑓 и 𝜙 называются его первой и второй компонентой,
соответственно.

В одну и ту же точку лабиринта ведут несколько разных маршрутов.
Если маршрут ведёт в какую-то точку лабиринта, то существует экзит­
маршрут, который ведёт к одному из выходов. Маршрутом он не является,
но обладает многими важными свойствами.

Далее в качестве основного множества𝑋 принимается множество все­
возможных маршрутов на базе 𝐺. Первая задача состоит в том, чтобы
ввести на 𝑋 некоторое отношение эквивалентности 𝜏 так, чтобы марш­
руты, ведущие в одну и ту же точку лабиринта, были бы эквивалентны.
Метрику искомого R-дерева будем задавать на фактор-множестве 𝑋* =
𝑋/𝜏 . Для определения отношения 𝜏 введём следующие понятия.

Определение 3.6. Пусть 𝑀 = (𝑓, 𝜙) — маршрут длины 𝑎, функция
𝜙 определена на множестве 𝐴 ⊂ [0, 𝑎). Точка 𝑠 ∈ [0, 𝑎) ∖ 𝐴 называется
дырой, если 𝜙|(𝑠−𝜀,𝑠+𝜀)∩𝐴 = const для некоторого 𝜀 > 0. Заметим, что дыра
может быть изолированной, то есть обладать окрестностью, в которой нет
других дыр, или быть точкой накопления дыр.

Определение 3.7. Пусть заданы два маршрута одной и той же дли­
ны 𝑎:𝑀 = (𝑓, 𝜙) и ̂︁𝑀 = (𝑓, 𝜙), причём функция 𝜙 определена на множестве
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𝐴 ⊂ [0, 𝑎), а 𝜙 — на множестве 𝐴 и 𝐴 ⊆ 𝐴. Первые компоненты маршру­

тов 𝑀 и ̂︁𝑀 совпадают. Будем говорить, что маршрут ̂︁𝑀 получен из 𝑀
заполнением дыр, если 𝜙|𝐴 = 𝜙. В этом случае 𝑀 получен из ̂︁𝑀 прока­
лыванием дыр.

Лемма 3.8. Пусть𝑀 = (𝑓, 𝜙) — маршрут длины 𝑎. Тогда существует

единственный маршрут ̂︁𝑀 = (𝑓, 𝜙) без дыр, полученный из 𝑀 заполне­
нием дыр.

Определение 3.9. Пусть 𝑀 = (𝑓, 𝜙) — маршрут длины 𝑎. Будем
говорить, что он имеет возвращение на отрезке [𝑡0 − ℎ, 𝑡0 + ℎ] ⊂ [0, 𝑎], если
для любого 𝑠 ∈ (0, ℎ) выполняются условия:

1. 𝑓(𝑡0 − 𝑠) = 𝑓(𝑡0 + 𝑠);
2. 𝜙(𝑡0 − 𝑠) = (𝜙(𝑡0 + 𝑠))−1.
Возвращение называется элементарным, если на отрезке [𝑡0−ℎ, 𝑡0+ℎ]

𝑓 имеет единственный локальный экстремум в точке 𝑡0, а 𝜙 постоянна на
интервале (𝑡0 − ℎ, 𝑡0) (а следовательно и на интервале (𝑡0, 𝑡0 + ℎ)). Если
𝑀 не имеет возвращения ни на одном отрезке в [0, 𝑎], то принимаем, что
𝑀 — маршрут без возвращений.

Далее доказывается

Теорема 3.16. Для любого маршрута 𝑀 существует единственный
маршрут 𝑀̄ без дыр и возвращений, который совпадает с 𝑀 или получен
из 𝑀 выполнением удаляющей процедуры.

Под удаляющей процедурой для множества 𝑃 понимается конечная
или счётная последовательность операций, состоящих в заполнении дыр
или удалении возвращений, в результате которой все внутренние точки 𝑃
оказываются удалёнными.

Определение 3.17. Для маршрутов 𝑀1 = (𝑓1, 𝜙1) и 𝑀2 = (𝑓2, 𝜙2)
выполнено отношение 𝑀1𝜏𝑀2, если существует маршрут 𝑀 = (𝑓, 𝜙) без
дыр и без возвращений, который можно получить удаляющими процеду­
рами как из 𝑀1, так и из 𝑀2.

Из Леммы 3.8 и Теоремы 3.16 следует, что отношение 𝜏 транзитивно.
Его рефлексивность и симметричность очевидны, следовательно 𝜏 — отно­
шение эквивалентности, и корректно определено пространство 𝑋* = 𝑋/𝜏 .

В дальнейшем, для удобства, маршрутами определяются элементы
пространства 𝑋*, а само это пространство обозначено 𝑋, не различая в
нём эквивалентные маршруты.

В третьем параграфе третьей главы, доказывается теорема о суще­
ствовании вертикальных, но не строго вертикальных R-деревьев, которые
являются локально полными подобно однородными неоднородными про­
странствами, а также рассматриваются их свойства. Для этого выполнено
построение примера вертикального R-дерева 𝑋, не являющегося строго
вертикальным.
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В первую очередь на пространстве 𝑋 определяется частичный поря­
док. Маршрут ̂︁𝑀 = (𝑓, 𝜙) длины 𝑎̂ предшествует маршруту 𝑀 = (𝑓, 𝜙)

длины 𝑎 и обозначается ̂︁𝑀 ⪯ 𝑀 , если 𝑎̂ ≤ 𝑎, 𝑓 |[0,𝑎̂] = 𝑓 , функции 𝜙 и 𝜙

определены на множествах 𝐴 и 𝐴 соответственно, причём 𝐴 ⊂ 𝐴 и 𝜙|𝐴 = 𝜙.

На языке лабиринта отношение ̂︁𝑀 ⪯ 𝑀 означает, что любой маршрут от
входа до точки 𝑀 обязательно пройдёт через точку ̂︁𝑀 .

Далее доказывается

Теорема 3.18. Частично упорядоченное множество (𝑋,⪯) является
нижне-полулинейной ∧-полурешёткой.

Определим на множестве 𝑋 метрику 𝑑. Если маршруты 𝑀1,𝑀2 ∈ 𝑋
связаны отношением 𝑀1 ⪯𝑀2, то полагаем 𝑑(𝑀1,𝑀2) = 𝑑(𝑀2,𝑀1) = 𝑎2 −
𝑎1, где 𝑎𝑖 — длина маршрута 𝑀𝑖. Для произвольных маршрутов 𝑀1,𝑀2 ∈
𝑋 расстояние 𝑑(𝑀1,𝑀2) = 𝑑(𝑀1,𝑀1 ∧𝑀2) + 𝑑(𝑀1 ∧𝑀2,𝑀2).

Доказано, что

Лемма 3.19. Пространство (𝑋, 𝑑) является геодезическим.

Полученные теоремы и лемма влекут следующий результат.

Следствие 3.20. Пространство (𝑋, 𝑑) является R-деревом.
Дальнейшая цель состоит в том, чтобы показать, что R-дерево 𝑋

является локально полным и подобно однородным.

Теорема 3.21. R-дерево 𝑋 локально полно, причём радиус полноты
в точке, задаваемой маршрутом 𝑀 = (𝑓, 𝜙) длины 𝑎, равен 𝑐(𝑀) = 𝑓(𝑎).

Далее изучается группа Sim(𝑋) подобий пространства 𝑋 и её под­
группа Isom(𝑋) движений с тем, чтобы показать подобную однородность
𝑋. После чего задается операция ⊕ — конкатенации над маршрутами и
доказывается

Теорема 3.23. Множество 𝑋1 = 𝑐−1(1) ⊂ 𝑋 по отношению к опе­
рации ⊕ является группой.

После чего показано, что группа Isom(𝑋) действует на 𝑋1 ⊂ 𝑋 тран­
зитивно, и получен основной результат работы:

Теорема 3.24. Пространство 𝑋 является локально полным подобно
однородным неоднородным R-деревом. При этом 𝑋 вертикально, но не
строго вертикально.

Если при рассмотрении пространства 𝑋, вместо пилообразных функ­
ций рассматривать более обширный подкласс класса 1-липшицевых функ­
ций, то получается следующая теорема существования.

Теорема 3.25. Существует локально полное подобно однородное
неоднородное R-дерево 𝑋, не являющееся вертикальным.

Заключение содержит краткое изложение результатов диссертации.
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