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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы
В последние годы, в связи с потребностью таких областей научного

знания, как биофизика, химическая кинетика, астрофизика, геология, фи-
зика полупроводников и т.д., возрастает интерес к сингулярно возмущен-
ным дифференциальным уравнениям. Такие уравнения являются эффек-
тивными инструментоми математического моделирования, поскольку с их
помощью можно описывать физические величины, резко изменяющиеся
от одного уровня насыщения до другого, при этом особое внимание уделяя
области перехода [1]–[20].

Является известным тот факт, что некоторые дифференциальные урав-
нения с малым параметром при старшей производной допускают решения
вида контрастных структур [21]. Контрастной структурой принято назы-
вать функцию, внутри области определения которой присутствует интер-
вал, на котором наблюдается резкое изменение значений этой функции.
Данная область называется внутренним переходным слоем. Решения, со-
держащие внутренний переходный слой, подходят для описания физиче-
ских явлений в областях, в которых характеристики сред претерпевают
резкие изменения. К таким явлениям относятся, например, явление изме-
нения температуры жидкости на границе раздела вода-воздух [2], скорости
воздушных потоков или газовых концентраций на границах различных ти-
пов растительности [3]. Разработанные в диссертации подходы были успеш-
но применены автором при описании "пикообразного"поведения волновых
функций носителей на границе раздела двух сверхпроводников. Большой
интерес представляют также нестационарные контрастные структуры, ко-
торые с успехом применяются при моделировании динамики автоволнового
фронта в моделях биофизики [1], [5].

Нельзя не отметить активно развивающуюся область численно-
аналитических методов. На основе априорной информации, полученной в
результате асимптотического анализа задач с внутренними переходными
слоями удается разработать эффективные и экономичные численные ал-
горитмы решения как прямых, так и некоторых классов обратных задач
[22]–[24].

Одними из основных методов исследования как стационарных, так
и нестационарных контрастных структур являются метод пограничных
функций и метод дифференциальных неравенств. Метод пограничных
функций, позволяющий строить равномерные асимптотические разложе-
ния решения по степеням малого параметра, был предложен в работе А.
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Б. Васильевой [25], и получил дальнейшее развитие в работе [26]. Асимпто-
тический метод дифференциальных неравенств, развитый в работах Н. Н.
Нефедова [27]–[29], является эффективным методом доказательства тео-
рем существования, локальной единственности и асимптотической устой-
чивости решений с внутренними переходными слоями. В настоящей работе
оба указанных метода развиваются на новый класс задач с разрывными
нелинейностями.

Степень разработанности темы исследования
В последние годы наблюдается интерес к изучению нелинейных син-

гулярно возмущенных задач, решения которых имеют резкие внутренние
переходные слои. Решения такого типа в литературе принято называть
контрастными структурами типа ступеньки. Первые результаты в данном
направлении были получены профессором А. Б. Васильевой для двухто-
чечной краевой задачи

ε2d
2u

dx2 = f(u, x, ε), u(0, ε) = u0, u(1, ε) = u1, (1)

где ε - малый параметр, u(x, ε) - искомая скалярная функция. Было дока-
зано, что при определенных условиях на правую часть у задачи существует
решение близкое при малых ε к корню u = ϕ1(x) вырожденного уравнения
f(u, x, ε) = 0 левее некоторой точки x0, и близкого к корню u = ϕ2(x) вы-
рожденного уравнения правее x0, а также с помощью метода пограничных
функций построена его асимптотика. Полученное решение удовлетворет
предельному равенству

lim
ε→0

u(x, ε) =

{
ϕ1(x), 0 ≤ x < x0

ϕ2(x), x0 ≤ x < 1

Дальнейшее развитие теории контрастных структур отражено в обзорах
А.Б. Васильевой, В.Ф. Бутузова, Н.Н. Нефедова [30], [31].

Цели и задачи исследования
Целью настоящей работы является исследование контрастных структур

в сингулярно возмущенных задачах реакция-диффузия в случае разрыва
реактивного слагаемого. Рассматриваемые задачи:

– Одномерная и двумерная по пространственной переменной эллипти-
ческая краевая задача с решением, содержащим внутренний переход-
ный слой.

– Двумерная по пространственной переменной параболическая перио-
дическая краевая задача с решением, содержащим внутренний пере-
ходный слой в произвольной односвязной области с гладкой границей.
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Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:

– Разработать алгоритм построения асимптотических разложений для
данного класса задач.

– Определить условия, при которых в рассматриваемых задачах суще-
ствуют гладкие решения, содержащие внутренний переходный слой.
Провести строгое обоснование существования решений, обладающих
построенной асимптотикой.

– Доказать теоремы о локальной единственности и асимптотической
устойчивости по Ляпунову стационарных решений указанных задач.
Определить локальные области притяжения устойчивых стационар-
ных решений.

– Разработать примеры, иллюстрирующие предлагаемые алгоритмы.

Научная новизна
Научная новизна заключается в том, что в работе

– Метод пограничных функций модифицирован и обобщен, и впервые
применен для уравнения реакция-диффузия с разрывным реактив-
ным слагаемым. В результате построена формальная асимптотика
вида контрастной структуры.

– Для указанных выше задач проведено доказательство корректности
построенной асимптотики, доказаны теоремы существования, локаль-
ной единственности и асимптотической устойчивости по Ляпунову.
Данные результаты получены путем развития метода дифференци-
альных неравенств для данного класса задач.

Теоретическая и практическая значимость
Практическая значимость работы состоит в том, что ее результаты мо-

гут быть использованы при построении математических моделей в теории
нелинейных волн, акустике, физике полупроводников, биофизике, а так-
же в других областях естественных наук, в которых при моделировании
возникает необходимость описания скачкообразно изменяющихся величин.

Теоретическая значимость работы заключается в развитии методов тео-
рии сингулярных возмущений на новый класс задач с разрывными нели-
нейностями. Теоретические результаты также могут быть использованы
при разработке численно-аналитических методов исследования как ста-
ционарных, так и движущихся внутренних переходных слоев: алгоритмы,
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предлагаемые в диссертации, позволяют получать информацию о локали-
зации и структуре внутреннего переходного слоя, что позволяет строить
динамически адаптивные сетки, параметры которых определяются на ос-
нове информации, получаемой аналитически в процессе асимптотического
анализа задачи.

Методология и методы исследования
В диссертационной работе используются два классических метода

асимптотической теории контрастнных структур. Для построения асимпто-
тических приближений решений рассматриваемых задач применяется ме-
тод пограничных функций Васильевой А. Б. Для доказательства теорем
существования и асимптотической устойчивости применяется асимптоти-
ческий метод дифференциальных неравенств, который основан на теоре-
мах сравнения для эллиптических и параболических задач, использующий
предварительно построенную формальную асимптотику.

Положения, выносимые на защиту

– Существуют решения в виде контрастных структур для сингулярно
возмущенных задач реакция-диффузия в случае разрыва реактивно-
го члена.

– Полученный в ходе написания работы алгоритм позволяет построить
асимптотические разложения по малому параметру решений одно-
мерных и двумерных задач, которые содержат внутренний переход-
ный слой.

– Теоремы существования и асимптотической устойчивости по Ляпу-
нову гладких решений задач реакция-диффузия с разрывными ре-
активными слагаемыми, содержащих внутренний переходный слой в
окрестности разрыва, справедливы для каждой из рассмотренных в
диссертации задач.

Степень достоверности и апробация результатов
Достоверность изложенных в диссертационной работе результатов обес-

печивается строгостью математических доказательств и использованием
апробированных научных методов.

Результаты работы были доложены на следующих конференциях:
Актуальные проблемы вычислительной и прикладной математики – 2015
(2015, Новосибирск), Тихоновские Чтения 2015 года (2015, Москва), Ти-
хоновские Чтения 2016 года (2016, Москва), International Conference on
Mathematical Modeling in Applied Sciences (2017, Санкт-Петербург), Ломо-
носовские чтения - 2018 (2018, Москва), Integrable Systems and Nonlinear
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Dynamics (2018, Ярославль), Функциональные пространства. Дифферен-
циальные операторы. Проблемы математического образования: Пятая
Международная конференция, посвященная 95-ти летию со дня рож-
дения члена-корреспондента РАН Л.Д. Кудрявцева.(2018, Москва), 2nd
International Conference on Mathematical Modelling in Applied Sciences,
ICMMAS’19 (2019, Белгород), Динамика. 2019. Ярославль (2019, Яро-
славль), Тихоновские Чтения 2019 года (2019, Москва).

Личный вклад автора
Основные идеи и положения работы изложены в 18 публикациях автора

(общим объемом 4,7 п.л.), из них 6 статей в рецензируемых научных из-
даниях, рекомендованных для защиты в диссертационном совете МГУ по
специальности 01.01.03 — математическая физика. В написанных в соав-
торстве работах все результаты, представленные в диссертации, получены
лично Орловым А. О.

Структура и объем диссертации
Диссертационная работа состоит из введения, пяти глав, заключения

и списка литературы. Полный объем диссертации – 164 страницы, дис-
сертация содержит 6 рисунков, список литературы включает в себя 106
наименований.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во Введении обоснована актуальность исследуемых задач, определе-
ны научная новизна и практическая значимость, приведены основные по-
ложения, выносимые на защиту, а также данные об апробации работы.

В Главе 1 приведен обзор научных работ, близких к теме диссертации
— исследованию переходных слоев в задачах реакция-диффузия с разрыв-
ным реактивным членом.

Глава 2 посвящена изучению краевой задачи для одномерного уравне-
ния реакция-диффузия

ε2d
2u

dx2
= f(u, x, ε), x ∈ (−1; 1),

du

dx
(∓1, t) = u(∓), (2)

где ε - малый параметр, лежащий в интервале (0; ε0], функция f(u, x, ε)

определена на множестве Ω := (u, x, ε) ∈ Iu× [−1; 1]×(0; ε0] и претерпевает
разрыв первого рода вдоль отрезка прямой {u ∈ Iu, x = x0} :

f(u, x, ε) =

{
f (−)(u, x, ε), u ∈ Iu, −1 ≤ x ≤ x0 − 0,

f (+)(u, x, ε), u ∈ Iu, x0 + 0 ≤ x ≤ 1,
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где f (−)(u, x, ε) ∈ C3(Iu × [−1;x0]× (0; ε0]), f
(+)(u, x, ε) ∈ C3(Iu × [x0; 1]×

(0; ε0]) и f (−)(u, x0, ε) 6= f (+)(u, x0, ε), u ∈ Iu.
Сформулированы условия существования, локальной единственности и

асимптотической устойчивости стационарного решения, содержащего внут-
ренний переходный слой. Для доказательства сформулированных теорем
использован асимптотический метод дифференциальных неравенств, раз-
витый для данного класса задач

В Главе 3 рассмотрена краевая задача для уравнения Пуассона в дву-
мерном случае: 

ε2∆u = f (u,M, ε) , M ∈ D,

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂D

= u0 (S) , S ∈ ∂D.
(3)

Здесь D – односвязная область на плоскости (x, y) с гладкой границей ∂D,
ε–малый параметр, лежащий в интервале (0; ε0], n – нормаль к кривой
∂D, внешняя по отношению к области D. Будем считать, что существует
простая гладкая замкнутая кривая C0, целиком лежащая в области D и
делящая эту область на две части: D(in), ограниченную кривой C0, и D(ex),
ограниченную кривыми C0 и ∂D.

Пусть функция f (u,M, ε) = f (u, x, y, ε) в правой части уравнения (3)
имеет вид:

f (u, x, y, ε) =

{
f (in) (u, x, y, ε) , если (x, y) ∈ D̄(in);

f (ex) (u, x, y, ε) , если (x, y) ∈ D̄(ex).

Где f (in)(u, x, y, ε), f (ex)(u, x, y, ε) - достаточно гладкие ограниченные
функции, соответственно в областях Iu× D̄(in)× (0; ε0] и Iu× D̄(ex)× (0; ε0],
где Iu – интервал изменения функции u, причем функция f (u, x, y, ε) пре-
терпевает разрыв первого рода на поверхности
S (u, x, y) : {u ∈ Iu; (x, y) ∈ C0}.

Считаем, что в области D̄(in) определена функция u=̂ϕ(in) (x, y), явля-
ющаяся изолированным решением уравнения f (in) (u, x, y, 0) = 0, а в обла-
сти D̄(ex) определена функция u=̂ϕ(ex) (x, y) , являющаяся изолированным
решением уравнения f (ex) (u, x, y, 0) = 0, и пусть для всех точек (x, y) , ле-
жащих на кривой C0, выполняется неравенство
ϕ(in) (x, y) > ϕ(ex) (x, y).

Для задачи получены условия, при которых существует решение, по-
строено его асимптотическое приближение по малому параметру и доказа-
но существование и асимптотическая устойчивость по Ляпунову.

8



В Главе 4 исследовано решение вида контрастной структуры следу-
ющей параболической задачи реакция-диффузия в среде с разрывными
характеристиками:

ε2∆u− ε
∂u

∂t
= f (u,M, t, ε) , M ∈ D, t ∈ R,

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂D

= u0 (S, t) , S ∈ ∂D,

u (M, t) = u (M, t + T ) .

(4)

Здесь D – односвязная область на плоскости (x, y) с гладкой границей ∂D,
ε–малый параметр, лежащий в интервале (0; ε0], n – нормаль к кривой ∂D,

внешняя по отношению к области D. Будем считать, что в каждый момент
времени t ∈ R существует простая замкнутая кривая CT , целиком лежащая
в областиD, контур которой задается с помощью гладких T-периодических
функций.

Кривая CT делит область D на две части: D(in), ограниченную кривой
CT , и D(ex), ограниченную кривыми CT и ∂D. Будем считать, что функция
u0 (S, t) T-периодическая и непрерывная при S ∈ ∂D, t ∈ R.

Функция f (u,M, t, ε) = f (u, x, y, t, ε) в правой части уравнения (4)
имеет вид:

f (u, x, y, t, ε) =

{
f (in) (u, x, y, t, ε) , если (x, y, t) ∈ D̄(in) × R;

f (ex) (u, x, y, t, ε) , если (x, y, t) ∈ D̄(ex) × R.

Где f (in)(u, x, y, t, ε), f (ex)(u, x, y, t, ε) – достаточно гладкие
Т-периодические функции, определенные соответственно в областях Iu ×
D̄(in) × R × (0; ε0] и Iu × D̄(ex) × R × (0; ε0], где Iu – допустимый интер-
вал изменения функции u, причем функция f (u, x, y, t, ε) в каждый мо-
мент времени претерпевает разрыв первого рода на поверхности S (u, x, y) :

{u ∈ Iu; (x, y) ∈ CT}
Изучен вопрос о существовании устойчивого периодического решения

задачи с внутренним переходным слоем. Построено асимптотическое при-
ближение решения, доказаны теоремы существования, устойчивости и ло-
кальной единственности решения при помощи асимптотического метода
дифференциальных неравенств.

В Главе 5 рассмотрена параболическая задача для уравнения реакция-
диффузия с источником модульно-кубичного типа:
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Nε(u) := ε2

(
4u− ∂u

∂t

)
− f(u, x, y, t, ε) = 0,

(x, y, t) ∈ Dt := {(x, y, t) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, t ∈ R},
∂u

∂nΓ
(x, y, t, ε) = 0, (x, y) ∈ Γ, t ∈ R,

u(x, y, t, ε) = u(x, y, t + T, ε), (x, y) ∈ D, t ∈ R,

(5)

где 4 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 , а производная ∂
∂nΓ

берется по внутренней нормали к
гладкой границе Γ заданной двумерной односвязной области D, а ε > 0 -
малый параметр.

Задача (5) рассматривается при условии, что функция f(u, x, y, t, ε)

имеет вид:

f (u, x, y, t, ε) =

{
f (+) (u, x, y, t, ε) , если u ≥ ϕ2(x, y, t) (x, y) ∈ D̄, t ∈ R;

f (−) (u, x, y, t, ε) , если u < ϕ2(x, y, t) (x, y) ∈ D̄, t ∈ R,

где f (+) (u, x, y, t, ε) , f (+) (u, x, y, t, ε) – достаточно гладкие функции. Такие
нелинейности принято называть нелинейностями модульного типа.

Рассмотрен случай существования внутреннего переходного слоя в
условиях несбалансированной и сбалансированной реакции. Построено
асимптотическое приближение и исследована асимптотическая устойчи-
вость по Ляпунову периодических решений в каждом из рассмотренных
случаев. Для доказательства существования решения и его асимптотиче-
ской устойчивости использован асимптотический метод дифференциаль-
ных неравенств. Приведен пример и проведены численные расчеты, иллю-
стрирующие теоретический результат.

Заключение
Диссертационная работа посвящена теоретическому исследованию

нелинейных сингулярно возмущенных уравнений реакция-диффузия, клю-
чевой особенностью которых является разрыв реактивного слагаемого.

Перечислим основные результаты работы.

– Получены условия, при которых в рассматриваемых задачах суще-
ствуют решения, содержащие внутренний переходный слой.

– Разработан алгоритм построения асимптотических разложений для
данного класса задач.

– Доказаны теоремы существования, локальной единственности и
асимптотической устойчивости по Ляпунову.
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– Асимптотический метод дифференциальных неравенств развит в
применении к новому классу задач с разрывными нелинейностями.

Методы исследования, предложенные в диссертационной работе, могут
быть обобщены на уравнения произвольной размерности по пространствен-
ным переменным, а также на более сложные задачи, например, на задачи
для систем уравнений и прикладные задачи, связанные с моделями био-
физики и перколяции. Также результаты диссертационной работы могут
быть использованы для разработки численных методов решения жестких
задач с разрывными нелинейностями.
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