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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

ÀÊÒÓÀËÜÍÎÑÒÜ ÒÅÌÛ.

Îñíîâíûå çàêîíû, íà êîòîðûõ îñíîâàíî èçó÷åíèå ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé
îêðóæàþùåãî ìèðà, îáû÷íî âûðàæàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè, ÷àñòî ñèíãóëÿðíûì èëè âûðîæäàþùèìñÿ. Èõ èññëåäîâàíèå
òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ÿâ-
ëÿåòñÿ àêòóàëüíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèÿ, êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ
ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì, òî åñòü ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè èëè ïðè êàêîé-
ëèáî åå ïðîèçâîäíîé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íà ãðàíèöå èëè âíóò-
ðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Âàæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáúÿñíÿåòñÿ êàê âíóòðåííèìè ïîòðåáíîñòÿìè
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òàê è ïðè-
êëàäíûì çíà÷åíèåì ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ìåòîäàì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî è öåëîãî ïîðÿäêà ñ ñèíãóëÿðíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì1 Áåññåëÿ, êîòîðûé èìååò âèä

(Bγ)t =
d2

dt2
+
γ

t

d

dt
, γ > 0. (1)

Òàêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿþòñÿ
ñèíãóëÿðíûìè, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íà ãðàíèöå èëè
âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. À èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà[

n∑
i=1

(Bγi)xi − (Bk)t

]
u = c2u, k ∈ R, c > 0, u = u(x, t), (2)

[
(Bγ1)x1 −

n∑
i=2

(Bγi)xi

]α
u(x) = f(x), α > 0, (3)

(
∂2

∂t2
−

n∑
i=1

(Bγi)xi

)α
u(x) = f(x), t ∈ R, (4)

1Çäåñü è äàëåå îïåðàòîðàìè, ñëåäóÿ òðàäèöèè, íàçûâàåòñÿ òî, ÷òî, âîçìîæíî, áîëåå
òî÷íî ñëåäóåò íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè.
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 p∑
i=1

(Bγi)xi −
n∑

i=p+1

(Bγi)xi

m u(x) = f(x), m∈N, (5)

è
m∑
k=0

Akx
2(α+k)(Bγ)α+k

x f(x) = h(x), x > 0, α > 0, (6)

ãäå t > 0, x = (x1, ..., xn), xi > 0, i = 1, ..., n, Ak ∈ R, k = 0, ..., 1.
Îäíîé èõ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò, ïîáóäèâøèõ èíòåðåñ ê êðàåâûì

çàäà÷àì äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, áûëà ðàáîòà Ì. Â. Êåëäûøà2, â êîòîðîé áûëè
âûÿâëåíû îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé â òàêèõ çà-
äà÷àõ. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçó÷à-
ëàñü Æ. Ë. Ëèîíñîì3, Ð. Êýððîëëîì, Ð. Øîóîëòåðîì4 (ñì. òàêæå áèáëèî-
ãðàôèþ â ýòèõ êíèãàõ), Ñ. À. Òåðñåíîâûì5. Ñèíãóëÿðíûå ïàðàáîëè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü ß. È. Æèòîìèðñêèì6, Ì. È. Ìàòèé÷óêîì7

è äð. Ñèíãóëÿðíûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ïàðàáîëè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ, áûëè ðàññìîòðåíû À. Á. Ìóðàâíèêîì ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ
À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî.

Îñíîâîïîëîæíèêîì øêîëû ïî ñèíãóëÿðíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ â Âîðîíåæå ÿâëÿåòñÿ È. À. Êèïðèÿ-
íîâ. Íà÷èíàÿ ñ 60-õ ãîäîâ XX âåêà Êèïðèÿíîâ íà÷èíàåò ðàññìàòðè-
âàòü çàäà÷è ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ. È. À. Êèïðèÿíîâ ïðåäëîæèë èñïîëü-
çîâàòü èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�Áåññåëÿ (Õàíêåëÿ) ïðè ïî-
ñòðîåíèè âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è ïðè ðåøåíèè çàäà÷
ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ è äðóãèìè ñèíãóëÿðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè
è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ. Â 80-õ ãîäàõ XX âåêà È. À. Êèïðèÿíîâûì ñîâìåñòíî ñ
Ë. À. Èâàíîâûì èçó÷àëèñü ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ Â-ýëëèïòè÷åñêèõ

2Êåëäûø Ì. Â. Î íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûðîæäåíèÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà
íà ãðàíèöå îáëàñòè / Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1951. � Ò. 77, � 1. � Ñ. 181�183.

3Lions J. L. Equations di�erentielles operationnelles et probl�emes aux limites / �
Springer, 1961. � 292 p.

4Carroll R. W., Showalter R. E. Singular and degenerate Cauchy problems. � N.Y. :
Academic Press, 1976. � 333 p.

5 Òåðñåíîâ, Ñ. À. Ââåäåíèå â òåîðèþ óðàâíåíèé, âûðîæäàþùèõñÿ íà ãðàíèöå. �
Íîâîñèáèðñê : ÍÃÓ, 1973. � 143 ñ.

6Æèòîìèðñêèé ß. È. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè òèïà Áåññåëÿ / Ìàòåì. ñá. � 1955.
� Ò. 36(78), � 2. � Ñ. 299�310.

7 Ìàòié÷óê, Ì. I. Ïàðàáîëi÷íi ñèíãóëÿðíi êðàéîâi çàäà÷i.� Êèiâ : Ií-ò ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðàiíè, 1999. � 176 ñ.
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è Â-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòî-
ðîì Áåññåëÿ âìåñòî âñåõ èëè íåêîòîðûõ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ). Çàòåì,
È. À. Êèïðèÿíîâûì ñîâìåñòíî ñ Â. Â. Êàòðàõîâûì èçó÷àëèñü êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà ñóùåñòâåí-
íûõ îñîáåííîñòåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â. Â. Êàòðàõîâûì èçó÷àëèñü
ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè äëÿ íèõ. Ë. Í. Ëÿ-
õîâûì áûëè èçó÷åíû âîïðîñû î ìóëüòèïëèêàòîðàõ ñìåøàííîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå�Áåññåëÿ (Õàíêåëÿ), äðîáíûå ñòåïåíè Â-ýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ (ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ âìåñòî âñåõ
èëè íåêîòîðûõ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ), ñôåðè÷åñêèå Â-ãàðìîíèêè, è îáîá-
ùåííûå ãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû è äðóãèå âîïðîñû.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì
Áåññåëÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàçðàáîòàíû À. Âàíøòåéíîì è È. À. Êè-
ïðèÿíîâûì è äð. Â ðàáîòàõ ß. È. Æèòîìèðñêîãî, Ì. È. Ìàòèé÷óêà è äð.
áûëè ïîñòðîåíû ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîð Áåññåëÿ.
Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ îïåðàòî-
ðîì Áåññåëÿ, äåéñòâóþùèì ïî âðåìåíè, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì
óðàâíåíèåì Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó ðàçâèâàëèñü â ðàáîòàõ Ð. Â. Êýððîë-
ëà, Ð. È. Øîóîëòåðà, Ä. Â. Áðåñòåðñà, À. Âàíøòåéíà, Ì. Ì. Ñìèðíîâà,
Ñ. À. Òåðñåíîâà, Ø. Ò. Êàðèìîâà è äð.

Óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ èìåþò ìíîãî ïðèëîæåíèé. Ðÿä ôèçè-
÷åñêèõ ïðîáëåì, â òàêèõ ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ, êàê òåîðèÿ êîëåáàíèé,
ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà, ãèäðîäèíàìèêà,
òåîðèÿ óïðóãîñòè, ñâîäÿòñÿ ê èçó÷åíèþ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì (1). Òàê, ê ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ îïå-
ðàòîðîì Áåññåëÿ, â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ν â (1) íàòóðàëüíîå ïðèâîäÿò
ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò ñèììåòðèÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì èëè ïî
ãðóïïàì ïåðåìåííûõ. Ê òàêèì ïðîáëåìàì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ïðîáëå-
ìà êîëåáàíèé âðàùàþùåãîñÿ äèñêà (øàðà), êîòîðàÿ ïðèâëåêàåò âíèìàíèå
èññëåäîâàòåëåé èç-çà âàæíîñòè åå ïðèìåíåíèÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ òóðáèí,
ãèðîñêîïîâ è âûñîêîñêîðîñòíûõ êàìåð. Ñëó÷àé, êîãäà ν ïðîèçâîëüíîå âå-
ùåñòâåííîå, êðàéíå èíòåðåñåí ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî òàêæå
âîçíèêàåò â ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð, � â çàäà÷àõ î ñëó÷àéíîì áëóæäà-
íèè ÷àñòèöû, â ãàçîâîé äèíàìèêå è ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä).

Ìåòîäû ïðèìåíåíèÿ òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîðîæäåííûõ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, ê êëàññè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ðàçðàáîòàíû È. Ì. Ãåëüôàíäîì, Ã. Å. Øèëîâûì,
Ë. Õåðìàíäåðîì. Âåñîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè, ïîðîæäåííûå êâàäðà-
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òè÷íîé ôîðìîé, ñ âåñîì, âçÿòûì ïî îäíîé ïåðåìåííîé, ðàññìàòðèâàëèñü
è ïðèìåíÿëèñü ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ È. À. Êèïðèÿíîâûì, Ë. À. Èâà-
íîâûì. Îöåíêè âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ âåñîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè,
ïîðîæäåííûå èíäåôèíèòíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, ïîëó÷åíû À. Á. Ìó-
ðàâíèêîì. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû âåñîâûõ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, ïîðîæäåííûõ íåîïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, èçó÷àþò-
ñÿ ïðîèçâîäíûå òàêèõ ôóíêöèé, îïèñûâàåòñÿ ïîâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé â
îñîáûõ òî÷êàõ, íàéäåíî èõ ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ.

Îòäåëüíûé êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññå-
ëÿ ñîñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó âèäà

Au = (Bk)t u, u = u(x, t; k), (7)

ãäå A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé òîëüêî ïî ïåðåìåííûì x =
(x1, ..., xn). Çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (Bk)tu(x, t) = ∆u(x, t) èçó÷àëàñü
Ñ. À. Òåðñåíîâûì. À. Â. Ãëóøàêîì èçó÷àëèñü àáñòðàêòíûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ âèäà (7), ãäå A � çàìêíóòûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, èì èññëå-
äîâàí âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé êîððåêòíîñòè çà-
äà÷è Êîøè äëÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé è èçó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
òàêèõ çàäà÷ ñ ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíûõ. Óðàâíåíèå
Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó è åãî îáîáùåíèÿ èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â
ãàçîâîé è ãèäðî-äèíàìèêå8, òåîðèè îáîëî÷åê9, â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìå-
õàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä10, â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà11, ïðè èçó÷å-
íèè ñòîëêíîâåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí12, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè13. Ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òèïà Êëåéíà�Ãîðäîíà ñ
îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, äåéñòâóþùèì ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, îáîáùàþ-
ùåå óðàâíåíèå òèïà Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó, îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå
âîëí â ôèçè÷åñêè íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ æåñòêîñòüþ. Â îäíîìåðíîì ñëó-
÷àå òàêîå óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîëüíûìè ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

8×àïëûãèí Ñ. À. Î ãàçîâûõ ñòðóÿõ. Ñîáðàíèå ñî÷., ò. 2 / � Ì. � Ë. : Ãîñòåõèçäàò,
1948. � 644 ñ.

9 Darboux G. Le�cons sur la th�eorie g�en�erale des surfaces et les applications g�eom�etriques
du calcul in�nit�esimal. Vol. 2. � Paris : Gauthier-Villars, 1915. � 579 p.

10Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä : Ãèäðîäèíàìèêà è òåîðèÿ
óïðóãîñòè. � Ì. ; Ë. : ÎÃÈÇ : Ãîñ. èçä-âî òåõíèêî-òåîðåò. ëèò., 1944. �- 624 ñ.

11Baker B. B., Copson E. T. The Mathematical Theory of Huygens' Principle. � New
York : Oxford University Press, 1939. � 160 p.

12Hauser I., Ernst F. J. Initial value problem for colliding gravitational plane wave/ J.
Math. Phys. � 1989. � Vol. 30, no. 4. � P. 872�887.

13Stewart J. M. The Euler�Poisson�Darboux equation for relativists/ General Relativity
and Gravitation. �� 2009. � Vol. 41, I. 9. � P. 2045�2071.
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ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îïèñûâàþùåå, íàïðèìåð, ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí
ïî ñòðóíå ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ, áûëî ðàññìîòðåíî À. Â. Áîðîâñêèõ.
Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó
âèäà (2) è åãî îáîáùåíèÿ âèäà (3) è (5).

Ñïåöèàëüíûé êëàññ ïðåäñòàâëÿþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ
îïåðàòîðîì Áåññåëÿ (1) äðîáíîãî ïîðÿäêà âèäà (3) è (4). Â êà÷åñòâå ìå-
òîäà ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âûáðàí ìåòîä ïîòåíöèàëîâ Ðèññà. Ìåòîä
ïîòåíöèàëîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà, Ãåëüìãîëüöà è
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ áûë ïðèìåíåí â ðàáîòàõ Ì. Ðèññà, Ë. Øâàðöà, È.
Ò. Êîïñîíà. Òåîðèÿ ïîòåíöèàëîâ Ðèññà ïðèâåäåíà â êíèãàõ Ë. Øâàðöà,
È. Ñòåéíà, Ñ. Õåëãàñîíà, Ñ. Ã. Ñàìêî è â ðàáîòå Â. À. Íîãèíà è Å. Â.
Ñóõèíèíà. Èññëåäîâàíèÿ Ì. Ë. Ãîëüäìàíà è Â. Ñ. Ãóëèåâà âíåñëè ñóùå-
ñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ îïåðàòîðîâîâ òèïà ïîòåíöèàëà Ðèññà. Ïðèëî-
æåíèÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ â òåîðèè îáîáù¼ííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ðàññìàòðèâàëèñü À. Ï. Ñîëäàòîâûì14

Ïðèêëàäíîé àñïåêò ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññå-
ëÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà òåñíî ñâÿçàí ñ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè âèçóàëèçàöèè,
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåí-
íûõ èññëåäîâàíèé, èìåþùèõ äåëî ñ èçîáðàæåíèÿìè â íåêîòîðûõ òèïàõ
òîìîãðàôè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, â òîì ÷èñëå îïòîàêóñòè÷åñêîé òîìîãðà-
ôèè, òåðìîàêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè, ðàäèîëîêàöèè è ýõîëîêàöèè.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âïåðâûå ðàññìîòðåííûå â äèññåðòà-
öèè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ñòåïåíÿìè îïåðàòîðà Áåñ-
ñåëÿ âèäà (6). Èññëåäîâàíèå äðîáíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Áåññåëÿ áûëî
íà÷àòî â ðàáîòàõ È. Ã. Øïðèíõàéçåí�Êóïåð è À. Ìàêáðàéäà. È. Äèìîâ-
ñêè è Â. Êèðÿêîâà èññëåäîâàëè áîëåå îáùèé ãèïåðáåññåëåâ îïåðàòîð, à
òàêæå åãî äðîáíûå ñòåïåíè â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Í. Ä. Îáðåøêîâà.

Óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Áåññåëÿ ìîäåëèðóþò ñëó-
÷àéíîå áëóæäàíèå ÷àñòíèöû. Òàêèå ìîäåëè ðàññìîòðåíû È. Îðñèíòåðîì
è Ð. Ãàððîé. Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñëó-
÷àéíûå áëóæäàíèÿ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ðàññìîòðåíû â Â. Í. Êîëî-
êîëüöîâûì.

Îáùèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ. Íåíóëåâîé îïåðàòîð T íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ïàðû îïåðàòîðîâ (A,B), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå T A = B T.
Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ôîðìóëû
ñâÿçè ìåæäó ðåøåíèÿìè âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèé, â

14Ñîëäàòîâ À. Ï. Îäíîìåðíûå ñèíãóëÿðíûå îïåðàòîðû è êðàåâûå çàäà÷è òåîðèè
ôóíêöèé. � Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1991. � 206 c.
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òîì ÷èñëå, îáîáùàòü èçâåñòíûå ôîðìóëû, ñâÿçàííûå ñî âòîðûìè ïðîèç-
âîäíûìè, íà ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïðèìåíÿåòñÿ îïå-
ðàòîð Áåññåëÿ. Ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêæå ñ óñïåõîì ïðè-
ìåíÿåòñÿ ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷, çàäà÷ òåîðèè ðàññåÿíèÿ, îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ è ïðè èññëåäîâàíèè ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì.

Â. Â. Êàòðàõîâûì è Ñ. Ì. Ñèòíèêîì15,16 áûë ïðåäëîæåí êîìïîçèöèîí-
íûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûé âïîñëåäñòâèè
áûë ñóùåñòâåííî ðàçâèò Ñ. Ì. Ñèòíèêîì. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò óêàçàòü
àëãîðèòìû íå òîëüêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
íî òàêæå è äëÿ ïîñòðîåíèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé ëþáûõ ïîäõîäÿùèõ îïåðà-
òîðîâ. Âàæíûì ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ñõåìû êîìïîçèöèîííîãî ìåòîäà
ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññû ïîòåíöèàëîâ, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî
ââîäèòü è èçó÷àòü äðîáíûå ñòåïåíè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ðàñ-
ñìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ïî-
ëó÷àòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé öåëîãî è äðîáíûõ ïîðÿäêîâ. Ïî òîé æå ñõåìå â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå
ñòðîÿòñÿ êëàññè÷åñêèå ïñåâäî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû17.

Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè ¾Ìåòîä êîìïîçèöèîííûõ èíòåãðàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
îïåðàòîðîì Áåññåëÿ è åãî äðîáíûìè ñòåïåíÿìè¿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé
äëÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

ÖÅËÈ È ÇÀÄÀ×È ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÎÍÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ.
Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå è

ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ äðîáíîãî è öåëîãî ïîðÿäêà. Îñîáîå âíèìàíèå óäëÿ-
åòñÿ îáîñíîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà â âèäå
îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà è ïîëó÷åíèþ àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ýòîãî ðå-
øåíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè â äèññåðòàöèè áûëè ðåøåíû
ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1. Ââåñòè êëàññû âåñîâûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîðîæäåííîé íåîïðå-

15Êàòðàõîâ Â. Â., Ñèòíèê Ñ. Ì. Ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è êðàåâûå çàäà÷è
äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé / ÑÌÔÍ. � 2018. � Ò. 64, � 2. � Ñ. 211�
426.

16Êàòðàõîâ Â. Â., Ñèòíèê Ñ. Ì. Êîìïîçèöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ B-
ýëëèïòè÷åñêèõ, B-ïàðàáîëè÷åñêèõ è B-ãèïåðáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ
/ Äîêë. ÐÀÍ. � 1994. � Ò. 337, � 3. � Ñ. 307�311.

17Îëåéíèê Î. À., Ðàäêåâè÷ Å. Â. Óðàâíåíèÿ ñ íåîòðèö õàðàêòåðèñò ôîðìîé.� Ì.,
ÌÃÓ, 2010. � 360 ñ.

8



äåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, èçó÷èòü ïðîèçâîäíûå òàêèõ ôóíê-
öèé, îïèñàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèé â îñîáûõ òî÷êàõ, íàéòè èõ ïðåîá-
ðàçîâàíèå Õàíêåëÿ.

2. Ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ âåñîâûõ îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé, ê ïîñòðîåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ èòåðèðîâàííîãî óëü-
òðàãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, äåéñòâóþ-
ùèì ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.

3. Ðàçðàáîòàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà
Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó.

4. Íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññå-
ëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äðîáíîãî ïîðÿäêà. Èññëåäîâàòü ðåøåíèå
íà îãðàíè÷åííîñòü â âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññàõ, íàéòè àíà-
ëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ.

5. Âûðàáîòàòü ìåòîä ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ îáùåãî íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó, ñ èñïîëüçîâàíèåì ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, îáîáùàþùèõ ïîòåíöèàëû Ðèññà.

6. Èññëåäîâàòü äðîáíûå èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå Áåññåëÿ è ñêîíñòðó-
èðîâàòü ìåòîä ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ.

ÌÅÒÎÄÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß.
Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàíû îðèãèíàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ öåëîãî è äðîáíîãî ïîðÿä-
êîâ. Îñíîâíûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ íîâûõ îáúåêòîâ è èíñòðóìåíòîâ èññëå-
äîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèîííûé ìåòîä èëè ìåòîä ôàêòîðèçàöèè. Êðî-
ìå òîãî, â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé, òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, òåîðèè èíòåãðàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, òåîðèè äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èíòåðïîëÿ-
öèîííûå ìåòîäû, àïïðîêñèìàòèâíûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ðàñõîäÿùèõñÿ
èíòåãðàëîâ.

ÍÀÓ×ÍÀß ÍÎÂÈÇÍÀ.
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû ëè÷íî àâ-

òîðîì. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííûå ëè÷íî àâòîðîì.
Ïåðå÷èñëèì ãëàâíûå èç íèõ.

1. Ââåäåíû è èçó÷åíû âåñîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè, ïîðîæäåííîé
íåîïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.
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2. Âïåðâûå ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû äðîáíûå ñòåïåíè ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî îïåðàòîðà, â êîòîðîì ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ äåéñòâóåò
îïåðàòîð Áåññåëÿ.

3. Íàéäåíî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåñ-
ñåëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äðîáíîãî ïîðÿäêà.

4. Ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå è ïîëó÷åíû îöåíêè â âåñî-
âûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññàõ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äðîáíîãî ïîðÿäêà.

5. Âåñîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè, ïîðîæäåííîé íåîïðåäåëåííîé êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìîé ïðèìåíåíû ê ïîñòðîåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðå-
øåíèÿ èòåðèðîâàííîãî óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðà-
òîðîì Áåññåëÿ, äåéñòâóþùèì ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.

6. Ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îáùåãî
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó, ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ è âåñîâûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîðîæ-
äåííûõ íåîïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.

7. Âûðàáîòàí îðèãèíàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ îá-
ùåãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, îáîáùàþùèõ ïîòåíöèàëû
Ðèññà.

8. Âûïîëíåíî îðèãèíàëüíîå èññëåäîâàíèå äðîáíûõ èíòåãðàëîâ è ïðî-
èçâîäíûõ Áåññåëÿ è ñêîíñòðóèðîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÀß ÇÍÀ×ÈÌÎÑÒÜ.
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðèìå-

íÿòüñÿ â òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òåîðèè èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, òåîðèè îáùåãî äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ,
òåîðèè âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â èíòå-
ãðàëüíîé ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè ê îáðàùåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà íà
ìíîãîîáðàçèÿõ. Ê ïðàêòè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè
îòíîñÿòñÿ ïðèëîæåíèÿ ê ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ ÷àñòèö, ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè,
ïðèëîæåíèÿ ê îáðàòíûì çàäà÷àì è òåîðèè ðàññåÿíèÿ, ê çàäà÷àì ôèëü-
òðàöèè, ãåîôèçèêè, òðàíñçâóêîâîé ãàçîäèíàìèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áóäóò ïîëåçíû â íàó÷íûõ èññëåäîâàíè-
ÿõ, ïðîâîäèìûõ â Ðîññèéñêîì óíèâåðñèòåòå äðóæáû íàðîäîâ, ÌÃÓ èì.
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Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Þæíîì ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå Âëàäèêàâêàçñêî-
ãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ, èññëåäîâàòåëüñêîì Ìåêñèêàíñêîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîì öåíòðå Ñèíâåñòàâ, Ñàìàðñêîì, Êàçàíñêîì, Âîðîíåæñêîì, Ôåðãàí-
ñêîì, Áàêèíñêîì ãîñóíèâåðñèòåòàõ, Þæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå,
Áåëãîðîäñêîì ãîñóäàðñòâåííîì íàöèîíàëüíîì èññëåäîâàòåëüñêîì óíèâåð-
ñèòåòå è äðóãèõ ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðàõ.

ÑÒÅÏÅÍÜ ÄÎÑÒÎÂÅÐÍÎÑÒÈ È ÀÏÐÎÁÀÖÈß ÐÅÇÓËÜ-
ÒÀÒÎÂ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìíîãèõ íà-
ó÷íûõ ñåìèíàðàõ, â òîì ÷èñëå

1. íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ è åå ïðèëîæåíèÿì ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â Ìàòå-
ìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì
÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Î. Â. Áåñîâà (2018 ã.);

2. íà ñåìèíàðå îòäåëà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â Ìàòåìàòè÷åñêîì
èíñòèòóòå èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåíà-
êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ È. Â. Âîëîâè÷à (2018 ã.);

3. íà ñåìèíàðå ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå èì. Â.È. Ñìèðíîâà â Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÀÍ ïîä ðó-
êîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À. È. Íàçàðîâà (2018 ã.);

4. íà ñåìèíàðå ïî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ ïîä ðó-
êîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â. Ï. Ëåêñèíà (2018 ã.);

5. íà ñåìèíàðå "Äèôôåðåíöèàëüíûå è ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ" â ÐÓÄÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðà À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî (íåîäíîêðàòíî, 2017, 2018 ãã.);

6. íà ñåìèíàðå "Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è è íåëèíåéíûé àíàëèç" â ÐÓÄÍ
ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â. È. Áóðåíêîâà è ïðîôåññîðà À. Â.
Àðóòþíîâà (2018 ã.);

7. íà ñåìèíàðå ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà È. Â.
Àñòàøîâîé, ïðîôåññîðà À. Â. Áîðîâñêèõ, ïðîôåññîðà Í. Õ. Ðîçîâà,
ïðîôåññîðà È. Í. Ñåðãååâà. (íåîäíîêðàòíî, 2017, 2018 ãã.) è äð.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü áîëåå ÷åì íà
50 ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ. çà ïåðèîä ñ 2005 ïî 2018 ãîäû, â òîì
÷èñëå íà
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1. 7-ì Åâðîïåéñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå (Áåðëèí, Ãåðìàíèÿ,
2016 ã.);

2. Ìåæäóíàðîäíîì íàó÷íîì ñåìèíàðå AMADE (Analytic Methods of
Analysis and Di�erential Equations) (Ìèíñê, Áåëàðóñü, 2015, 2018 ãã.);

3. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Operator theory" (Timisoara,
Romania, 2018 ã.);

4. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Transform methods and special
functions" (So�a, Bulgaria, 2018 ã.);

5. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Waves in Science and
Engineering" (Êýðýòàðî, Ìåêñèêà, 2016 ã.);

6. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Âëàäèìèð, Ðîññèÿ, 2008, 2017 ãã.);

7. Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è
ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ" (Âëàäèêàâêàç,
Ðîññèÿ, 2015, 2017 ãã.);

8. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè: "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû
òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ"
(Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ, 2014, 2015, 2016, 2017, 2018 ãã.);

9. Âîñüìîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Ìîñêâà, Ðîññèÿ,
2017 ã.);

10. Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû òåî-
ðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè àêà-
äåìèêà À. Â. Áèöàäçå (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2016 ã.);

11. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè-
êè, ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ðåêòîðà ÌÃÓ
àêàäåìèêà Â. À. Ñàäîâíè÷åãî (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2009 ã.);

12. Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 150-ëåòèþ ñî
äíÿ ðîæäåíèÿ À. Ì. Ëÿïóíîâà (Õàðüêîâ, Óêðàèíà, 2007 ã.);

13. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è
ñìåæíûå âîïðîñû ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè È.Ã. Ïåòðîâñêîãî. (Ìîñêâà,
Ðîññèÿ, 2007 ã.);
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14. Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Analysis and related topics"
(Ëüâîâ, Óêðàèíà, 2005 ã.);

15. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû
ìåòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè - 2018" (Âîðîíåæ, Ðîññèÿ, 2018 ã.);

16. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ Â. À. Èëüèíà
(Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2018 ã.);

17. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.
Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ" (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2018 ã.);

18. Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (Âîðîíåæ, Ðîññèÿ, 2016
ã.) è äð.

ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÀÂÒÎÐÀ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ.
Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 30 ñòàòåé â æóðíàëàõ èç ïåðå÷-

íÿ âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàí-
íûõ ÂÀÊ (ñì. [1�30]), 23 èç êîòîðûõ (èëè èõ ïåðåâîäû) îïóáëèêîâàíû
â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ìåæäóíàðîäíûå ðåôåðàòèâíûå áàçû è ñèñòåìû
öèòèðîâàíèÿ Web of Science, Scopus, MathSciNet.

Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó è ñîñòàâëÿþùèå îñíîâíîå
ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.
Èç ñîâìåñòíûõ ñòàòåé [2�7,10�12,14,15,17,19,21,23,24,29,30] â äèññåðòàöèþ
âîøëè òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî àâòîðîì.

ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÎÁÚÅÌ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ.
Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 313 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿ-

òè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 270
íàèìåíîâàíèÿ. Êàæäàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ðàçäåëîâ; îáúåìíûå
ðàçäåëû ðàçäåëåíû íà ïóíêòû. Ïðèíÿòà ñâîÿ íóìåðàöèÿ ðàçäåëîâ â êàæ-
äîé èç ãëàâ.

Â ñïèñêå öèòèðîâàííîé ëèòåðàòóðû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå èäóò ñíà-
÷àëà ðàáîòû íà ðóññêîì, à çàòåì � íà èíîñòðàííûõ ÿçûêàõ.

ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ.
Âî ÂÂÅÄÅÍÈÈ óêàçàíû öåëè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, îáîñíîâàíû

àêòóàëüíîñòü, íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷è-
ìîñòü ðàáîòû, äàíî êðàòêîå èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè. Îñíîâ-
íîé òåêñò äèññåðòàöèè ðàçáèò íà ïÿòü ãëàâ. Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïðåä-
âàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàáîòå,
êàñàþùèåñÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, èíòå-
ãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îñíîâíûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâà-
íèé. Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷åíû íåêîòîðûå êëàññû âåñîâûõ îáîáùåííûõ
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ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ íåîïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, êîòîðûå
çàòåì èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ. Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà
ìåòîäó ïîòåíöèàëîâ Ðèññà ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå
íàéäåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èòåðèðîâàííîãî óëüòðàãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, äåéñòâóþùèìè ïî êàæäîé èç ïå-
ðåìåííûõ, à òàêæå ïðåäñòàâëåí è ðåàëèçîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ
çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ. Â ïÿòîé
ãëàâå ðåøåíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïðàâîñòîðîííåé äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ íà ïîëóîñè, ðåàëèçóþùåé äðîáíóþ ïîëîæèòåëüíóþ
ñòåïåíü îïåðàòîðà Áåññåëÿ.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû.
ÃËÀÂÀ 1 ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ. Â íåé ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå

îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì äëÿ ðåøåíèÿ
ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåçóëüòàòû, à òàêæå îïèñàí
êîìïîçèöèîííûé ìåòîä è ïðåäñòàâëåíû èñïîëüçóåìûå äàëåå îïåðàòîðû
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîñòðîåííûå ýòèì ìåòîäîì. Â ñîäåðæàíèå ïåðâîé ãëàâû
âõîäÿò ñâåäåíèÿ î ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèÿõ, âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èí-
òåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, à òàêæå â ýòîé ãëàâå ââåäåíî îáîáùåíèå
ïðîñòðàíñòâà Ëèçîðêèíà�Ñàìêî, îïèñàíû äðîáíûå ïðîèçâîäíûå è èíòå-
ãðàëû, ïîñòðîåíû îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòà ÷àñòü ðàáîòû ñëóæèò
ôóíäàìåíòîì äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ â ïîñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ
ãëàâàõ âåñîâûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé; äðîáíûõ ñòåïåíåé ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî îïåðàòîðà, â êîòîðîì ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ äåéñòâóåò îïåðàòîð
Áåññåëÿ; ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äðîáíîãî è öåëîãî ïîðÿäêîâ; ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ.

Â ðàçäåëå 1 ïåðâîé ãëàâû ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ñïåöèàëü-
íûõ ôóíêöèé êàê: ãàììà-ôóíêöèÿ, áåòà-ôóíêöèÿ, ñèìâîë Ïîõãàììåðà,
ôóíêöèÿ îøèáîê, ôóíêöèè Áåññåëÿ, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóñ-
ñà, âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Êóììåðà, âûðîæäåííàÿ
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Òðèêîìè, ôóíêöèè Óèòòåêåðà îáîáùåííàÿ
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Â ðàçäåëå 2 ïåðâîé ãëàâû ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå êëàññû ôóíêöèé.
Êëàññ Cmev(Ω+) ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé f∈Cm(Ω+), òàêèõ, ÷òî

∂2k+1f

∂x2k+1
i

∣∣∣∣
x=0

=0 äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ k, òàêèõ, ÷òî 2k+1≤m

ïðè i=1, ..., n, ãäå ÷åðåç Cm(Ω+) îáîçíà÷åíî ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç
Cm(Ω+) òàêèõ, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ýòèõ ôóíêöèé ïî xi äëÿ ëþáîãî

14



i=1, ..., n íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ íà xi=0, Ω+=Ω ∩ R n
+, Ω � îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî â Rn, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî êàæäîé ãèïåðïëîñêîñòè
xi=0, i=1, ..., n, à Rn+ � îðòàíò Rn+={x=(x1, . . . , xn)∈Rn, x1>0, . . . , xn>0},
Ω+ = Ω ∩ R n

+, R n
+={x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1≥0, . . . , xn≥0}. Ïðè

ýòîì C∞ev (Ω+)=
∞⋂
m=0

Cmev(Ω+) è ïîëàãàåì äëÿ êðàòêîñòè Cmev=C
m
ev(R n

+),

m=0, 1, 2, ...,∞.
×àñòü ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà Sev îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì Sev=Sev(Rn+)=
{
f ∈ C∞ev : supx∈Rn+

∣∣xαDβf(x)
∣∣ <∞ ∀α, β ∈ Zn+

}
, ãäå

α=(α1, ..., αn), β = (β1, ..., βn), α1, ..., αn, β1, ..., βn � öåëûå íåîòðèöàòåëü-
íûå ÷èñëà, xα=xα1

1 xα2
2 . . . xαnn , Dβ = Dβ1

x1
...Dβn

xn , Dxj = ∂
∂xj

.

Ïóñòü ìóëüòèèíäåêñ γ=(γ1, . . ., γn), ñîñòîèò èç ïîëîæèòåëüíûõ ôèêñè-
ðîâàííûõ ÷èñåë γi>0, i=1, ..., n, |γ|=γ1+. . .+γn.

Ïðîñòðàíñòâî Lγp(Rn+) = Lγp , 1 ≤ p < ∞ ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ íà Rn+
ôóíêöèé, ÷åòíûõ ïî êàæäîé èç ñâîèõ ïåðåìåííûõ xi, i = 1, ..., n òàêèõ, ÷òî

åñëè f ∈ Lγp(Rn+), òî
∫
Rn+
|f(x)|pxγdx <∞, xγ =

n∏
i=1

xγii . Äëÿ âåùåñòâåííîãî

÷èñëà p ≥ 1 Lγp�íîðìà ôóíêöèè f ∈ Lγp îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

||f ||Lγp(Rn+) = ||f ||p,γ =

 ∫
Rn+

|f(x)|pxγdx


1/p

. (8)

×åðåç Lγp,loc áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé u, îïðåäåëåííûõ
ïî÷òè âñþäó íà R n

+, òàêèõ ÷òî uϕ∈Lγp äëÿ âñåõ ϕ∈S+. Ïóñòü S
′
+ � ñî-

ïðÿæ¼ííîå ê S+ ïðîñòðàíñòâî. Êàæäîé ôóíêöèè u∈Lγ1,loc ñîïîñòàâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíàÿ âåñîâàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ u∈S′+ äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó

(u, ϕ)γ =

∫
Rn+

u(x)ϕ(x)xγ dx, ϕ ∈ S+.

Âñå îñòàëüíûå ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû (îáîáùåííûå ôóíê-
öèè) u∈S′+ áóäåì íàçûâàòü ñèíãóëÿðíûìè âåñîâûìè îáîáùåííûìè ôóíê-
öèÿìè. Íàïðèìåð, ñèíãóëÿðíîé âåñîâîé îáîáùåííîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ (δγ , ϕ)γ = ϕ(0), ϕ ∈ S+.

Ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ ôóíêöèè f∈Lγ1(Rn+) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

Fγ [f ](ξ) = f̂(ξ) = Fγf =

∫
Rn+

f(x) jγ(x; ξ)xγdx,
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ãäå jγ(x; ξ) =
n∏
i=1

j γi−1

2
(xiξi), γ1 > 0, ..., γn > 0, jν(x) = 2νΓ(ν+1)

xν Jν(x) �

íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, Jν � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.
Äëÿ f ∈ Sev(Rn+) îáðàòíîå ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ èìå-

åò âèä

F−1
γ [f̂(ξ)](x) = f(x) =

2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(
γj+1

2

) ∫
Rn+

jγ(x, ξ)f̂(ξ)ξγ dξ.

Ïóñòü Ψγ
V îáîçíà÷àåò êëàññ ôóíêöèé Sev, èñ÷åçàþùèõ âìåñòå ñî âñå-

ìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íà çàäàííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå V : Ψγ
V =

{ψ ∈ Sev(Rn+) : (Dkψ)(x) = 0, x ∈ V, |k| = 0, 1, 2, ...}. Ïðîñòðàíñòâî
Ψγ
V ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì â ñìûñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ ê ΦγV :

ΦγV ={ϕ : Fγϕ∈Ψγ
V }.

Â ðàçäåëå 3 ïåðâîé ãëàâû ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ñäâèãà
γT yx ôóíêöèè f = f(x), x ∈ R1

+:

γT yx f(x)=
Γ
(
γ+1

2

)
√
π Γ

(
γ
2

) π∫
0

f(
√
x2 + y2 − 2xy cosϕ) sinγ−1 ϕdϕ, (9)

ìíîãîìåðíîãî îáîáùåííîãî ñäâèãà:

(γTy
xf)(x) = γTy

xf(x) = ( γ1T y1x1
... γnT ynxn f)(x), (10)

ãäå êàæäûé èç îáîáùåííûõ ñäâèãîâ γiT yixi îïðåäåëåí ïðè i=1, ..., n âûðà-
æåíèåì (9) è âåñîâîãî ñôåðè÷åñêîãî ñðåäíåãî ôóíêöèè f = f(x), x ∈ Rn+
ïðè n ≥ 2:

Mγ
t [f(x)] =

1

|S+
1 (n)|γ

∫
S+
1 (n)

γTtθ
x f(x)θγdS, (11)

ãäå θγ=
n∏
i=1

θγii , S+
1 (n)={θ:|θ|=1, θ∈Rn+} � ÷àñòü ñôåðû â Rn+, à

|S+
1 (n)|γ=

n∏
i=1

Γ( γi+1

2 )

2n−1Γ(n+|γ|
2 )

. Ïðè n = 1 ïîëàãàåì Mγ
t [f(x)] = γT txf(x).

Îáîáùåííàÿ ñâåðòêà, ïîðîæäåííàÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùåííûì ñäâè-
ãîì γTy

x íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

(f ∗ g)γ(x) = (f ∗ g)γ =

∫
Rn+

f(y)(γTy
xg)(x)yγ dy. (12)
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Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ðàçäåëà 2 ïåðâîé ãëàâû ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè
f ∈ C2

ev, òî M
γ
t [f ] ∈ C2

ev(Rn+) ïî x, Mγ
t [f ] ∈ C2

ev(R1
+) ïî t è âåñîâîå ñôå-

ðè÷åñêîå ñðåäíåå Mγ
t åñòü îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïëåòàþùèé (∆γ)x

è (Bn+|γ|−1)t:

(Bn+|γ|−1)tM
γ
t [f(x)] = Mγ

t [(∆γ)xf(x)], (∆γ)x =

n∑
i=1

(Bγi)xi . (13)

ÃËÀÂÀ 2 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ. Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷åíû íåêî-
òîðûå êëàññû âåñîâûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ íåîïðåäåëåííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, êîòîðûå çàòåì èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà(

(Bγ1)x1
−

n∑
i=2

(Bγi)xi

)α
u(x) = f(x), α > 0

è [
n∑
i=1

(Bγi)xi − (Bk)t

]
u = c2u, k ∈ R, c > 0, u = u(x, t),

ãäå x = (x1, ..., xn), xi > 0, i = 1, ..., n, t > 0. Áîëåå êîíêðåòíî, âî âòîðîé
ãëàâå îïðåäåëåíà âåñîâàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèè, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ÷àñòè
êîíóñà, äëÿ êîòîðîé äîêàçàíû òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè åå ïðîèçâîäíûõ;
îïðåäåëåíû âåñîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè, ðåàëèçóþùèå ñòåïåíè íåîïðå-
äåëåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì; ðàññìîòðåíû èõ îñîáûå òî÷êè; íàéäåíû
âû÷åòû â ýòèõ îñîáûõ òî÷êàõ; ââåäåí êëàññ îáùèõ âåñîâûõ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, ïðîæäåííûõ íåîïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, ñâÿçàííûõ
â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ; íàéäåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàí-
êåëÿ ðàññìîòðåííûõ ôóíêöèé. Âåñîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè, ïîðîæäåí-
íûå èíäåôèíèòíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, ñ âåñîì, âçÿòûì ïî âñåì ïåðå-
ìåííûì, à òàêæå áîëåå îáùèå âåñîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè, ïîðîæäåí-
íûå ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ïðè ïî-
ñòðîåíèè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äðîáíîãî è öåëîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå ÷åðåç íèõ
âûðàæàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, äåéñòâóþùèìè ïî êàæ-
äîé èç ïåðåìåííûõ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû ðàñììàòðèâàåòñÿ âåñîâàÿ îáîáùåííàÿ
ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ÷àñòè êîíóñà, íàõîäÿòñÿ âû÷åòû â åå îñîáûõ
òî÷êàõ è åå ïðîèçâîäíûå.
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Âî âòîðîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû îïðåäåëåíû âåñîâûå îáîáùåííûå
ôóíêöèè, ðåàëèçóþùèå ñòåïåíè íåîïðåäåëåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. À
èìåííî, ïóñòü p≥1, q≥1, γ = (γ′, γ′′), γ′ = (γ1, ..., γp), γ

′′ = (γp+1, ..., γn),
γi > 0, i = 1, ..., n è

P (x) = x2
1 + ...+ x2

p − x2
p+1 − ...− x2

p+q, n = p+ q.

Âåñîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè Pλγ,+ è Pλγ,− îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

(Pλγ,+, ϕ)γ =

∫
{P (x)>0}+

Pλ(x)ϕ(x)xγdx, ϕ ∈ Sev (14)

è

(Pλγ,−, ϕ)γ =

∫
{P (x)<0}+

(−P (x))λϕ(x)xγdx, ϕ ∈ Sev, (15)

ãäå {P (x)>0}+={x∈Rn+:P (x)>0}, {P (x)<0}+={x∈Rn+:P (x)<0}, λ∈C.
Êðîìå òîãî,

(P + i0)λγ = Pλγ,+ + eπλiPλγ,−, (16)

(P − i0)λγ = Pλγ,+ + e−πλiPλγ,−. (17)

Â òðåòüåì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû ðàññìîòðåíû áîëåå îáùèå âåñîâûå
îáîáùåííûå ôóíêöèè, ïîðîæäåííûå íåîïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìîé.

Ïóñòü ϕ ∈ Sev, f(z, λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ îò z è λ. Âåñîâûå îáîáùåííûå
ôóíêöèè Pλ

γ f(P, λ) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

(Pλ
γ f(P, λ), ϕ(x))γ =

∫
Rn+

Pλ
γ · f(P, λ)ϕ(x)dx,

ãäå λ ∈ C, Reλ>−1, P � êîìïëåêñíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Ïðè Reλ>−1 ôóíêöèÿ Pλ

γ f(P, λ)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé îò λ. Íà äðóãèå çíà÷åíèÿ âåñîâàÿ îáîáùåííàÿ
ôóíêöèÿ Pλ

γ f(P, λ) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè àíàëèòè÷åñêîãî ïðî-
äîëæåíèÿ.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû íàéäåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ
ðàññìîòðåííûõ âåñîâûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîðîæäåííûõ íåîïðåäå-
ëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.
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Òåîðåìà 9. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ (P ± i0)λγ äëÿ λ6=k,
λ6=−

(
n+|γ|

2 +k
)
, k=0, 1, 2, ... âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Fγ [(P + i0)λγ ](ξ) = e−
q+|γ′′|

2 iπβn,γ(λ)(Q− i0)−
n+|γ|

2 −λ, (18)

Fγ [(P − i0)λγ ](ξ) = e
q+|γ′′|

2 iπβn,γ(λ)(Q+ i0)−
n+|γ|

2 −λ, (19)

ãäå Q = ξ2
1 + ...+ ξ2

p − ξ2
p+1 − ...− ξ2

p+q,

βn,γ(λ) = 22λ+|γ|

n∏
i=1

Γ
(
γi+1

2

)
Γ
(
n+|γ|

2 + λ
)

Γ (−λ)
.

ÃËÀÂÀ 3 ïîñâÿùåíà ìåòîäó ïîòåíöèàëîâ Ðèññà ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà âèäà(

(Bγ1)x1 −
n∑
i=2

(Bγi)xi

)α
u(x) = f(x), (20)

è (
∂2

∂t2
−

n∑
i=1

(Bγi)xi

)α
u(x) = f(x), t ∈ R, (21)

ãäå Bγi � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ (1), x=(x1, ..., xn), xi>0,
γi>0, i=1, ..., n, α>0. Äëÿ óêàçàííîãî ðåøåíèÿ äîêàçàíû àïðèîðíàÿ îöåí-
êà â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü, îãðàíè÷åííîñòü è
ïîëóãðóïïîâûå ñâîéñòâà, ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå,à òàêæå
ïðèâåäåíû ïðèìåðû. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (20) ìåòî-
äîì òåîðèè ïîòåíöèàëà ïîòðåáîâàëî ïðåîäîëåíèÿ öåëîãî ðÿäà òðóäíîñòåé
è äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ ñëîæíûõ â òåõíè÷åñêîì îòíîøåíèè òåîðåì.
Îñíîâíûå òðóäíîñòè, ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíû-
ìè óðàâíåíèÿìè, ñâÿçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå îáùèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, à òàêæå íàìíîãî áîëåå ñëîæíî
óñòðîåííîãî îïåðàòîðà îáîáùåííîãî ñäâèãà.

Â ïåðâîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû äàíû îïðåäåëåíèÿ ðèññîâà äðîáíîãî
Â-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êàê ïðåäåëà óñå÷åííîãî ñâåðòî÷íîãî âûðàæåíèÿ è
ãèïåðáîëè÷åñêîãî Â-ïîòåíöèàëà, èññëåäîâàíû óñðåäíÿþùèå ÿäðà, ïîêà-
çàíà êîððåêòíîñòü ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â îïðåäåëåíèè ðèññîâà äðîáíîãî
Â-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
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Óñå÷åííûìè äðîáíûìè Â-ïðîèçâîäíûìè Ðèññà áóäåì íàçûâàòü âûðà-
æåíèÿ

(Dα
P±i0,γ)ε,δf =

((
F−1
γ

(P ∓ i0)m+α
2 e−δ|ξ|

(P (ξ) + iε|ξ|2)m

)
(x) ∗ f(x)

)
γ

=

=

∫
Rn+

∓gαε,δ(y)(γTy
xf(x))yγdy,

ãäå

∓gαε,δ(x) =

(
F−1
γ

(P ∓ i0)m+α
2 e−δ|ξ|

(P (ξ) + iε|ξ|2)m

)
(x) =

=
2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(
γj+1

2

) ∫
Rn+

(P ∓ i0)m+α
2 e−δ|ξ|

(P (ξ) + iε|ξ|2)m
jγ(x, ξ)ξγ dξ,

m ∈ N, m ≥ n+ |γ| − α
2 , n+ |γ| − 2 < α < n+ |γ|.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

Mε,δ =
(P ∓ i0)me−δ|ξ|

(P (ξ) + iε|ξ|2)m
,

çàïèøåì
∓gαε,δ(x) =

(
F−1
γ (P ∓ i0)

α
2 Mε,δ

)
(x).

Ðèññîâî äðîáíîå Â-äèôôåðåíöèðîâàíèå îïðåäåëèì ïîñðåäñòâîì ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà

(Dα
P±i0,γf) =

Lγp

lim
δ→0

Lγ2
lim
ε→0

((
F−1
γ

(P ∓ i0)m+α
2 e−δ|ξ|

(P (ξ) + iε|ξ|2)m

)
(x) ∗ f(x)

)
γ

, f ∈ Sev,

ãäå ïðåäåë ïðè δ → 0 ïîíèìàåòñÿ ïî íîðìå Lγp , à ïðåäåë ïðè ε → 0
ïîíèìàåòñÿ ïî íîðìå Lγ2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåöåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ α(
(Bγ1)x1 −

n∑
i=2

(Bγi)xi

)α
u(x) = (Dα

P±i0,γu),

à ïðè íàòóðàëüíûõ α = m

(Dm
P±i0,γf) =

(
(Bγ1)x1 −

n∑
i=2

(Bγi)xi

)m
u(x).

20



Ãèïåðáîëè÷åñêèå Â-ïîòåíöèàëû IαP±i0,γ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

(IαP±i0,γf)(x) =
e±

n−1+|γ′|
2 iπ

Hn,γ(α)

∫
Rn+

(P ± i0)
α−n−|γ|

2
γ (γTy

xf)(x)yγdy, (22)

ãäå yγ=
n∏
i=1

yγii , γ
′ = (γ2, ..., γn), |γ′| = γ2 + ...+ γn,

Hn,γ(α) =

n∏
i=1

Γ
(
γi+1

2

)
Γ
(
α
2

)
2n−αΓ

(
n+|γ|−α

2

) .
Òåîðåìà 15. Ïóñòü f ∈ ΦγV , V={ξ∈Rn+:P (ξ)=0}, n+|γ|−2<α<n+|γ|,

òîãäà ϕ=IαP±i0,γf åñòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî
ïîðÿäêà âèäà

(Dα
P±i0,γϕ)(x) = f(x). (23)

Âî âòîðîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà (23) è ïîêàçàíà åãî
àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü
ϕ = IαP±i0,γf

� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî äîêàçàíî â òåîðåìå

15, n+ |γ| − 2 < α < n+ |γ|, 1 ≤ p < n+|γ|
α . Îöåíêà

||ϕ||q,γ ≤ Cn,γ,p||f ||p,γ , f(x) ∈ Sev (24)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåãî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = (n+|γ|)p
n+|γ|−αp . Êîí-

ñòàíòà Cn,γ,p íå çàâèñèò îò f .
Â òðåòüåì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû äîêàçàíî ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî ðå-

øåíèÿ Â-ãèïåðáîëè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïî-
ðÿäêà è ïðèâåäåíû ïðèìåðû.

Òåîðåìà 19. Ãèïåðáîëè÷åñêèå Â-ïîòåíöèàëû Ðèññà ïðè f∈ΦγV ,
V={x∈Rn+:P (x)=0}, óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

IβP±i0,γI
α
P±i0,γf = Iα+β

P±i0,γf. (25)

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ñòðîèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîë-
æåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî Â-ïîòåíöèàëà Ðèññà.
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Â ïÿòîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ðàññìîòðåíî ñìåøàííîå ðèññîâî äðîá-
íîå Â-äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñëó÷àå, êîãäà ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ äåé-
ñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ, à ïî îñòàëüíûì � îïåðàòîðû Áåññåëÿ. Ïðè
ýòîì ñâåðòî÷íîå âûðàæåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì â íåñìåøàííîì ñëó÷àå.

Â ÃËÀÂÅ 4 íàéäåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èòåðèðîâàííîãî óðàâ-
íåíèÿ  p∑

i=1

(Bγi)xi −
n∑

i=p+1

(Bγi)xi

m u(x) = f(x), m∈N,

ãäå x = (x1, ..., xn), xi > 0, i = 1, ..., n, à òàêæå ïðåäñòàâëåíû è ðåàëèçîâà-
íû ìåòîäû ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
îïåðàòîðîì Áåññåëÿ âèäà[

n∑
i=1

(Bγi)xi − (Bk)t

]
u = c2u, k ∈ R, c > 0, u = u(x, t),

è [
n∑
i=1

(Bγi)xi − (Bk)t

]
u = f, k ∈ R, c > 0, u = u(x, t),

ãäå x = (x1, ..., xn), xi > 0, i = 1, ..., n, t > 0. Â ýòîé ãëàâå ïðèìåíèå ðåçóëü-
òàòîâ âòîðîé ãëàâû ïîçâîëèëî íàéòè ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èòåðèðî-
âàííîãî óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, äåé-
ñòâóþùèì ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàí-
êåëÿ âåñîâûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîðîæäåííûõ íåîïðåäåëåííîé êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìîé, ïîëó÷åííûå âî âòîðîé ãëàâå, èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðå-
øåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì
Áåññåëÿ. Íàêîíåö, ìåòîä ïîòåíöèàëîâ Ðèññà áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ
íåîäíîðîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ãëàâû 4 íàéäåíû ðåøåíèÿ èç S′ev(Rn+)×C2
ev(0,∞)

îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó íà ñëó÷àé, êîãäà ïî âñåì
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì äåéñòâóåò îïåðàòîð Áåññåëÿ. Ïðèíàäëåæ-
íîñòü u∈S′ev(Rn+)×C2

ev(0,∞) îçíà÷àåò, ÷òî u(x, t; k) ïðèíàäëåæèò S′ev(Rn+)
ïî x è ïðèíàäëåæèò C2

ev(0,∞) ïî t.
Òåîðåìà 31. Ðåøåíèå u∈S′ev(Rn+)×C2

ev(0,∞), u=u(x, t; k), (x, t)∈Rn+1
+

çàäà÷è
[(4γ)x − (Bk)t ]u = c2u, k ∈ R, c > 0, (26)

u(x, 0; k) = ϕ(x), ut(x, 0; k) = 0, uxi(x, t; k)|xi=0 = 0, i = 1, ..., n,
(27)

22



äëÿ k 6=−1,−3,−5, ... çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

u(x, t; k) =

= Cn,γ,k

(
t1−k(t2−|x|2)

k−n−|γ|−1
2

+ j k−n−|γ|−1
2

(
(t2−|x|2)

1
2
+ · c

)
∗ ϕ(x)

)
γ

, (28)

ãäå

Cn,γ,k =
2nΓ

(
k+1

2

)
Γ
(
k−n−|γ|+1

2

) n∏
i=1

Γ
(
γi+1

2

) , ϕ ∈ S′ev(Rn+).

Ïðè k ≥ 0 ðåøåíèå (28) çàäà÷è (26)�(27) åäèíñòâåííî. Â ñëó÷àå
k < 0 ðåøåíèå (26)�(27) íå åäèíñòâåííî. Ïðè k < 0 â ñëó÷àå êîãäà
k 6= −1,−3,−5, ... ðàçíîñòü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ðå-
øåíèÿìè èìååò âèä

At1−ku(t, x; 2− k), A = const, (29)

ãäå u(t, x; 2− k) � ðåøåíèå çàäà÷è

[(4γ)x − (B2−k)t ]u = c2u,

u(x, 0; 2− k) = τ(x), ut(x, 0; 2− k) = 0, uxi(x, t; 2− k)|xi=0 = 0, i = 1, ..., n,

τ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ Sev èëè ðàñïðåäåëåíèå S′ev. Ïðè
k=−1,−3,−5, ... íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (26)�(27) áóäåò ñîäåð-
æàòü ñëàãàåìîå (29) è

e±
1
2πniΓ

(
n+|γ|−k+1

2

)
2nΓ

(
1−k

2

) n∏
i=1

Γ
(
γi+1

2

) t1−k ((t2 − |x|2 − c2 ± i0)
k−n−|γ|−1

2
γ ∗ ϕ(x)

)
γ

.

Âî âòîðîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
äëÿ âåñîâûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ íåîïðåäåëåííîé êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìîé, íàéäåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èòåðèðîâàííîãî Â-
óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü x ∈ Rn+, n = p + q, p, q ∈ N. Èùåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

�kγu = f, (30)

ãäå k∈N, �γ � îäíîðîäíûé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà

�γ = (∆γ′)x′ − (∆γ′′)x′′ = Bγ1 + ...+Bγp −Bγp+1
− ...−Bγp+q ,
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(∆γ′)x′ =
p∑
i=1

(Bγi)xi , (∆γ′′)x′′ =
p+q∑
j=p+1

(Bγj )xj , Bγi=
∂2

∂x2
i
+ γi
xi

∂
∂xi

, i = 1, ..., n.

Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (30) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííóþ
âåñîâóþ ôóíêöèþ u, òàêóþ ÷òî

�kγu = δγ . (31)

Òåîðåìà 32. Çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà n + |γ| = 2, 4, 6, ... è

k≥n+|γ|
2 , ôóíêöèè

u = (−1)k
e±i

π(q+|γ′′|)
2 Γ

(
n+|γ|

2 − k
)

4k(k − 1)!|S+
1 (n)|γΓ

(
n+|γ|

2 − 1
) (P ± i0)

−n+|γ|
2 +k

γ (32)

ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ �kγu=f â

ñìûñëå (31). Åñëè æå n+|γ|=2, 4, 6, ... è k≥n+|γ|
2 , òî ôóíêöèÿ

(P+i0)
−n+|γ|

2 +k
γ =(P−i0)

−n+|γ|
2 +k

γ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ �kγu = 0.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ÷åòâåðòîé ãëàâû ìåòîä ïîòåíöèàëîâ Ðèññà è ìåòîä
îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþ íåîäíîðîäíûõ èòåðè-
ðîâàííûõ óðàâíåíèé òèïà Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó.

Â ÃËÀÂÅ 5 ðåøåíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ äðîáíîé ïðîèç-
âîäíîé Áåññåëÿ âèäà

m∑
k=0

Akx
2(α+k)(Bα+k

γ,− f)(x) = h(x), x > 0, α > 0,

ãäå Ak ∈ R, k = 0, ..., 1, ñ ïðàâîñòîðîííåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññå-
ëÿ íà ïîëóîñè, ðåàëèçóþùåé äðîáíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü îïåðàòîðà
(1), Ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà äðîáíûõ ñòåïåíåé
îïåðàòîðà Áåññåëÿ, èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà è Õàíêåëÿ
äðîáíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Áåññåëÿ íà ïîëóîñè, ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ìåëëèíà íàéäåíî ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïÿòîé ãëàâû äàíû îïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ èíòåãðà-
ëîâ Áåññåëÿ íà îòðåçêå è ïîëóîñè ñ ÿäðîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ãàóññà; ïîëó÷åíû ôîðìóëû, âûðàæàþùèå
äðîáíûå èíòåãðàëû Áåññåëÿ ÷åðåç ôóíêöèè Ëåæàíäðà è äðóãèå ñâîéñòâà.

Ïóñòü α > 0. Äëÿ ôóíêöèé f(x)∈L1(0,∞), a ≥ 0 ââåäåì îïåðàòîðû
B−αγ,− è B−αγ,0+ , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîñòîðîííèé è
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ëåâîñòîðîííèé äðîáíûå èíòåãðàëû Áåññåëÿ íà ïîëóîñè [0,∞)

(B−αγ,−f)(x) = (IBαγ,− f)(x) =

=
1

Γ(2α)

∞∫
x

(
y2−x2

2y

)2α−1

2F1

(
α+

γ−1

2
, α; 2α; 1−x

2

y2

)
f(y)dy (33)

(B−αγ,0+f)(x) = (IBαγ,0+ f)(x) =

=
1

Γ(2α)

x∫
0

(y
x

)γ (x2−y2

2x

)2α−1

2F1

(
α+

γ−1

2
, α; 2α; 1−y

2

x2

)
f(y)dy. (34)

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïÿòîé ãëàâû îïðåäåëåíû äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Áåñ-
ñåëÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå è íà ïîëóîñè è ðàññìîòðåíû èõ ñâîéñòâà.

Ïóñòü α > 0. Ïðàâîñòîðîííþþ è ëåâîñòîðîííþþ äðîáíûå ïðîèçâîä-
íûå Áåññåëÿ íà ïîëóîñè îïðåäåëèì, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâåíñòâàìè

(Bαγ,−f)(x) = (DBαγ,−f)(x) = Bnγ (IBn−αγ,− f)(x), n = [α] + 1 (35)

è

(Bαγ,0+f)(x) = (DBαγ,0+f)(x) = Bnγ (IBn−αγ,0+f)(x), n = [α] + 1. (36)

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïÿòîé ãëàâû ïîëó÷åíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà
äðîáíûõ èíòåãðàëîâ è ïðîèçâîäíûõ Áåññåëÿ, à òàêæå èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Õàíêåëÿ è ïîëóãðóïïîâûå ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 39. Ïóñòü α > 0, xkf(x) ∈ L1(0,∞) äëÿ âñåõ k = 0, 1, 2, ....
Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà îò äðîáíîãî èíòåãðàëà IBαγ,− è äðîáíîé ïðîèç-
âîäíîé DBαγ,− Áåññåëÿ íà ïîëóîñè èìåþò âèä

((IBαγ,−f)(x))∗(s) =
1

22α
Γ

[
s
2 ,

s
2 −

γ−1
2

α+ s
2 −

γ−1
2 , α+ s

2

]
f∗(2α+ s), (37)

((DBαγ,−f)(x))∗(s) = 22α Γ

[
s
2 ,

s
2 −

γ−1
2

s
2 − α−

γ−1
2 , s

2 − α

]
f∗(s− 2α). (38)

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïÿòîé ãëàâû ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà èñïîëüçî-
âàíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ âèäà

m∑
k=0

Akx
2(α+k)(Bα+k

γ,− f)(x) = h(x), x > 0, α > 0, (39)
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ãäå Ak ∈ R, k = 0, ..., 1, ïðèâåäåíû ïðèìåðû. Ðåøåíèå (39) èìååò âèä

f(x) =

∞∫
0

Gα,γ

(x
t

)
h(t)

dt

t
,

ãäå

Gα,γ(x) =

(
M−1

[
1

Pα,γ,m(s)

])
(x),

Pα,γ,m(s) =

m∑
k=0

Ak22(α+k) Γ

[
s
2 + α+ k, s−γ+1

2 + α+ k
s
2 ,

s−γ+1
2

]
6= 0.

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåííû ïðåäñòàâëåííûå ìåòîäû, ðåøåííûå çàäà-
÷è è îïèñàíû àëãîðèòìû, ñëåäóÿ êîòîðûì ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ìåòî-
äû ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî îïåðàòîðà Áåññåëÿ âçÿò
êàêîé�ëèáî äðóãîé îïåðàòîð äëÿ êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïîñòðîåí îïåðàòîð
îáîáùåííîãî ñäâèãà.
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Ìåòîä êîìïîçèöèîííûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ
ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì

Áåññåëÿ è åãî äðîáíûìè ñòåïåíÿìè

Øèøêèíà Ý. Ë.

Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî è öåëîãî ïîðÿäêà ñ ñèíãóëÿð-
íûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ. Ïðèìåíåíèåì êîìïîçèöè-
îííîãî ìåòîäà íàéäåíî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî
ïîðÿäêà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, äåéñòâóþùèìè
ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ. Ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ Ðèññà è ïðè ïîìîùè
ïðåîáðàçîâàíèé Õàíêåëÿ ðåøåíû ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî è
îäíîðîäíîãî îáùèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó. Âûïîëíåíî îðè-
ãèíàëüíîå èññëåäîâàíèå äðîáíûå èíòåãðàëîâ è ïðîèçâîäíûõ Áåññåëÿ è
ñêîíñòðóèðîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ.

Integral transforms composition method for singular di�erential
equations with the Bessel operator and its fractional powers

Shishkina E. L.

The thesis proposed methods for solving di�erential equations in partial
derivatives of fractional and integer order with a singular di�erential Bessel
operator. Using the compositional method, a solution of a di�erential equation
of fractional order of a hyperbolic type with Bessel operators acting by each
of the variables was found. Using the Riesz potential method and the Hankel
transforms solutions to mixed problems for inhomogeneous and homogeneous
general Euler�Poisson�Darboux equations were obtained. An original study
of fractional Bessel integrals and Bessel derivatives was done and a method
for solving di�erential equations with the fractional Bessel derivative has been
constructed.
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