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Постановка задачи

Актуальность исследования
В последние годы высокопроизводительные вычисления приобретают все боль-
шую роль как в научных задачах, так и в практических приложениях. Эти вы-
числения проводятся наиболее эффективно на гибридных суперкомпьютерных
системах. Особую роль при этом приобретает развитие алгоритмов и методов
моделирования, которые позволяют использовать всю мощь гибридных высоко-
производительных вычислительных систем. Одним из перспективных подходов
для задач моделирования является метод прямого вычисления плотности со-
стояний, получивший название метод Ванга-Ландау. Этот метод применим для
широкого класса задач - физики полимеров, в спиновых системах, а также в
задачах оптимизации. Метод, несмотря на широкое его применение (более 3 ты-
сяч цитирований оригинальной статьи [1] на Google Academy), в предложенном
в оригинальной статье виде обладает ограниченной точностью. Исследование
точности и применимости этого метода для решения задач на высокопроиз-
водительных вычислительных системах является несомненно актуальной про-
блемой. Таким образом, проект междисциплинарный – развитие методов вы-
числений и применения разработанных подходов и алгоритмов для проверки
теоретических гипотез статистической физики.

Цель
Разработка новых методов исследования вычислительных проблем статистиче-
ской физики.

Задачи исследования
• Разработать численный метод исследования задач статистической физики

с контролируемой точностью.

• Провести оценку времени туннелирования и времени перемешивания в ал-
горитме Ванга-Ландау.

• Разработать параллельный алгоритм с контролируемой точностью для ме-
тода Ванга-Ландау.

• Применение разработанной модификации алгоритма для изучения моделей
статистической механики.
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Степень разработанности темы исследования

В статистической механике важную роль в исследовании свойств различных
систем играет статистическая сумма. Это функция от термодинамических ве-
личин, описывающая систему в состоянии термодинамического равновесия. В
большом каноническом ансамбле она имеет вид

Z =
∑
j

e−Ej/kBT (1)

Здесь Ei = H(Xi) гамильтониан или энергия системы, которая описывает
состояние системы, находящейся в конфигурации Xi; kB - константа Больцма-
на; T - температура. Термодинамические функции можно найти из функции
статсуммы и ее производных. Для систем с малым числом взаимодействующих
частиц статсумма может быть вычислена аналитически, однако даже для систе-
мы состоящей из N элементов, каждый из которых может принимать два зна-
чения, количество всевозможных конфигурация растет как 2N , соответственно
вычислительная задача становится крайне сложной, поэтому на практике ис-
пользуют методы для численного приближения статистической суммы.

К таким методам относятся алгоритмы семейства Монте-Карло, которые ос-
нованы на различных представлениях статистической суммы. Каждому пред-
ставлению статистической суммы можно сопоставить численный алгоритм для
ее вычисления.

Каноническая запись (1) статистической суммы используется в первом ме-
тоде семейства Монте-Карло, в алгоритме Метрополиса [2]. Этот алгоритм от-
носится к классу методов Монте-Карло с марковскими цепями. Новое состояние
системы Xm генерируется из предыдущего состояния Xk с использованием ве-
роятности перехода, которая зависит от разности энергий между начальным и
конечным состоянием ∆Ekm = E(Xm) − E(Xk). Здесь E(Xm) - энергия, соот-
ветствующая конфигурации Xm, а E(Xk) - энергия, соответствующая конфигу-
рации Xk. Вероятность перехода в новое состояние определяется вероятностью
Метрополиса

P = min[1, e∆Ekm/kBT ] (2)
Алгоритм MuCa (multicanonical Monte-Carlo) основан на микроканониче-

ском представлении статистической суммы

Z =

NE∑
k

g(Ek)W (Ek), (3)

где g(Ek) количество конфигураций системы с энергией Ek, W (Ek) - весовая
функция, определяемая в ходе вычислений.

Кластерное представление статистической суммы [3]

Z =
∑
bonds

pb(1− p)nqNc (4)
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дает возможность ввести алгоритмы Вольфа [4] и Свендсена-Ванга [5]. Выше
p = 1 − exp−J/kBT , J - константа взаимодействия между элементами системы;
Nc - количество кластеров, q - количество компонент в системе.

Алгоритм Ванга-Ландау
Алгоритм Ванга-Ландау основан на микроканоническом представлении стати-
стической суммы. Он был предложен в 2001 году и изложен в статьях [1, 6].
Он дает возможность непосредственного вычисления плотности состояний си-
стемы. Алгоритм применим для любой дискретной системы, которую можно
описать конечным набором конфигурационных состояний X = X1, X2, . . . , Xm.
Каждой конфигурации соответствует свой уровень энергии E(Xi). Для таких
систем в записи статистической суммы можно перейти от суммы по конфигу-
рациям к сумме по уровням энергии:

Z =
∑
j

e−Ej/kBT =
∑
En

g(En)e
−En/kBT , (5)

где kB - константа Больцмана, T - температура. Функция g(En) называется
плотностью состояний (DoS - density of states) системы - это количество кон-
фигураций системы, имеющих энергию En. Так как g(En) не зависит от темпе-
ратуры, то такое представление статистической суммы дает возможность вы-
числить, например, свободную энергию и теплоемкость при любом значении
температуры

E(β) = ⟨E⟩ =
∑NE

i=0 Eig(Ei)e
−βEi∑NE

i=0 g(Ei)e−βEi
, (6)

C(β) = β2(⟨E2⟩ − ⟨E⟩2). (7)

Вычисление DoS производится путем случайного блуждания с вероятностью
Ванга-Ландау по спектру энергии системы. В процессе блуждания накаплива-
ются две гистограммы [1]. Первая - это текущее значение логарифма плотности
состояний S(E) = log(g(E)). Вторая - это вспомогательная гистограмма H(E),
в которую заносится информация о количестве посещений каждого энергетиче-
ского уровня. На старте алгоритма H(E) инициализируется нулями, а S(E) -
единицами. Задается начальная конфигурация системы, и вычисляется ее энер-
гия Ek. Задается начальное значение параметра f = exp(1). Дальнейшие шаги
алгоритма устроены следующим образом: 1) состояние системы изменяется и
вычисляется энергия нового состояния Em; 2) переход из состояния с энергией
Ek в состояние с энергией Em происходит с вероятностью Ванга-Ландау:

PWL(Ek, Em) = min

(
1,

S̃(Ek)

S̃(Em)

)
, (8)
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где используется текущая оценка значения S̃(Ek) = log(g̃(Ek)). Следующим
шагом происходит обновление вспомогательной гистограммы H(Ek) → H(Ek)+
1, и текущей оценки S̃(Ek) → S̃(Ek)f . Шаг 1 и 2 повторяются до тех пор, пока
гистограмма H(Ek) не станет достаточно “плоской” (например, на уровне 5%
[1]). После чего значение параметра f обновляется как функция квадратного
корня fi =

√
fi−1, а гистограмма сбрасывается H(Ek) = 0. После чего шаги 1 и

2 снова повторяются. Алгоритм останавливается, когда параметр f достигнет
некоторого выбранного значения fend.

Алгоритм получил широкое распространение, и нашел применение в различ-
ных областях науки. Метод активно применяют для моделирования полимеров
[7, 8], цепочек белков [9, 10], оптимизации [11]. Однако несколько вопросов, ка-
сательно работы и точности алгоритма оставались без ответа, например: как
выбрать оптимальное значение “ровности” гистограммы H(E). Как требова-
ние “плоскости” гистограммы H(E) влияет на конечную точность вычислений?
Является ли выбор функции квадратного корня оптимальным для f?

Модификации алгоритма Ванга-Ландау
Алгоритм Ванга-Ландау получил широкое распространение и нашел примене-
ние в различных областях науки. Метод активно применяют для моделиро-
вания полимеров [7, 8] и цепочек белков [9, 10], для оптимизации [11]. Однако,
несколько вопросов касательно работы и точности алгоритма требовали ответа,
например: как выбрать оптимальное значение “ровности” гистограммы H(E).
Как требование “плоскости” гистограммы H(E) влияет на конечную точность
вычислений? Является ли выбор функции квадратного корня оптимальным для
f?

Ответ на последний вопрос был получен в двух независимых работах [12] и
[11], в которых была предложена модификация алгоритма 1/t-WL и алгоритм
Stochastic approximation Monte Carlo (SAMC).

В статьях [12, 13] была предложена модификация алгоритма, получившая
название 1/t-Wang-Landau. Модифицированный алгоритм состоит из двух эта-
пов. На первом этапе выполняются обычные шаги Ванг-Ландау алгоритма [1] с
одним изменением: вместо проверки гистограммы H(E) на “ровность” выпол-
няется проверка на заполненность каждого энергетического уровня H(E) ̸= 0.
Функция изменения параметра F = ln f также остается прежней Fi = Fi−1/2,
пока выполняется условие Fi ≤ NE/t. При Fi > NE/t алгоритм переходит на
второй этап. С этого момента гистограмма H(E) не заполняется и не прове-
ряется. Параметр F изменяется по новому правилу Fi = NE/t. Здесь t - это
количество элементарных переворотов спина, а NE - количество уровней систе-
мы.

Модификация SAMC [11, 14] схожа с описанной выше [12, 13]. Вводится до-
полнительный параметр t0 - время, когда алгоритм переходит на второй этап,
измеренное в элементарных переворотах спина. Параметр F изменяется как
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функция F = t0
max(t,t0)

. Таким образом, на первом этапе параметр F равен еди-
нице, а на втором меняется как F = t0/t.

Выбор функции 1/t в качестве функции изменения параметра F имеет тео-
ретическое обоснование. В работе [11] на основе теории стохастической аппрок-
симации сформулированы условия на функцию F , необходимые для сходимости
метода

∞∑
i=0

Fi = ∞,
∞∑
i=0

F ζ
i < ∞, (9)

где ζ ∈ (1, 2). В работе [15] было доказано, что наиболее оптимальным выбором
функции является F (t) ∝ 1/tα при 1 ≤ α < 2. Причем результаты численных
экспериментов говорят о том, что α = 1 является наилучшим выбором.

Модификация 1/t-WL позволила обойти проблему с систематической ошиб-
кой алгоритма. Проблема заключалась в том, что с ростом количества шагов
алгоритма, отклонение от точного значения выходило на константное значение.
Одними из первых эту проблему описали авторы в статьях [16, 17]. Было пока-
зано наличие статистической ошибки, пропорциональной квадратному корню√
f . В статье [12] также наглядно продемонстрирована ограниченная точность

вычислений на примере модели Изинга. Отклонение ϵ(E, t) = |1− ln gn(E,t)
ln gex(E) | вы-

численного значения плотности состояний gn(E, t) от точного gex(E) оценива-
лось при разном количестве алгоритмических шагов t. Результаты вычислений
показали, что после некоторого значения параметра F = ln(f) размер ошибки
выходит на константу, и не уменьшается с ростом количества шагов алгоритма.
Аналогичный численный эксперимент для метода 1/t-WL показал, что ϵ(E, t)
убывает с ростом количества шагов пропорционально 1/t.

Обзор других модификаций также показывает, что выдвинутое условие (9)
на F является критичным в сходимости метода. Например, в работе [16] бы-
ли изложены соображения касательно значимости “плоскости” вспомогательной
гистограммы H(E) в точности вычислений, а также предложена идея зафикси-
ровать параметр F = 1 после 14 итераций. Численные эксперименты показали,
что такой подход дает значимое улучшение точности только на начальных ша-
гах алгоритма по сравнению с оригинальным методом [1], однако с увеличением
количества шагов алгоритм не дает значимых улучшений.

Частота корректировки значений g(E) также не является критичным фак-
тором в точности вычислений. В статье [18] авторы предлагают уменьшить
частоту корректировки значений g(E) в алгоритме Ванга-Ландау с каждого
переворота спина до одного Монте-Карло шага, т.е. обновлять g(E) через каж-
дые L2 элементарных переворота спина. Эффективность такого подхода срав-
нивается с оригинальным алгоритмом Ванга-Ландау с уровнем ровности гисто-
граммы H(E) 80% и 90%, а также с 1/t-модификацией. На основе сравнения
результатов вычислений трех характеристик системы, а именно температуры
максимума теплоемкости Tc и критических индексов β и γ, авторы делают вы-
вод о повышении точности алгоритма Ванга-Ландау при более редком обнов-
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лении плотности состояний по сравнению с оригинальным алгоритмом и моди-
фикацией 1�-WL. Однако, такой подход требует в разы больше процессорного
времени. Например, если сравнить результаты, полученные с помощью 1/t-WL
алгоритма c критерием остановки ln f = 5 · 10−8 и предложенной модифика-
ции (Tc = 2.26916(12), β = 0.1259(21) и Tc = 2.26904(25), β = 0.12494(68)
соответственно) , то последняя требует примерно в 7 раз больше времени [18].

Характерные времена алгоритма Ванга-Ландау
В алгоритме Ванга-Ландау можно выделить два характерных времени - это
время туннелирования (tunelling time) и время перемешивания (mixing time).

Время туннелирования связано с начальным этапом алгоритма 1/t-WL, и
является характерным временем для алгоритмов, требующих критерия “ровно-
сти” гистограммы [19]. Время туннелирования - это время за которое случайное
блуждание на отрезке достигает одного конца отрезка, начиная с другого, в пер-
вый раз. Это время ещё известно как first-passage time [20]. В терминах метода
Ванга-Ландау, это время за которое алгоритм достигает уровня с максимальной
энергией Emax, начиная с минимального Emin, в первый раз. Известно, что для
свободного случайного блуждания время туннелирования масштабируется как
количество уровней в квадрате ttun ≈ N 2

E [20], т.е. для двумерной модели Изин-
га с размером решетки L это ttun ≈ L4. Оценка этого времени для алгоритма
Ванга-Ландау на примере модели Изинга приводится в статье [19].

На заключительном этапе алгоритма оценка g̃(E) находится в окрестности
точного значения g(E), а шаги алгоритма являются марковским случайным
блужданием по спектру энергии. Время, за которое марковский процесс схо-
дится к равновесному состоянию, называется временем перемешивания tmix.
Известно, что это время обратно-пропорционально спектральной щели G, опре-
деляемой разницей между старшими собственными значениями матрицы пере-
ходов [35]

tmix =
1

G
=

1

λ1 − λ2
. (10)

Оценка данного времени для алгоритма Ванга-Ландау ранее не проводилась.

Параллельные реализации алгоритма Ванга-Ландау
Среди существующих подходов к реализации параллельного алгоритма Ванга-
Ландау можно выделить две группы:

• Алгоритмы, где случайные блуждание совершаются по всему спектру, и
идет работа с общей или распределенной памятью [21–23].

• Алгоритмы, где энергетический спектр делится на отрезки, в каждом совер-
шаются независимые случайные блуждания, используется распределенная
память [24] - [33]
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Рассмотрим далее предложенные реализации обоих подходов.

Случайные блуждания по всему спектру энергии

Начнем с варианта, когда несколько случайных блужданий совершаются по
всему спектру энергии. Существуют реализации такого подхода на системах с
распределенной памятью MPI [21], с общей памятью на OpenMP [22].

В случае использования распределенной памяти MPI [21] задается некото-
рый временной интервал, выраженный в шагах алгоритма, между которым про-
исходит коммуникация независимых блужданий для обновления общего значе-
ния DoS. Для проверки ровности гистограммы используется агрегированная
по всем блужданиям гистограмма. Определение интервала времени для обмена
информацией между блужданиями является слабым местом подхода, так как
может привести к неэффективности вычислений.

Реализация алгоритма на OpenMP [22] устроена следующим образом: созда-
ется несколько копий системы, каждой из которых соответствует свое началь-
ное состояние генератора случайных чисел. Внутри каждой копии выполняются
стандартные WL-шаги, связанные с чтением и изменением плотности состоя-
ний g(E) и гистограммы ровности H(E). Эти сущности являются общими и
доступными на запись каждой копией. Шаг проверки гистограммы H(E) на
ровность также выполняется всеми процессами, однако разрешение на измене-
ние параметра F доступно только тому процессору, где условие на “ровность” с
заданной точностью выполняется. После этого параметр f становится доступ-
ным для чтения всем процессам.

Такой подход к распараллеливания алгоритма достаточно прост, так как не
требует переписывания всей логики алгоритма, а ограничивается добавлением
директив, определяющих работу с общей памятью. В частности, чтобы опреде-
лить порядок работы с g(E) и H(E) и избежать преждевременной перезаписи
их значений, используются директивы ATOMIC или CRITICAL. Как показали
эксперименты авторов [22] директива CRITICAL замедляет работу алгоритма
настолько, что такая реализация уступает в скорости обычной последователь-
ной реализации. В свою очередь использование директивы ATOMIC показывает
ускорение в работе параллельной реализации. Однако допущение преждевре-
менной перезаписи общих элементов дает самую эффективную по времени реа-
лизацию: потерянные значения g(E) и H(E) из-за преждевременной перезаписи
компенсируется дополнительными шагами алгоритма, что требует меньше вре-
мени, чем ожидание в очереди на запись обновлений DoS и гистограммы H(E).
И по словам автором такой подход не ведет к потере точности. Однако, как по-
казано в работе [23] это может быть справедливо лишь для некоторых моделей,
но не гарантирует сходимость плотности состояний к точному решению. Это
происходит из-за того, что хотя все уровни энергии равновероятны, но вероят-
ность посещения уровней не равна. И некоторые из параллельных блужданий
“застревают” на уровнях с низкой энергией, и вносят вклад в общую для всех
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блужданий гистограмму H(E), однако должным образом не проходят по всему
спектру, тем самым переоценивая уровни с низкой энергией. Решением может
стать более строгий критерий “ровности”, что в свою очередь увеличивает вре-
мя работы алгоритма и теряет преимущество параллельной реализации перед
последовательной. Поэтому для решения данной проблемы авторы предлагают
использовать неравномерный параметр f : чем менее вероятно посещение уров-
ня, тем большее значение параметра f используется для изменения текущего
DoS.

Случайные блуждания по отрезкам спектра

В 2013 году Т.Вогель с коллегами [24–26] предложили параллельную реализа-
цию алгоритма Ванга-Ландау, путем разделения спектра на пересекающиеся
отрезки, которые между собой могут обмениваться конфигурациями.

Идея обмена конфигурациями взята из алгоритма Replica exchange Monte-
Carlo [27], в котором параллельно моделируются несколько копий одной систе-
мы (реплик) при разных температурах, и с некоторой периодичностью между
репликами происходит обмен конфигурациями, благодаря чему реплики с низ-
кой температурой получают конфигурации системы при высоких температурах
и наоборот. Такой подход позволяет обойти проблему попадания в локальный
минимум при низкой температуре, и увеличить точность вычислений термоди-
намических характеристик системы [28]. Независимый характер моделирования
каждой реплики позволяет масштабировать вычисления на высокопроизводи-
тельных кластерах и получать характеристики системы для заданного диапа-
зона температуры.

В предложенном Вогелем алгоритме Replica exchage Wang-Landau (REWL)
[24, 25] спектр энергии делится на h пересекающихся отрезков. В каждом из h-
интервалов совершаются m-независимых случайных блужданий классическим
алгоритмом Ванга-Ландау, и соответственно независимо вычисляются плот-
ность состояний g(E) и гистограмма ровности H(E). После определенного ко-
личества шагов происходит обмен конфигурациями между двумя случайными
блужданиями из соседних окон c вероятностью, удовлетворяющей принципу
детального равновесия Pacc:

Pacc = min[1,
gi(E(X))

gi(E(Y ))

gj(E(Y ))

gj(E(X))
] (11)

где i и j - случайно выбранные блуждания из соседних интервалов, X и Y -
соответствующие им конфигурации на данный момент времени, E(X) и E(Y )
- энергия, системы с конфигурацией X и Y .

Стоит обратить внимание к выбору доли пересечения o между интервала-
ми h. Величина o должна быть выбрана так, чтобы избежать двух крайностей.
С одной стороны, высокая доля пересечения будет неэффективной, так как мы
получим несколько блужданий практически по всему спектру энергии. В таком
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случае распараллеливание алгоритма не имеет смысла. С другой стороны, из-
лишне малая доля не сможет обеспечить достаточный уровень вероятности для
обмена конфигурациями между окнами. Авторы алгоритма предлагают выби-
рать долю пересечений на уровне 75% [25, 26, 32, 33].
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Научная новизна

1. Предложен новый математический объект для метода Ванга-Ландау - мат-
рица переходов по дискретному спектру энергии.

2. Аналитически и численно показано, что матрица переходов стремится к сто-
хастической при достижении необходимой точности вычисления плотности
состояний.

3. Предложен критерий точности вычислений плотности состояний - отклоне-
ние старшего собственного значения матрицы переходов от единицы.

4. Предложен метод оценки масштабирования вычислений плотности состо-
яний за счет анализа поведения спектральной щели матрицы переходов
марковского процесса на спектре энергии как функции размера системы.
Введено понятие времени перемешивания как оценки масштабируемости
времени вычисления.

5. Предложена параллельная модификация с контролируемой точностью для
метода Ванга-Ландау.

6. Применение разработанной методики продемонстрировано на исследовании
четырехкомпонентной модели Поттса на гексагональной решетке, что поз-
волило разрешить дискутируемый в научной литературе парадокс принад-
лежности этой модели к классу универсальности четырехкомпонентной мо-
дели Поттса.
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Краткое содержание работы

В первой главе обсуждается модификация алгоритма 1/t-Ванга-Ландау, пу-
тем введения матрицы перехода между уровнями энергии с вероятностью Ванга-
Ландау.

Как было сказано выше, в алгоритме Ванга-Ландау фигурирует вспомога-
тельная функция H(E), в которой накапливается информация о количестве
посещений каждого уровня энергии, однако данная функция не отражает ин-
формации о том, между какими уровнями был совершен переход. Для этого в
алгоритм была введена дополнительная функция U(Ek, Em). Она представля-
ет собой квадратную матрицу размером NE ×NE, где NE - количество уровней
энергии в системе. При старте алгоритма, матрица инициализируется нуля-
ми. В процессе блужданий при переходе с уровня энергии Ek на уровень Em

соответствующий элемент матрицы увеличивается на единицу U(Ek, Em) →
U(Ek, Em) + 1. В процессе выполнения алгоритма, мы также вычисляем нор-
мированную матрицу T (Ek, Em) = U(Ek, Em)/H, где H =

∑
k,m U(Ek, Em)/NE.

Результаты моделирования показали, что по мере сходимости алгоритма к точ-
ному значению g(E), нормализованная матрица T (Ek, Em) стремится стать два-
жды стохастической, т.е. сумма ее элементов и по столбцам, и по строкам близка
к единице. Соответственно ее старшее собственное значение стремится к еди-
нице λ1 → 1 [34].

Аналитическое решение матрицы было найдено для одномерной модели Изин-
га с периодическими граничными условиями. Было показано, что элементы
матрицы являются вероятностями перехода с уровня Ek на уровень Em, при-
чем итоговая вероятность складывается из двух компонент

T (Ek, Em) = min

(
1,

g(Ek)

g(Em)

)
P (Ek, Em). (12)

Первая компонента - это вероятность Ванга-Ландау PWL перейти с одного
энергетического уровня на другой. Вторая компонента P (Ek, Em) - это вероят-
ность перехода из конфигурации системы с энергией Ek в конфигурацию систе-
мы с энергией Em. Полная система выражений для недиагональных элементов
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матрицы T (Ek, Em):

T (Ek, Em) = min

(
1,

g(Ek)

g(Em)

) 2k∑
i=0

Ni(k, L)Q
Ek→Em

i

g(Ek)
,

Ni(k, L) =
L

k
C i

2k−iC
2k−i−1
L−2k−1,

N2k(k, L) = 2δL,2k,

Q
Ek→Ek−1

i =
i

L
,

Q
Ek→Ek+1

i =
L− 4k + i

L
,

QEk→Ek

i =
4k − 2i

L
,

g(Ek) = 2C2k
L .

(13)

Аналитическое решение, построенное на точном значении DoS, также под-
тверждает, что сумма элементов и по строкам, и по столбцам равна единице.
На основе этого свойства предложен критерий точности алгоритма, как откло-
нения старшего собственного значения от единицы

δ = |1− λ|. (14)

Было показано, что при точном значении g(E) алгоритм Ванга-Ландау яв-
ляется марковским процессом.

Во второй главе анализируется оценка характерных времен модифициро-
ванного алгоритма и приводится методика их вычисления. Была произведена
оценка времени туннелирования на примере двумерной модели Изинга с перио-
дическими граничными условиями. Установлено, что это время масштабируется
с ростом размера системы как ttun = L=4.743(7).

С введением матрицы переходов в алгоритм стало возможным оценить ха-
рактерное время для второго этапа алгоритма 1/t-WL. Известно, что это время
обратно-пропорционально разнице между старшими собственными значениями
матрицы переходов tmix = 1

|λ1−λ2| [35]. Для одномерной модели Изинга элемен-
ты матрицы T (Ek, Em) известны (см. выражение 13), и найти собственные зна-
чения не представляет труда. Установлено, что tmix = L2.19. Для двумерной
модели Изинга точное решение матрицы неизвестно. Поэтому были запущены
Ванга-Ландау блуждания с изначально заданным точным значением g(E) (вы-
численное с помощью [36]), и в ходе выполнения алгоритма g(E) не изменялось,
но при этом накапливалась матрица переходов U(Ek, Em). Нормированная мат-
рица T̃ (Ek, Em) использовалась для вычисления собственных значений. Уста-
новлено, что для двумерной модели Изинга, время перемешивание растет как
tmix = L4.28(4).

Для q-компонентной модели Поттса также были найдены время туннели-
рования и перемешивания, результаты представлены в таблице 1. Для оценки
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времени перемешивания сначала с помощью алгоритма 1/t-WL с матрицами
переходов была найдена оценка g̃(E), затем запущены шаги алгоритма с g̃(E)
в качестве начальных значений.

q ttun tmix

3 5.(3) 3.(3)
4 4.9(4) 3.(3)
5 4.7(2) 1.(7)
8 4.(9) 1.7(6)
10 4.8(1) 1.(3)

Таблица 1: Характерные времена алгоритма Ванга-Ландау на примере модели
Поттса на квадратной решетке с разным количеством компонент q.

В третьей главе обсуждается подход эффективной реализации параллель-
ного алгоритма Ванга-Ландау. Модификация предлагается на основе случай-
ных блужданий по отрезкам (окнам) спектра энергии, которые пересекаются
между собой с некоторой долей o%. В рамках каждого окна, помимо функций
g(E) и H(E) накапливается матрица переходов T̃ (Ek, Em). С некоторой пери-
одичностью происходит обновление значений плотности состояний для всего
спектра по формуле: Gi = 1

k

∑k
j=0 g

j(Ei), где k-количество окон, в которых
встречается уровень энергии Ei, и соответственно gj(Ei) - это значение плот-
ности состояния уровня Ei накопленное в окне j. Результаты экспериментов
показали, что как для всего спектра энергии, так и для окон выполняется усло-
вие сходимости матрицы к стохастической, и в рамках каждого окна с ростом
количества шагов t старшее собственное значение стремится к единице. Внутри
каждого окна было вычислено время туннелирования двумя способами: на осно-
ве ровного распределения плотности состояний (g(Ei) = 1) и на основе точного
значения (g(Ei) = gexact(Ei)) [36]. В обоих случаях фиксировалось два времени:
проход по спектру от меньшей энергии к большей и наоборот. Результаты дают
представление об особенностях распределения времени туннелирования внутри
окон спектра на начальном этапе алгоритма и его финальной стадии. На при-
мере вычисления теплоемкости C(β) для модели Изинга и ее относительной
ошибки было показано, что предложенный подход для вычисления плотности
состояний проще в вычислении, чем предложенный ранее в [24] и обеспечивает
достаточную точность вычислений.

Результаты применения модифицированного метода для решения задач ста-
тистической физики приводятся в четвертой главе. Известно, что в модели
Поттса на квадратной решетке с числом компонент q > 4 наблюдается фазо-
вый переход первого рода, а при q ≤ 4 - второго рода. Мотивация исследова-
ния обусловлена наличием ряда публикаций (например [37]), утверждающих о
наличие фазового перехода первого рода в четырехкомпонентной модели Потт-
са на гексагональной решетке, что противоречит теории универсальности [38],
утверждающей, что на род фазового перехода не влияют локальные конфигу-
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рации, а влияет размерность системы и ее гамильтониан. С помощью моди-
фицированного метода 1/t - Ванга-Ландау с критерием точности δ = |1 − λ1|
была найдена плотность состояний g(E) четырехкомпонентной модели Поттса
на гексагональной решетке. С помощью g(E) были найдены функции от тем-
пературы β, такие как энергия E(β), теплоемкость C(β) и кумулянт Биндера
BE(β) по формулам

E(β) = ⟨E⟩ =
∑NE

i=0Eig(Ei)e
−βEi∑NE

i=0 g(Ei)e−βEi

, (15)

⟨E2⟩ =
∑NE

i=0E
2
i g(Ei)e

−βEi∑NE

i=0 g(Ei)e−βEi

, (16)

C(β) = β2(⟨E2⟩ − ⟨E⟩2), (17)

BE(β) = 1− ⟨E4⟩
3⟨E2⟩2

(18)

Логарифмические поправки к зависимости положения критической точки βc
от размера системы L согласуются с аналитическими показателями, представ-
ленными в [39]. Результаты анализа показывают, что модель Поттса с числом
компонент q = 4 на гексагональной решетке не противоречит теории универ-
сальности.
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Основные результаты, выносимые на защиту

• Введен новый объект в метод Ванга-Ландау - матрица переходов по дис-
кретному спектру энергии. Продемонстрировано, что матрица стремится
стать стохастической при приближении вычислений плотности состояний к
точному значению.

• Разработан подход для контроля точности вычислений плотности состоя-
ний в алгоритме Ванга-Ландау.

• Впервые произведена оценка характерного времени в алгоритме Ванга-Лан-
дау – времени перемешивания.

• Предложена параллельная реализация алгоритма Ванга-Ландау с контро-
лируемой точностью. Предложен алгоритмически более простой способ
“сшивки” плотности состояний всего спектра.

• Разработанный метод применен для установления вида фазового перехода
в четырехкомпонентной модели Поттса на гексагональной решетке.

Личный вклад автора в разработку проблемы
Идеи и гипотезы, рассматриваемые в диссертации, были выдвинуты совместно с
научным руководителем. Автор диссертации лично разрабатывал программный
код, провел вычислительные эксперименты и обработал их результаты, а также
участвовал в написании текста статей.
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Общие выводы исследования

• Предложено ввести в алгоритм 1/t-Ванга-Ландау матрицу переходов слу-
чайного блуждания с вероятностью Ванга-Ландау, в которой накапливается
частота переходов из состояний с одной энергии системы в состояние с дру-
гой энергией. Получены аналитически выражения для матрицы переходов
для одномерной модели Изинга с периодическими граничными условия-
ми. Показано, что элементы матрицы являются вероятностями перехода с
уровня Em на Ek, причем вероятность перехода состоит из двух компонент:
1) вероятности перехода Ванга-Ландау Pwl = min

(
1, g(Em)

g(Ek)

)
; 2) вероятно-

сти оказаться на данном уровне энергии. Было показано, что нормирован-
ная матрица с ростом количества шагов моделирования стремится к сто-
хастической, соответственно старшее собственное значение такой матрицы
стремится к единице λ1 → 1. На основе этого свойства предложен крите-
рий точности, как отклонение старшего собственного значения от единицы:
δ = |λ1 − 1|.

• Произведена оценка двух характерных времен алгоритма: времени переме-
шивания и времени туннелирования алгоритма Ванга-Ландау. Была най-
дена взаимосвязь между размером системы и временем туннелирования,
необходимым алгоритму пройти по всему энергетическому спектру, начи-
ная с минимального уровня и заканчивая максимальным, иными словами
установлено, как меняется время туннелирования с ростом системы. Вве-
денная в алгоритм матрица переходов с вероятностью Ванга-Ландау поз-
волила оценить время перемешивания алгоритма, исходя из оценки спек-
тральной щели G = |λ1 − λ2| для модели Изинга. Время перемешивания
tmix = 1/G, является оценкой характерного времени на втором этапе алго-
ритма 1/t Ванга-Ландау.

• Предложена параллельная реализация алгоритма Ванга-Ландау с исполь-
зованием матрицы переходов и более простым подходом к “сшивке” плотно-
сти состояний всего спектра. Для проведения более эффективных расчетов
спектр энергии системы разделяется на отрезки (окна), пересекающиеся
с заданной долей. Внутри каждого окна производятся независимые меж-
ду собой блуждания, накапливается оценка плотности состояний g(E), ги-
стограмма H(E) и матрица переходов T (Ek, Em). Показано, что матрицы
переходов внутри каждого окна также как и матрица переходов в последо-
вательной реализации, стремится стать стохастической. Предложен новый
подход к вычислению плотности состояний всего спектра из параллельных
окон. Продемонстрировано, что новый подход позволяет вычислять тер-
модинамические функции системы без потери точности при уменьшении
времени вычислений.
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