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ВВЕДЕНИЕ

Термин «К3 поверхность» был предложен А. Вейлем в 1957 г. в его известной программе
по исследованию этих специальных поверхностей и их модулей. В течение многих лет
последним открытым вопросом программы Вейля оставался вопрос о геометрическом
типе пространств модулей поляризованных К3 поверхностей. В статье [D4] эта проблема
была решена через 50 лет после еe постановки. Это один из главных результатов дис-
сертации, кратко изложенный в §5. (См. также доклад K. Вуазен на семинаре Бурбаки
[Vo2] и наш большой обзор [GHS1] в первом томе монографии “Handbook of Moduli”.) В
очень краткой форме результат можно сформулировать так:

Пространство модулей F2d поляризованных K3 поверхностей степени 2d имеет об-
щий тип для всех d > 61.

Для доказательства этого утверждения был разработан достаточно общий и эффек-
тивный метод, который с успехом применяется для различных модулярных многообра-
зий ортогонального типа. Доказательство общего типа модулярных многообразий ис-
пользует алгебраическую геометрию, модулярные формы относительно неопределенной
ортогональной группы O(2, n), автоморфные произведения Борчердса, комбинаторику
систем корней и арифметическую теорию квадратичных форм. Это общий метод – ос-
новной результат диссертации.

Необходимость изучения модулярных форм на ортогональных группах типа O(2, n)
была впервые отмечена А. Вейлем в конце 50-х годов прошлого века в его программе по
изучению K3 поверхностей: “One interesting feature here is the occurrence, in a problem of
moduli, of the automorphic functions belonging to the group of unites of a quadratic form of
signature (n, 2) (with n = 19 in the present case).” (Cм. “Final report on research contract
AF 18(603)-57”, [We, стр. 390–395].)

Ниже мы приводим результаты автора в теории автоморфных форм на ортогональ-
ных группах, которые позволили решить некоторые классические проблемы в теории
модулей поляризованных абелевых поверхностей и соответствующих им поверхностей
Куммера, поляризованных K3 поверхностей и поляризованных гиперкэлеровых много-
образий. Тексты статей [D1]–[D10], выносимых на защиту, собраны в Приложениях A–J
данной диссертации. Их точное библиографическое описание дано ниже на странице 3.
Кратко сформулируем основные результаты диссертации.

1) Доказана иррациональность (неотрицательность размерности Кодаиры) пространств
модулей (1, t)-поляризованных абелевых поверхностей (вопрос Зигеля) для всех t кроме
двадцати исключительных поляризаций.

2) Доказан общий тип пространств модулей поляризованных K3 поверхностей степени
2d при d > 61. Это была последняя открытая проблема программы А. Вейля о K3
поверхностях.

3) В середине 1980-x годов были открыты многомерные аналоги K3 поверхностей –
неприводимые голоморфные симплектические многообразия или гиперкэлеровые мно-
гообразия. В диссертации установлен общей тип пространств модулей поляризованных
гиперкэлеровых многообразий типа K3[2] (размерность модулей равна 20) и пространств
модулей поляризованных 10-мерных многообразий О’Грэди (размерность модулей равна
21).

4) Доказана иррациональность пространств модулей поверхностей Куммера, построен-
ных по поляризованным абелевым поверхностям. Этот вопрос был открыт с 1996 года.
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Ключевыми для решения этих алгебро-геометрических проблем являются результаты
автора в области модулярных форм относительно ортогональных групп. Перечислим
основные автоморфные результаты.

5) Предложен метод подъема форм Якоби до модулярных форм на парамодулярных
группах Зигеля рода 2 и на ортогональных группах сигнатуры (2, n). Эта конструкция
позволяет строить канонические дифференциальные формы на модулярных многообра-
зиях.

6) Доказаны два автоморфных критерия: “Low weight cusp form trick” для доказательства
общего типа и автоморфный критерий унилинейчатости модулярных многообразий.
Оба критерия технически связанны с рефлективными модулярными формами.

7) Найдено новое представление автоморфных произведений Борчердса в терминах форм
Якоби в одномерных каспах ортогональной модулярной группы. Этот подход позволя-
ет строить автоморфные формы для двух автоморфных критериев, отмеченных выше.
Это основная трансцендентная часть доказательства алгебро-геометрических результа-
тов пунктов 1) – 4). Кроме того, данный подход позволяет находить обобщенную матрицу
Картана и кратность всех положительных корней лоренцевых алгебр Каца–Муди.

8) Автоморфные произведения в терминах форм Якоби от одной переменой имеют ин-
терпретацию в физике как вторичное квантование эллиптического рода многообразий
Калаби–Яу. Мы изучили автоморфные свойства эллиптического рода и его вторичного
квантования.
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1 Mодулярные многообразия и модулярные формы

Прежде всего мы определим важный для алгебраической геометрии класс многообразий
– модулярные многообразия ортогонального типа. Пусть L – целочисленная решетка, а
именно, свободный Z-модуль конечного ранга с четной целочисленной симметричной би-
линейной формой (·, ·) : L×L→ Z сигнатуры (2, n) над R. Определим ассоциированную
с L классическую эрмитову однородную n-мерную область

D(L) = {[Z] ∈ P(L⊗ C) | (Z,Z) = 0, (Z,Z) > 0}+,

где + означает одну из двух компонент связности.
Обозначим через O+(L) подгруппу индекса 2 целочисленной ортогональной группы

O(L), сохраняющую D(L). Пусть Γ – подгруппа конечного индекса в O+(L). Любая такая
группа действует на D(L) как дискретная группа автоморфизмов. Определим фактор-
пространство

ML(Γ) = Γ\D(L),

которoe называется ортогональным модулярным многообразием.
Для геометрических приложений самыми важными арифметическими группами яв-

ляются стабильная ортогональная группа и ее специальная подгруппа

Õ
+

(L) = {g ∈ O+(L) | g|L∨/L = id}, S̃O
+

(L) = SO(L) ∩ Õ
+

(L), (1)

где L∨ – двойственная решетка и L∨/L конечная дискриминантная группа порядка
|det (L)|.

Многие классические пространства модулей являются ортогональными модулярны-
ми многообразиями. Ниже приведены некоторые важные примеры таких многообразий,
которые были исследованы в диссертации.
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Пространства модулей.

(1) ПространствоAt модулей (1, t)-поляризованных абелевых поверхностей и простран-
ство Kt куммеровых поверхностей, построенных по (1, t)-поляризованным абеле-
вым поверхностям. Это следующие зигелевы модулярные 3-фолды

Lt = U ⊕ U ⊕ 〈−2t〉, sign(Lt) = (2, 3), (2)

At = S̃O
+

(Lt) \ D(Lt), Kt = O+(Lt) \ D(Lt), dimAt = dimKt = 3, (3)

где U ∼= ( 0 1
1 0 ) – гиперболическая плоскость, 〈−2t〉 – решетка ранга 1 с матрицей

Грамма (−2t).

(2) ПространствоM2d модулей поляризованных K3 поверхностей степени 2d

L2d = 2U ⊕ 2E8(−1)⊕ 〈−2d〉, sign(Lt) = (2, 19), (4)

M2d = Õ
+

(L2d) \ D(L2d), (5)

где 2E8(−1) две ортогональные копии отрицательно определенной решетки E8(−1).

(3) Пространство модулей поляризованных неприводимых голоморфных симплектиче-
ских многообразий типа K3[2] с расщепимой поляризацией степени Богомолова–
Бовиля 2d (см. [D5], [GHS1])

L2,2d = 2U ⊕ 2E8(−1)⊕ 〈−2〉 ⊕ 〈−2d〉, sign(L2,2d) = (2, 20), (6)

Msplit

K3[2],2d
= Õ

+
(L2,2d) \ D(L2,2d). (7)

(4) Пространство модулей поляризованных 10-мерных многообразий О’Грэди с расще-
пимой поляризацией степени Богомолова–Бовиля 2d (см. [D6], [GHS1])

LA2,2d = 2U ⊕ 2E8(−1)⊕ 〈A2(−1)〉 ⊕ 〈−2d〉, sign(LA2,2d) = (2, 21), (8)

Msplit
O′G10,2d

= Õ
+

(LA2,2d) \ D(L2,2d). (9)

По построению, ортогональное модулярное многообразие является комплексным ана-
литическим пространством. Его компактификация типа Сатаке, а именно, компактифи-
кация Бейли–Бореля, была построена в [BB]. Граница компактификации Бейли–Бореля
распадается в дизъюнктное объединение компонент FP , являющихся в свою очередь сим-
метрическими пространствами, соответствующими рациональным параболическим под-
группам ортогональной группы сигнатуры (2, n), которые являются стабилизаторами
изотропных пространств в L⊗Q. Имеет место следующий результат (см. [BB]): компак-
тификация Бейли–БореляML(Γ)∗ является неприводимым нормальным проективным
многообразием над C и распадется в объединение непересекающихся компонент

ML(Γ)∗ =ML(Γ)q
∐
P
XP q

∐
`

Q`, (10)

где ` и P пробегают конечное число представителей Γ-орбит рациональных изотропных
прямых и плоскостей в L ⊗ Q. Компонента ML(Γ) = Γ\D(L) является отрытым
по Зарискому множеством, каждая компонента XP является модулярной кривой, а
каждая Q` – точкой. Q` содержится в замыкании XP тогда и только тогда, когда `
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может быть выбрана так, что ` ⊂ P. Компоненты XP и Q` обычно называются 1- и
0-мерными компонентами границы модулярного многообразия или его одномерными и
нульмерными каспами.

Теория модулярных форм является одним из главных инструментов для изуче-
ния геометрии модулярных многообразий ортогонального типа. Например, компактифи-
кация Бейли–Бореля ML(Γ)∗ может быть определена как Proj (

⊕
kMk(Γ)), где Mk(Γ)

обозначает конечномерное пространство модулярных форм веса k с тривиальным харак-
тером. Дадим определение модулярных форм.

Определение 1.1. Рассмотрим решетку L сигнатуры (2, n) с n ≥ 3 и аффинный конус
D(L)• = {y ∈ L ⊗ C | x = C∗y ∈ D(L)} над D(L). Пусть k ∈ Z и χ : Γ → C∗ –
характер подгруппы Γ < O+(L) конечного индекса. Голоморфная функция F : D(L)• → C
называется модулярной формой веса k и характера χ относительно группы Γ, если

F (tZ) = t−kF (Z), ∀ t ∈ C∗ и F (gZ) = χ(g)F (Z), ∀ g ∈ Γ.

Модулярная форма называется параболической, если она обращается в ноль во всех
каспах группы Γ, то есть на всех граничных компонентах компактификации Бейли–
Бореля модулярного многообразия Γ\D(L).

ЧерезMk(Γ, χ) (соответственно, Sk(Γ, χ)) обозначаем линейное пространство всех мо-
дулярных (соответственно, параболических) форм веса k и характера χ. Эти простран-
ства конечномерны.

Дифференциальные формы на ML(Γ) могут быть интерпретированы как модуляр-
ные формы относительно группы Γ. Выберем комплексную форму объема dZ на D(L).
Тогда, если F – модулярная форма веса kn и характера detk для группы Γ, то F (dZ)k

является Γ-инвариантным сечением плюриканонического расслоения Ω(D(L))⊗k. Следо-
вательно арифметическая информация о модулярных формах может быть использована
для получения геометрической информации об ортогональном многообразииML(Γ).

Вес k = n называется каноническим в силу следующей Леммы Фрeйтага (см. [Fr,
Предложение 2.1 Главы 3]) Sn(Γ, det) ∼= H0

(
M̃L(Γ),Ω(M̃L(Γ))

)
, где M̃L(Γ) – любая

гладкая компактификация модулярного многообразия ML(Γ) и Ω(M̃L(Γ)) – пучок ка-
нонических дифференциальных форм. Следовательно, имеется следующая важная фор-
мула для геометрического рода ортогонального модулярного многообразия в терминах
размерности пространства параболических форм канонического веса n:

pg(M̃L(Γ)) = hn,0(M̃L(Γ)) = dimSn(Γ, det). (11)

Главная проблема: Как построить хотя бы одну параболическую форму каноническо-
го веса для модулярных групп из теории модулей алгебраических многообразий?

Для многообразия At данная проблема была решена автором в [D1], а для многооб-
разия Kp первый нетривиальные результаты получены в [D9]–[D10].

2 Арифметический подъем форм Якоби и пространства мо-
дулей абелевых поверхностей (проблема Зигеля)

В этой диссертации мы рассматриваем решетки, содержащие две гиперболические плос-
кости U ,

L = U ⊕ L1 = U ⊕ (U1 ⊕ L0(−1)), U ∼= U1
∼= ( 0 1

1 0 ) , (12)
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где L0 – четная целочисленная положительно определенная решетка ранга n0 > 0, L1

имеет сигнатуру (1, n0 + 1), a L – сигнатуру (2, n0 + 2). (L(m) обозначает решетку L
с квадратичной формой умноженной на m.) Первое разбиение решетки L в (12) дает
цилиндрическую модель (так называемая труба будущего) однородной области:

D(L) ∼= H(L1) = {Z ∈ L1 ⊗ C | (ImZ, ImZ)L1 > 0}+.

Второе разбиение решетки L в (12) дает более детальное представление области D(L) в
одномерном каспе, отвечающем изотропной плоскости в L

H(L1) ∼= H(L0) = {Z = ωe1 + z + τf1 ∈ L1 ⊗ C |
τ, ω ∈ H1, z ∈ L0 ⊗ C, 2 Im τ · Imω − (Im z, Im z)L0 > 0}. (13)

Любая модулярная форма F ∈ Mk(S̃O
+

(L)) периодична, т.е. F (Z + l) = F (Z) для
любого l ∈ L1. Тем самым определено разложение Фурье по переменной Z ∈ H(L1) в
нульмерном каспе

F (Z) =
∑

l∈L∨1 , (l,l)≥0

f(l) exp (2πi (l, Z)). (14)

Условие на гиперболическую норму индексов ненулевых коэффициентов Фурье (l, l)L1 ≥
0 следует из голоморфности модулярной формы. (См. описание разложения Фурье в
произвольном каспе в [GN2, §2.3] и [GHS1, §8.2–8.3].) Разложение Фурье–Якоби есть
разложение в одномерном каспе. Точнее это разложение Фурье по переменной ω из (13)

F (τ, z, ω) =
∑
m≥0

ϕm(τ, z) exp (2πimω). (15)

Коэффициенты ϕm(τ, z) называются коэффициентами Фурье–Якоби в 1-мерном каспе.
Mы определяем формы Якоби веса k и индекса m относительно решетки L0 как ав-

томорфные формы типа ϕ(τ, z) exp (2πimω) относительно параболической подгруппы,
сохраняющей данный одномерный касп. Это можно выразить при помощи функцио-
нальных уравнений двух типов, приведенных ниже.

Определение 2.1. (См. [D2, Определение 2.2], [G2] и [CG2].) Голоморфная функция
ϕ : H × (L0 ⊗ C) → C называется слабо голоморфной формой Якоби веса k ∈ Z,
индекса t ∈ N относительно решетки L0, если она удовлетворяет функциональным
уравнениям

ϕ

(
aτ + b

cτ + d
,

z

cτ + d

)
= (cτ + d)k eiπt

c(z,z)
cτ+d ϕ(τ, z), ∀

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z),

ϕ(τ, z + xτ + y) = e−iπt((x,x)τ+2(x,z)) ϕ(τ, z), ∀x, y ∈ L0,

и обладает разложением Фурье типа

ϕ(τ, z) =
∑
n≥c0

∑
`∈L∨0

f(n, `)qnζ`, (16)

где c0 ∈ Z, q = e2πiτ и ζ` = e2πi(`,z). Если ϕ удовлетворяет условию

f(n, `) 6= 0 =⇒ 2n− (`, `) ≥ 0,
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тогда ϕ называется голоморфной формой Якоби. Если ϕ удовлетворяет более
сильному условию (f(n, `) 6= 0 =⇒ 2n−(`, `) > 0) тогда ϕ называется параболической.
Обозначим через J !

k,L0,t
(соответственно Jk,L0,t, и J

cusp
k,L0,t

) векторное пространство сла-
бо голоморфных (соответственно, голоморфных или параболических) форм Якоби веса
k и индекса t относительно решетки L.

Теорема 2.2. (Cм. [D2, Теорема 3.1] и [G2].) Подъём голоморфной формы Якоби ϕk(τ, z) ∈
Jk,1(L0) (с f(0, 0) = 0 в (16)) веса k определяется действием формальной операторной
L-функцией Гекке группы SL2(Z), задаваемой суммой

Lift(ϕk)(τ, z, ω) =
∑
m≥1

mk−1
(
ϕk(τ, z)e

2πimω
)
|k T−(m)

=
∑
m≥1

m−1
∑
ad=m

b mod d

akϕk
(aτ + b

d
, az

)
e2πimω. (17)

Подъём имеет следующее разложение Фурье

Lift(ϕk)(Z) =
∑

n,m>0, `∈L∨0
2nm−(`,`)≥0

∑
d|(n,`,m)

dk−1f(
nm

d2
,
`

d
) e(nτ + (`, z) +mω),

где d|(n, `,m) обозначает положительный общий делитель n, m и вектора ` ∈ L0.
Подъём есть модулярная форма веса k относительно стабильной ортогональной груп-
пы S̃O

+
(L) (см. (1))

Lift(ϕk) ∈Mk(S̃O
+

(L)).

Lift(ϕk) – параболическая формa, если ϕk параболическая форма Якоби.

Модулярные формы Якоби веса k и индекса 1, отвечающие решетке 〈2t〉, есть обычные
модулярные формы Якоби веса k и индекса t в смысле Эйхлера–Загира. Для любой
параболической формы Якоби веса 3 и индекса t конструкция подъема дает ненулевую
параболическую форму веса 3 относительно парамодулярной группы Γt. В силу критерия
Фрайтага мы получаем ненулевую каноническую дифференциальную форму на любой
гладкой компактификации модулярного многообразия At. Это дает следующую теорему.

Теорема 2.3. (См. [D1, Теорема 1.1].) Пространство модулей (1, t)-поляризованных
абeлевых поверхностей At (см. (2)–(3)) имеет положительный геометрический род для
всех t кроме двадцати исключительных поляризаций t = 1, 2, . . . , 12, 14, 15, 16, 18, 20, 24,
30, 36. В частности, H3(Γt,C) не является тривиальной для всех неисключительных
поляризаций.

Рациональность или унирациональность соответствующего пространства модулей из-
вестна только для исключительных t ≤ 20 (см. [GP]).

3 Рефлективные автоморфные формы: два автоморфных
критерия в геометрии модулярных многообразий

Пусть Y – связное гладкое проективное многообразие размерности n. Размерность Ко-
даиры κ(Y ) определяется как степень трансцендентности кольца плюриканонических
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дифференциальных форм

κ(Y ) = Tr.deg
(⊕
m≥0

H0(Y,Ω(Y )⊗m)
)
− 1,

или −∞, если H0(Y,Ω(Y )⊗m) = 0 для всех m > 0. Этот инвариант дает асимптоти-
ческую размерность h0(Y,Ω(Y )⊗m) ∼ mκ(Y ) для достаточно больших m. Известно, что
κ(Y ) ∈ {−∞, 0, 1, . . . , n = dimY }. Говорят, что многообразие Y имеет общий тип, ес-
ли κ(Y ) = dimY . Размерность Кодаиры является бимероморфным инвариантом, поэто-
му для любого неприводимого квазипроективного многообразия полагаем κ(X) = κ(X̃),
где X̃ какая-то гладкая модель многообразия X.
Дивизор ветвления модулярной проекции πΓ : D(L)→ Γ\D(L) является одним ос-
новным препятствием для продолжения плюриканонических дифферецниальных форм
с открытой подобласти FL(Γ)o нa гладкую компактификацию этого квазипроективного
многообразия.

Теорема 3.1. (См. [D4, Следствие 2.13].) Дивизор ветвления R.div(πΓ) модулярной про-
екции πΓ : D(L) → Γ\D(L) индуцируется всеми элементами g ∈ Γ такими, что g или
−g является отражением относительно вектора решетки L

R.div(πΓ) =
⋃

r∈L/±1

r примитивный
σr∈Γ или −σr∈Γ

Dr(L). (18)

Определение 3.2. Модулярная форма F ∈Mk(Γ, χ) называется рефлективной, если

supp(divF ) ⊂ R.div(πΓ),

где R.div(πΓ) дивизор ветвления модулярной проекции из Теоремы 3.1. F называется
строго рефлективной, если кратность всех неприводимых компонент divF равна 1.

Модулярные формы с маленьким или большим дивизором. Согласно опреде-
лению, данному выше, модулярная форма F ∈ Mk(Γ, χ) является строго рефлективной
тогда и только тогда, когда divF ≤ R.div(πΓ), т.е. дивизор строго рефлективный фор-
мы маленький. Будем говорить, что дивизор модулярной формы F ∈Mk(Γ, χ) большой,
если divF ≥ R.div(πΓ).

Модулярные формы канонического веса. Малые и большие веса. Пусть
sign(L) = (2, n). Дивизор произвольной модулярной формы канонического веса F ∈
Mn(Γ,det) всегда содержит дивизор ветвления R.div(πΓ). Канонический вес является
пограничным в геометрических приложениях. Мы говорим, что вес k модулярной фор-
мы F ∈ Mk(Γ, χ) малый, если k < n, и большой, если k > n. Ниже приводим первый
автоморфный критерий.

Теорема 3.3. (Low weight cusp form trick, см. [D4, Теорема 1.1].) Пусть sign(L) =
(2, n) и n ≥ 9. Модулярное многообразие ML(Γ) имеет общий тип, если существует
параболическая форма F ∈ Sk(Γ,detε) (ε = 0, 1) малого веса k < n с большим дивизором,
т.е. такая, что divF ≥ R.div(πΓ).

Второй критерий в некотором смысле противоположен первому. Мы докажем, что
размерность Кодаиры модулярного многообразия ML(Γ) равна −∞, если существует
модулярная форма большого веса с маленьким дивизором.
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Теорема 3.4. (См. [D2, Теорема 5.8].) Пусть sign(L) = (2, n) и n ≥ 3. Предположим,
что Fk ∈ Mk(Γ, χ) – строго рефлективная модулярная форма веса k и характера χ
относительно подгруппы Γ < O+(L) конечного индекса, т.е.

divF ≤ R.div(πΓ).

Пусть κ(X) – размерность Кодаиры многообразия X.
1) Если k > n, то κ(Γ\D(L)) = −∞.
2) Пусть k = n. Предположим в этом случае, что Γ имеет хотя бы один касп, т.е.

Γ\D(L) не является компактным многообразием. Если F не является параболической,
то κ(Γ\D(L)) = −∞. Если F параболическая форма (с кратностью нуля на границе не
меньшей 1), то для подгруппы Γχ = ker(χ · det) < Γ имеем κ(Γχ\D(L)) = 0.

Отметим, что имеется следующее алгебро-геометрическое уточнение последней тео-
ремы. Напомним, что многообразие называется унилинейчатым, если существует до-
минантное рациональное отображение Y × P1 99K X, где Y многообразие с dimY =
dimX − 1. Если X унилинейчатое, то κ(X) = −∞. Гипотетически предполагается, что
обратное тоже верно, однако это доказано только для dimX = 3.

Теорема 3.5. (Cм. [D7, Теорема 2.1].) Пусть k > n в условиях Теоремы 3.4. Тогда мо-
дулярное многообразие Γ\D(L) является, по крайней мере, унилинейчатым. (См. более
общую формулировку и доказательство в [D7].)

4 Aвтоморфные произведения Борчердса в терминах форм
Якоби веса 0, лоренцевы алгебры Каца–Муди, эллиптиче-
ский род многообразий Калаби–Яу

В предыдущем параграфе была описана роль автоморфных форм со специальными диви-
зорами. Основная задача – построить автоморфные формы, удовлетворяющие условиям
первого или второго автоморфных критериев.
4.1. Автоморфное произведение в одномерном каспе.

Рассмотрим η-функцию Дедекинда

η(τ) = q1/24
∏
n≥1

(1− qn) ∈ S1/2(SL2(Z), vη), (19)

которая является параболической формой веса 1/2 с системой мультипликаторов vη :
SL2(Z)→ U24 порядка 24 (проективный характер). Базовый объект в нашей конструкции
– нечетнaя тета-функция Якоби (ϑ(τ,−z) = −ϑ(τ, z))

ϑ(τ, z) = q
1
8 (ζ

1
2 − ζ−

1
2 )
∏
n≥1

(1− qnζ)(1− qnζ−1)(1− qn). (20)

В [GN3] было замечено, что ϑ(τ, z) ∈ J1/2,1/2(v3
η × vH) является голоморфной формой

Якоби веса 1/2 и индекса 1/2 в терминах определeния из §4.
Пусть дана целочисленная квадратичная решетка L = 2U⊕L0(−1) (см. (12)) сигнату-

ры (2, n). Õ
+

(L) – стабильная ортогональная группа. Для любого v ∈ L⊗Q, удовлетво-
ряющего (v, v) < 0, определим соответствующий рациональный квадратичный дивизор
Dv = {[Z] ∈ D(M) : (Z, v) = 0}. Зафиксируем аффинную цилиндрическую реализацию
H(L0) однородной области D(L) (см. (13)).
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Теорема 4.1. (См. [D2, Теоремa 4.2].) Пусть дана слабо голоморфная форма Якоби веса
0 и индекса 1 для решетки L0 (см. §2)

ϕ(τ, z) =
∑

n∈Z,`∈L∨0

f(n, `)qnζ` ∈ J !
0,L0;1.

Предположим, что f(n, `) ∈ Z для всех 2n − (`, `) ≤ 0. Введем порядок в вектор-
ной системе {`; f(0, `)}, аналогичный положительным и отрицательным корням. По-
определению, (n, `,m) > 0 означает, что либо m > 0, либо m = 0 и n > 0, либо
m = n = 0 и ` < 0. Определим четыре константы

A =
1

24

∑
`∈L∨

f(0, `), ~B =
1

2

∑
`>0

f(0, `)` ∈ 1

2
L∨0 , C =

1

2 rank(L)

∑
`∈L∨

f(0, `)(`, `).

Тогда произведение

Borch(ϕ)(Z) = qAr
~BξC

∏
n,m∈Z,`∈L∨0

(n,`,m)>0

(1− qnζ`ξm)f(nm,`) ∈Mmer
f(0,0)

2

(Õ
+

(L), χ), (21)

является мероморфной автоморфной формой веса f(0, 0)/2 относительно стабильной
ортогональной группы Õ

+
(2U⊕L0(−1)) с характером χ. При этом Z = (τ, z, ω) ∈ H(L0),

q = exp(2πiτ), ζ` = exp(2πi(`, z)), ξ = exp(2πi ω), a характер χ индуцируется своими
значениями на подгруппах:

χ|SL2(Z)= v24A
η , χ|H(L)([λ, µ; r]) = eπiC((λ,λ)+(µ,µ)−(λ,µ)+2r), χ(V ) = (−1)D,

где V : (τ, z, ω)→ (ω, z, τ) и D =
∑

n<0 σ0(−n)f(n, 0), т.е.

Borch(ϕ)(τ, z, ω) = (−1)D Borch(ϕ)(ω, z, τ).

Все полюса и нули формы Borch(ϕ) лежат на рациональных квадратичных дивизо-
рах типа Dv, где v ∈ 2U ⊕ L∨(−1) – примитивный вектор с (v, v) < 0. Кратность
дивизоров задаётся формулой

multDv =
∑

d∈Z,d>0

f(d2n, d`),

где v ≡ ` mod 2U ⊕ L0(−1), ` ∈ L∨0 , n ∈ Z такие, что (v, v) = 2n− (`, `).

Замечание. Наш вариант произведения Борчердса является экспоненциальным вари-
антом арифметического подъема. Бесконечное произведение Теоремы 4.1 в нашей кон-
струкции записывается другим образом. Пусть ϕ исходная форма Якоби веса 0 и

ϕ̃(Z) = ϕ̃(τ, z, ω) = ϕ(τ, z) exp(2piiω).

Тогда
Borch(ϕ)(Z) = ψ̃L;C(Z) exp

(
−
∑
m≥1

m−1ϕ̃|T−(m)(Z)
)
, (22)

где под экспонентой стоит арифметический подъем формы Якоби веса 0 из Теоремы 2.2.
Первый множитель, т.е. первый ненулевой коэффициент Фурье–Якоби индекса C формы
Borch(ϕ) в данном одномерном каспе является обобщённым тета-блоком

ψL,C(τ, z) = η(τ)f(0,0)
∏
`>0

(
ϑ(τ, (`, z))

η(τ)

)f(0,`)

. (23)
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Частный случай Теоремы 4.1 для решеток сигнатуры (2, 3) был предложен в статьях
Гриценко и Никулина [GN1]–[GN3]. В пунктах 4.2–4.5 мы дадим несколько приложений
Теоремы 4.1.

4.2. Двадцать три новых конструкции формы Борчердса Φ12.
Рассмотрим четную унимодулярную решетку II2,26 сигнатуры (2, 26). Граница ком-

пактификации Бейли–Бореля модулярного многообразия O+(II2,26)\D(II2,26) (так назы-
ваемое пространство модулей бозонной струны) состоит из одного нульмерного каспа и
24 одномерных каспов, отвечающих классам четных унимодулярных решеток Нимейера
ранга 24 (см. [D4, Леммa 4.4]).

Теорема 4.2. (См. [D2, Теорема из Введения].) Форма Борчердса Φ12 ∈M12(O+(II2,26), det)
обращается в ноль с кратностью 1 в нульмерном каспе группы O+(II2,26). На одномер-
ном каспе, отвечающем решетке Лича, значение Φ12 равно форме Рамануджана ∆12(τ).
В одномерных каспах, отвечающих решеткам Нимейера N(R) с нетривиальной систе-
мой корней R(N), Φ12 обращается в ноль с кратностью h(R), где h(R) число Кокстера
неприводимых компонент системы корней R. Первый коэффициент Фурье–Якоби Φ12 в
окрестности этой одномерной компоненты совпадает, с точностью до знака, с функ-
цией знаменателя Каца–Вейля соответствующей аффинной алгебры ĝ(R)

Φ12(τ, z, ω) = ±η(τ)24
∏
v∈R+

ϑ(τ, (v, z))

η(τ)
e2πih(R)ω + . . . ,

где ϑ(τ, z) – нечетная тета-функция Якоби (см. (20)), η(τ) – функция Дедекинда (см.
(19)), a произведение берется по всем положительным корням конечной системы кор-
ней R. Первый тета-блок в формуле для Φ12(τ, z, ω) совпадает с формулой знаменателя
Каца–Вейля аффинной алгебры Ли ĝ(R(N)), где R(N) непустая система корней решет-
ки Нимейера N .

4.3. Давний вопрос Френкеля–Фейнгольда о простейшей гиперболической ал-
гебре Каца–Муди.

В 1983 году в работе И. Френкеля и А. Фейнгольда [FF] был поставлен вопрос о воз-
можных соотношениях между аффинными алгебрами Ли, простейшей гиперболической
алгеброй Каца–Муди и модулярными формами Зигеля рода 2. Отметим, что нечетная
тета-функция Якоби ϑ(τ, z) – функция знаменателя Каца–Вейля простейшей аффинной
алгебры ĝ(A1) системы корней A1 = 〈2〉.

Результат Tеоремы 4.2 дает автоморфный ответ на вопрос Френкеля–Фейнгольда в
случае алгебры Борчердса GFM гиперболического ранга 26. Это так называемая Fake
Мonster Lie Algebra. Последняя теорема показывает, что Fake Мonster Lie Algebra
продолжает (в автоморфном смысле) 23 аффинных алгебры Ли ĝ(R) с системами кор-
ней решеток Нимейера: 3E8, E8⊕D16, D24, 2D12, 3D8, 4D6, 6D4, A24, 2A12, 3A8, 4A6,
6A4, 8A3, 12A2, 24A1, E7 ⊕A17, 2E7 ⊕D10, 4E6, E6 ⊕D7 ⊕A11, A15 ⊕D9, 2A9 ⊕D6,
2A7 ⊕ D5, 4A5 ⊕ D4. Отметим, что Борчердс дал в [Bor1]–[Bor2] конструкцию авто-
морфных произведений в нoльмерном каспе. Точнее говоря, он нашел разложение Фурье
формы Φ12 в единственном нольмерном каспе группы O+(II2,26) в терминах решетки
Лича, которая не содержит корней. Именно поэтому в формуле Борчердса для Φ12 не
появлялись системы корней аффинных алгебр Ли.

4.4. Лоренцевы алгебры Каца–Муди и унилинейчатые модулярные многооб-
разия.
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Построение рефлективных модулярных форм является важной прикладной пробле-
мой в алгебраической геометрии и теории алгебр Каца–Муди. В статье [D3] выполне-
на полная классификация лоренцевых алгебр Каца–Муди с гиперболической группой
Вейля, порожденной всеми 2-отражениями решетки корней. Мы не будем давать опре-
деления этих обобщенных гиперболических (супер) алгебр Каца–Муди (см. детали в
[D3]), так как мы сконцентрировались в этой диссертации на приложениях рефлектив-
ных модулярных форм в алгебраической геометрии. Следующая теорема (мы даем ниже
сокращенный вариант оригинального результата) является приложением Теоремы 4.2.
Применение конструкцию квазиограничения (см. Теорему 5.4 в §5) дает следующий ре-
зультат.

Теорема 4.3. (См. [D3, Теорема 3.1] и [D2, Теорема 6.10].) Положим L = 2U ⊕ L0(−1),
где L0 одна из 33 решеток корней, указанных ниже. Квазиограничение (см. ниже Тео-
рему 5.4) формы Борчердса

Φ12|L0 ∈Mk(Õ
+

(L),det)

является строго (−2)-рефлективной модулярной формой с полным (−2)-дивизором и
имеет вес k, указанный в нижней строчке,

A1, 2A1, 3A1, 4A1; A2, 2A2, 3A2; A3, 2A3; A4, A5, A6, A7;

k = 35, 34, 33, 32; 45, 42, 39; 54, 48; 62, 69, 75, 80,

D4, 2D4, D5, D6, D7, D8; E6, E7, E8, 2E8; N8;

k = 72, 60, 88, 102, 114, 124, 120, 165, 252, 132, 28;

или вес k = 12 для решеток

〈4〉, 〈6〉, 〈8〉, D2(2) = 〈4〉 ⊕ 〈4〉, A2(2), A2(3), A3(2), D4(2), E8(2).

Отметим, что первые 24 формы веса k > 12 являются параболическими формами.
Эти формы определяют автоморфные лоренцевы алгебры Каца–Муди гиперболической
решетки U ⊕ L0.

Теорема 4.4. (См. [D2, §6.5].) Для всех 33 решеток L из Теоремы 4.3 модулярное мно-
гообразие Õ

+
(L) \ D(L) является по крайней мере унилинейчатым.

4.5. Эллиптический род от двух переменных многообразий с c1 = 0. Вторичное
квантование эллиптического рода многообразий Калаби–Яу.

Пусть M – (почти) комплексное компактное многообразие M (комплексной) размер-
ности d, TM – голоморфное касательное расслоение многообразияM , T ∗M – двойственное
к нему. Положим q = exp(2πiτ) и y = exp(2πiz) (τ ∈ H1, z ∈ C). Определим формальный
степенной ряд Eq,y ∈ K(M)[[q, y±1]]

Eq,y =

∞⊗
n=0

∧
−y−1qn

T ∗M ⊗
∞⊗
n=1

∧
−yqn

TM ⊗
∞⊗
n=1

SqnT
∗
M ⊗

∞⊗
n=1

SqnTM ,

где
∧
xE =

∑
k≥0 (∧kE)xk и SxE =

∑
k≥0(SkE)xk. Предположим, что первый класс Черна

c1(TM ) = 0 (над полем). Голоморфная эйлеровая характеристика Eq,y

EG(Md; τ, z) = yd/2
∫
M

ch(Eq,y)td(TM ) = yd/2
d∑
p=0

(−1)py−pχp(M) + q(. . . ),
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называется эллиптическим родом многообразия M . Заметим, что q0-коэффициент
эллиптического рода совпадает с χy-родом Хирцебруха M , где χp(M) = χ(M,∧pT ∗M ) =∑d

q=0(−1)qhp,q(M).

Теорема 4.5. (См. [D8].) Эллиптический род EG(Md; τ, z) комплексного многообразия
M размерности d с c1(M) = 0 является слабой формой Якоби веса 0 и индекса d/2 типа
Эйхлера–Загира с целыми коэффициентами Фурье

EG(Md; τ, z) ∈ Jweak,Z0,d/2 .

Эллиптический род однозначно определен χy(M)-родом Хирцебруха, если размерность
M меньше 12 или равна 13.

Понятие эллиптического рода для N = 2 суперсимметричных теорий было введено в
теорию струн в работах Виттена, Eгучи и других (см. детали в [D8]). В физике эллипти-
ческий род многообразия Калаби–Яу определяется как статистическая сумма рода один
суперсимметричной сигма-модели, целевым пространством которой является многооб-
разие Md. В [D8] мы дали математическое доказательство того, что эллиптический род
многообразия Калаби–Яу размерности d есть форма Якоби веса 0 и индекса d/2. По
этой форме можно построить автоморфное произведение в силу Теоремы 4.1. Функция
Borch−1(EG(Md), Z) задает вторичное квантование эллиптического рода многообразия
Калаби–Яу Md в силу результатов Р. Дайкграафа, Г.Мур, Э. Верлинде и Х. Верлинде
(см. [SQ] и [D8]). В [D8] исследована также связь вторичного квантования с лоренцевыми
алгебрами Каца–Муди сигнатуры (1, 2), построенными Гриценко и Никулиным в [GN2].

Теорема 4.6. (См. [D8, §3]). Пусть Md – многообразие Калаби–Яу размерности d = 2,
4 или 6. Тогда вторичное квантование эллиптического рода многообразия Md выража-
ется в виде произведения функций знаменателя лоренцевых алгебр Каца–Муди ранга 3
из списка Гриценко–Никулина в [GN1]–[GN4].

5 Основные результаты о пространствах модулей

В резюме мы сохраняем нумерацию теорем из основного текста диссертации.

5.1. Вопрос Зигеля о геометрическом типе пространства модулей поляризо-
ванных абелевых поверхностей. Ответ на этот вопрос дан выше в Теореме 2.3.

5.2. Пространства модулей поляризованных K3 поверхностей. Как было отме-
чено во Введении, последним открытым вопросом программы Вейля был вопрос о гео-
метрическом типе пространств модулей поляризованных К3 поверхностей. Его решение
было предложено в статье [D4]. (См. краткое изложение в докладе K. Вуазен на семинаре
Бурбаки [Vo2].) Сформулируем один из основных результатов диссертации.

Теорема 5.1. ([D4, Теорема 1.]) Пространство модулей F2d (см. (4)–(5)) поляризован-
ных K3 поверхностей степени 2d имеет общий тип для d = 46, 50, 54, 57, 58, 60 и для
всех d > 61. Размерность Кодаиры F2d неотрицательна, если d ≥ 40 и d 6= 41, 44, 45, 47.

Отметим, что открытым остается вопрос для поляризаций в интервале 20 ≤ d < 40,
так как исследования Мукаи (1988–2010) дают следующий результат.
Утверждение. (См. [Mu1]–[Mu5].) Пространство модулей поляризованных K3 поверх-
ностей степени 2d является рациональным или унирациональным для 1 ≤ d ≤ 12 и
d = 15, 16, 17, 19.
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Для доказательства Tеоремы 5.1 мы провели в [D4] детальное изучение модулярных
многообразий. Очень важным является следующий общий результат.

Теорема 5.2. (См. [D4, Теорема 2.1].) Пусть L – решетка сигнатуры (2, n) с n ≥ 9,
и пусть Γ < O+(L) – подгруппа конечного индекса. Тогда существует проективная
тороидальная компактификация FL(Γ) модулярного многообразия Γ\D(L) такая, что
FL(Γ) имеет только канонические особенности и не имеет дивизоров ветвления на
границе компактификации. Дивизоры ветвления в FL(Γ) возникают из неподвижных
дивизоров ±-отражений в группе Γ.

Доказательство этой фундаментальной теоремы состоит из трех частей: исследование
эллиптических особенностей, дивизора ветвления и границы компактификации.

5.3. Общий тип пространств модулей поляризованных гиперкэлеровых мно-
гообразий. Изложенный выше общий метод дает следующие результаты для модулей
поляризованных гиперкэлеровых многообразий.

Теорема 6.2 (См. [D5, Теорема 4.1].) Пространство модулей Msplit(K3[2], 2d) (см. (6)–
(7)) поляризованных многообразий типа K3[2] с расщепимой поляризацией степени
Богомолова–Бовиля 2d имеет общий тип, если d ≥ 12. Для d = 9 и d = 11 его размер-
ность Кодаиры неотрицательная.

Для десятимерных многообразий О’Грэди [OG1] существуют расщепимые и нерас-
щепимые поляризации. Они полностью описаны в [D6]. Ниже сформулирован основной
результат.

Теорема 6.3 ([D6, Теорема 4.1].) Пусть d – натуральное число, не равное 2n с n ≥ 0.
Пространство модулей поляризованных десятимерных многообразий О’ГрейдиMsplit

O′G10,2d

(см. (8)–(9)) с расщепимой поляризацией h степени Богомолова–Бовиля h2 = 2d 6= 2n+1

имеет общий тип.

5.4. Квазиограничение формы Борчердса. Важной автоморфной частью нашего
метода является следующая теорема, которая позволяет находить автоморфные формы,
используемые в первом и во втором автоморфных критериях.

Теорема 5.3. (См. [D4, Теорема 6.2] и более общий и точный вариант в [D2, §6].) Пусть
L ↪→ II2,26 — примитивная невырожденная подрешетка сигнатуры (2, n), n ≥ 3, и
пусть задано соответствующее вложение однородных областей DL ↪→ DII2,26. Множе-
ство (−2)-корней

R−2(L⊥) = {r ∈ II2,26 | r2 = −2, (r, L) = 0}

в ортогональном дополнении конечно. Положим N(L⊥) = #R−2(L⊥)/2. Тогда функция

Φ|L =
Φ12(Z)∏

r∈R−2(L⊥)/±1(Z, r)

∣∣∣∣∣
DL

∈M12+N(L⊥)(Õ(L), det), (24)

где в произведении по r фиксируется конечная система представителей в R−2(L⊥)/±1,
есть модулярная форма веса 12 + N(L⊥). Модулярная форма Φ|L обращается в нуль
только на рациональных квадратичных дивизорах типа Dv(L), где v ∈ L∨ – ортого-
нальная проекция (−2)-корня r ∈ II2,26 на L∨ с (v, v) < 0.

Мы называем модулярную форму Φ|L квазиограничением Φ12, если набор корней
R−2(L⊥) не пуст.
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Теорема 5.4. (См. [D4, Теорема 6.2].) Пусть L ↪→ II2,26 – невырожденная подрешет-
ка сигнатуры (2, n), n ≥ 1. Мы предполагаем, что множество −2-корней R−2(L⊥) не
пусто. Тогда квазиограничение Φ|L ∈ S12+N(L⊥)(Õ(L), det) формы Борчердса Φ12 будет
параболической модулярной формой.

5.5. Векторы поляризации: арифметика решеток корней. Для построения авто-
морфной формы малого веса с большим дивизором необходимо ответить на следующий
чисто арифметический вопрос.
Ключевой вопрос в случае K3 поверхностей: Для каких 2d > 0 существует вектор
l ∈ E8 такой, что

l ∈ E8, l
2 = 2d, l ортогонален по крайней мере двум и не более 12 корням? (25)

Если такой вектор существует, то квазиограничение Φ12 на подобласть D(2U⊕2E8(−1)⊕
〈l〉) в D(II2,26) = D(2U ⊕ 3E8(−1)) даст нам параболическую форму малого веса с боль-
шим дивизором. Согласно “the low weight cusp form trick” (Теорема 3.3 из §3), простран-
ство модулей F2d будет иметь максимальную размерность Кодаиры.

Теорема 5.5. Вектор l, удовлетворяющий (25), действительно существует, если вы-
полняется неравенство

4NE7(2d) > 28NE6(2d) + 63ND6(2d), (26)

где NL(2d) обозначает количество представлений 2d решеткой L.

5.6. Пространства модулeй поляризованных поверхностей Куммера (см. (2)–
(3)). В данном случае речь идет о факторах конечного порядка пространства модулей
поляризованных абелевых поверхностей. Парамодулярная группа Γt, модулярная группа
пространства модулей (1,t)-поляризованных абелевых поверхностей, и ее нормальные
расширения в Sp2(R) имеют реализации в виде целых ортогональных групп сигнатуры
(2, 3). Эта реализация ясно описывает природу расширений парамодулярной группы (см.
[GH1]).

Пусть Lt = 2U ⊕ 〈−2t〉 – четная целочисленная решетка сигнатуры (2, 3). Согласно
[G2] и [GH1, Предложение 1.2 и Следствие 1.3]) у нас имеются следующие изоморфизмы

Γ+
t /{±E4} ∼= Õ

+
(Lt)/{±E5}, Γ∗t /{±E4} ∼= O+(Lt)/{±E5}.

Накрытия Γt \H2 → Γ+
t \H2 и Γt \H2 → Γ∗t \H2 являются накрытиями Галуа с конечной

абелевой группой Галуа. Согласно [GH1, Предложение 1.5], модулярное многообразие
A+
t = Γ+

t \ H2 (t – бесквaдратное) изоморфно пространству модулей поляризованных
K3 поверхностей с поляризацией типа 〈2t〉 ⊕ 2E8(−1). Согласно [GH1, Теореме 1.5],
модулярное многообразие Kt = Γ∗t \H2 изоморфно пространству модулей поверхностей
Куммера, соответствующих абелевым поверхностям с (1, t)-поляризацией. В (3) дана
ортогональная интерпретация этого модулярного многообразия.

Теорема 7.2 (См. полный вариант в [D9, Следствие 8.1] и [D10, Теорема 6.2].) Простран-
ство модулей Kp = Γ∗p\H2 поверхностей Куммера, определённых (1, p)-поляризованными
абелевыми поверхностями, имеет положительный геометрический род для p = 167,
173, 223, 227, 251, 257, 269, 271, 283, 293. Кроме того, справедливы неравенства

h3,0(Γ∗p,C) ≥ 2, t = 227, 257, 269, 283, h3,0(Γ∗293,C) ≥ 4.

Эта теорема доказана с использованием теории тета-блоков Гриценко–Скоруппы–
Загира [GSZ] и методов статьи автора [GPY].
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