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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåí-
íîé îáùåé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé àëãåáð. Ýòîìó
íàïðàâëåíèþ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîíîãðàôèé è îáçîð-
íûõ ñòàòåé. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîãîîáðàçèé àëãåáð îäíîãî è òîãî æå
òèïà îáðàçóåò ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ. Èññëåäîâàíèå ýòîé
ðåøåòêè îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé èçó÷åíèÿ ìíî-
ãîîáðàçèé. Îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèå ðåøåòîê ìíîãîîáðàçèé åñòå-
ñòâåííî âïèñûâàåòñÿ â áîëåå îáùèé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðàññìîòðå-
íèåì ïðîèçâîäíûõ ðåøåòîê àëãåáðàè÷åñêèõ îáúåêòîâ � òàêèõ, êàê
ðåøåòêè ïîäàëãåáð, êîíãðóýíöèé è ò.ï.

Â ÷àñòíîñòè, ñ íà÷àëà 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà àêòèâíî èçó÷àåò-
ñÿ ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç SEM. ×èñëî ðàáîò, ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ïîñâÿùåííûõ ýòîé
ðåøåòêå, â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñ÷èñëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè ñîòíÿìè. Ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà íà÷àëüíîì ýòàïå èçó÷åíèÿ ðåøåòêè SEM,
ïðèâåäåíû â îáçîðàõ [1,9]. Áîëåå ïîçäíèé îáçîð [6] îòðàæàåò ñîñòîÿ-
íèå äåë â îáñóæäàåìîé îáëàñòè, áëèçêîå ê ñîâðåìåííîìó. Íå òàê äàâ-
íî âûøåë åùå îäèí îáçîð [26], ïîñâÿùåííûé íå âñåé ðåøåòêå SEM,
à òîëüêî åå ñïåöèàëüíûì ýëåìåíòàì.

Íà ýòîì ôîíå ðåçêèì êîíòðàñòîì âûãëÿäèò êðàéíå íåçíà÷èòåëü-
íîå ÷èñëî ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ ðåøåòêà âñåõ ìíîãîîáðàçèé
ìîíîèäîâ, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç MON (ãîâîðÿ î ìíî-
ãîîáðàçèÿõ ìîíîèäîâ, ìû èìååì â âèäó, ÷òî 0-àðíàÿ îïåðàöèÿ, âûäå-
ëÿþùàÿ åäèíèöó, âõîäèò â ñèãíàòóðó). Ïî ñóùåñòâó, ìîæíî íàçâàòü
âñåãî íåñêîëüêî ðàáîò, ïîëíîñòüþ èëè â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè ïî-
ñâÿùåííûõ ýòîé ðåøåòêå. Ðå÷ü èäåò î çàìåòêå Ò.Õèäà [12], â êîòî-
ðîé îïèñàíà ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ, ñòà-
òüå Ä.Ïîëëàêà [21], â êîòîðîé, ñðåäè ïðî÷èõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñòðîåí
ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ, íå èìåþùåãî ïîêðûòèé â ðåøåòêå
MON, è ðàáîòå Ø.Âèñìàò [30], â êîòîðîé îïèñàíà ðåøåòêà ìíîãîîá-
ðàçèé èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñèòóàöèÿ íà÷àëà ïîñòåïåííî ìåíÿòüñÿ. Â ðà-
áîòàõ ðÿäà àâòîðîâ (â ïåðâóþ î÷åðåäü, Ì.Äæåêñîíà è Ý.Ëè), ïîñâÿ-
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ùåííûõ â îñíîâíîì èçó÷åíèþ òîæäåñòâ â ìîíîèäàõ, ïîÿâëÿþòñÿ è
ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðåøåòêàì ìíîãîîáðàçèé
(ñì., íàïðèìåð, [13, 16�20, 31]). Â îñíîâíîì îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
îïèñàíèå ðåøåòîê ïîäìíîãîîáðàçèé íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé ìîíîèäîâ. Â ÷àñòíîñòè, â [16] ïîñòðîåí, ïî-âèäèìîìó, ïåðâûé
ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ ñ íåìîäóëÿðíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãî-
îáðàçèé. À â íåäàâíåé ñòàòüå Ì.Äæåêñîíà è Ý.Ëè [14] ïîëó÷åí óæå
íåêîòîðûé ðåçóëüòàò î ðåøåòêå ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ, ïðåäñòàâëÿ-
þùèé íåñîìíåííûé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. À èìåííî, â ýòîé ðà-
áîòå ïîñòðîåíû ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ X è Y òàêèå, ÷òî ðåøåòêè
èõ ïîäìíîãîîáðàçèé êîíå÷íû, à ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé èõ îáú-
åäèíåíèÿ X ∨ Y êîíòèíóàëüíà è íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñè-
ìàëüíîñòè. Áîëåå òîãî, èç äîêàçàòåëüñòâ ðàáîòû [14] ëåãêî âûòåêàåò,
÷òî ïîñëåäíÿÿ ðåøåòêà íå óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè.

Ïðè èçó÷åíèè ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï áîëüøîå âíèìà-
íèå óäåëÿëîñü ðàññìîòðåíèþ îãðàíè÷åíèé, ôîðìóëèðóåìûõ â òåðìè-
íàõ òîæäåñòâ (ñì. [6, �11]). Ïîýòîìó èçó÷åíèå ðåøåòêè MON åñòå-
ñòâåííî íà÷àòü ñ ðàññìîòðåíèÿ òàêîãî òèïà îãðàíè÷åíèé.

Êàê ìû óæå óïîìèíàëè âûøå, ðåøåòêà MON íå ÿâëÿåòñÿ ìî-
äóëÿðíîé. Îäíàêî äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè íå áûëî èçâåñòíî, óäî-
âëåòâîðÿåò ëè ýòà ðåøåòêà êàêîìó-ëèáî íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó.
Ïåðâûé èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàòîâ äàííîé äèññåðòàöèè äàåò îòðè-
öàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ (ñì. òåîðåìó 1 è ñëåäñòâèå 1 íèæå).

Îáñóäèì ýòîò ðåçóëüòàò ïîäðîáíåå. Ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ íà-
çûâàåòñÿ íàäêîììóòàòèâíûì, åñëè îíî ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèå âñåõ
êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ. ßñíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàäêîììóòà-
òèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ îáðàçóåò ïîäðåøåòêó â ðåøåòêå âñåõ
ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ïîäðåøåòêó ÷åðåç
OC. Êàê è â ñëó÷àå ïîëóãðóïï, ðåøåòêà MON ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêò-
íûì îáúåäèíåíèåì ðåøåòêè OC è ðåøåòêè ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîá-
ðàçèé (ò.å. ìíîãîîáðàçèé, ñîñòîÿùèõ èç ïåðèîäè÷åñêèõ ìîíîèäîâ).
Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ â ðå-
øåòêå OC, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ
òîæäåñòâ âî âñåé ðåøåòêå MON.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ çàìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ
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â ðåøåòêå ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï áûëî äîêàçàíî åùå â 1971 ã. â
äâóõ ðàáîòàõ Ñ.Áàððèñà è Ý.Íåëüñîí [7, 8]. Ðåøåòêà íàäêîììóòà-
òèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï òàêæå íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó
íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó � ýòî äîêàçàíî Ì.Â.Âîëêîâûì â [28].

Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ â ðå-
øåòêå MON åñòåñòâåííî íà÷àòü èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ
ñ ìîäóëÿðíîé èëè äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïî-
ñêîëüêó ðåøåòêà MON ïîêà èçó÷åíà ñëàáî, òðóäíî ðàññ÷èòûâàòü íà
ïîëíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ â áëèæàéøåå âðåìÿ. Â êà-
÷åñòâå ïåðâîãî øàãà â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíîå óñèëåíèå òîæäåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè,
à èìåííî � ñâîéñòâî áûòü öåïüþ. Ìíîãîîáðàçèå, ðåøåòêà ïîäìíîãî-
îáðàçèé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, ïðèÿòî íàçûâàòü öåïíûì. Äëÿ
áîëüøèíñòâà êëàññè÷åñêèõ òèïîâ àëãåáð çàäà÷à îïèñàíèÿ öåïíûõ
ìíîãîîáðàçèé ðåøåíà 35�40 è áîëåå ëåò íàçàä. Â ÷àñòíîñòè, íåãðóï-
ïîâûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï îïèñàíû Å.Â.Ñóõàíîâûì â
1982 ã. [5], à ëîêàëüíî êîíå÷íûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïï �
Â.À.Àðòàìîíîâûì â 1978 ã. [2]. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à îïèñàíèÿ ïðîèç-
âîëüíûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíò-
íî ñëîæíîé. Ýòî âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ Ï.À.Êîæåâíèêîâà [15], ñî-
ãëàñíî êîòîðûì ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïåðèîäè÷åñêèõ íå ëîêàëüíî
êîíå÷íûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ 3-ýëåìåíòíîé öåïüþ.

Îòäåëüíûå íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíî-
èäîâ ïîÿâëÿëèñü â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâ îñ-
íîâíûõ ðåçóëüòàòîâ (ñì., â ÷àñòíîñòè, [13, 16, 19]). Îäíàêî ñèñòåìà-
òè÷åñêè öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè íå
èçó÷àëèñü. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå íåãðóïïîâûõ
öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ (ñì. òåîðåìó 2 è ñëåäñòâèå 2 íèæå).
Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò îêàçàëñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì: åãî äîêà-
çàòåëüñòâî çàíèìàåò îêîëî 70 ñòðàíèö.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå íåñêîëüêî îãðàíè÷åíèé, ñâÿ-
çàííûõ ñ òîæäåñòâàìè äèñòðèáóòèâíîñòè è ìîäóëÿðíîñòè. Ðå÷ü èäåò
î ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòàõ â ðåøåòêå MON. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ
òåõ òèïîâ ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå áóäóò âîçíèêàòü íèæå.
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Ýëåìåíò x ðåøåòêè L íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì, åñëè

∀ y, z ∈ L : (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x) = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x);

êîñòàíäàðòíûì, åñëè

∀ y, z ∈ L : (x ∧ y) ∨ z = (x ∨ z) ∧ (y ∨ z);

êîäèñòðèáóòèâíûì, åñëè

∀ y, z ∈ L : x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z);

ìîäóëÿðíûì, åñëè

∀ y, z ∈ L : y ≤ z −→ (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ y;

âåðõíåìîäóëÿðíûì, åñëè

∀ y, z ∈ L : y ≤ x −→ x ∧ (y ∨ z) = y ∨ (x ∧ z).

Íèæíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ äâîéñòâåííî ê âåðõíå-
ìîäóëÿðíûì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýëåìåíò x ∈ L íåéòðàëåí òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ y, z ∈ L ïîäðåøåòêà â L, ïîðîæäåí-
íàÿ x, y è z, äèñòðèáóòèâíà (ñì., íàïðèìåð, [10, òåîðåìà 254]). Íåé-
òðàëüíûå ýëåìåíòû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â îáùåé òåîðèè ðåøåòîê.
Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè
L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L ðàçëîæèìà â ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå ãëàâíîãî èäåàëà è ãëàâíîãî ôèëüòðà, ïîðîæäåííûõ ýëåìåíòîì a
(ñì, íàïðèìåð, [10, òåîðåìà 254]). Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå íåéòðàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ñòðîåíèè ýòîé ðåøåòêè
â öåëîì. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íèæíåìîäó-
ëÿðåí è êîñòàíäàðòåí îäíîâðåìåííî; âñÿêèé êîñòàíäàðòíûé ìîäóëÿ-
ðåí; âñÿêèé êîäèñòðèáóòèâíûé âåðõíåìîäóëÿðåí. Õîðîøî èçâåñòíî
òàêæå, ÷òî âñÿêèé êîñòàíäàðòíûé ýëåìåíò êîäèñòðèáóòèâåí (ñì., íà-
ïðèìåð, [10, òåîðåìà 253]). Íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ
î ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòàõ â ïðîèçâîëüíûõ ðåøåòêàõ ìîæíî íàéòè
â [10, ðàçäåë III.2].
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Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíî ìíîãî èíòåðåñíûõ è ãëóáîêèõ
ðåçóëüòàòîâ î ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòàõ ðåøåòêè SEM (ñì. îáçîðû [6,
� 14] è [26], à òàêæå íåäàâíèå ðàáîòû [11, 22�24, 27]). Â ÷àñòíî-
ñòè, íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè SEM áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû
Ì.Â.Âîëêîâûì â [29, ïðåäëîæåíèå 4.1], à Á.Ì.Âåðíèêîâ â [4, òåîðåìà
1.3] äîêàçàë, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ êîñòàíäàðòíûì
ýëåìåíòîì ðåøåòêè SEM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ
íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ýòîé ðåøåòêè. Êîäèñòðèáóòèâíûå ýëåìåíòû
ðåøåòêè SEM èçó÷àëèñü â ðàáîòå [4], à âåðõíåìîäóëÿðíûå � â [3,25].

Ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè MON äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè
íå èçó÷àëèñü. Â äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ îïèñàíû íåéòðàëüíûå è êî-
ñòàíäàðòíûå ýëåìåíòû ýòîé ðåøåòêè (òåîðåìû 3 è 4 íèæå). Êðîìå
òîãî, íàìè ïîëó÷åíà ñóùåñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ î êîäèñòðèáóòèâíûõ
è âåðõíåìîäóëÿðíûõ ýëåìåíòàõ ýòîé ðåøåòêè (ïðåäëîæåíèÿ 1 è 2 íè-
æå).

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òîæäåñòâ è ðîäñòâåííûõ èì
îãðàíè÷åíèé â ðåøåòêå ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ, â òîì ÷èñëå ñïåöè-
àëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ðåøåòêè.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Èñõîäÿ èç ñêàçàííîãî âûøå, ìîæíî âûäå-
ëèòü ñëåäóþùèå êîíêðåòíûå çàäà÷è, ðåøåíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíà
äèññåðòàöèÿ:

1) âûÿñíèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ
êàêîìó-ëèáî íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó;

2) îïèñàòü íåãðóïïîâûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ;

3) îïèñàòü íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé ìîíîè-
äîâ;

4) îïèñàòü êîñòàíäàðòíûå ýëåìåíòû òîé æå ðåøåòêè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ
ìåòîäû òåîðèè ïîëóãðóïï, óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, òåîðèè ðåøåòîê
è êîìáèíàòîðèêè ñëîâ.
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Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè.Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ
îáåñïå÷èâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì íàó÷íî-îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ ñ îïî-
ðîé íà îñíîâîïîëàãàþùèå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ â îáëàñòè ìà-
òåìàòèêè, íà ôóíäàìåíòàëüíûå ðàáîòû ïî òåîðèè ïîëóãðóïï, òåî-
ðèè ðåøåòîê è òåîðèè ìíîãîîáðàçèé, èñïîëüçîâàíèåì îáùåàëãåáðà-
è÷åñêèõ è ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè òåîðèè ïî-
ëóãðóïï, óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, òåîðèè ðåøåòîê è êîìáèíàòîðèêè
ñëîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèîííàÿ
ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè ìíîãîîáðà-
çèé. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿþò
êðóã íàøèõ çíàíèé î ñòðîåíèè ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. Äëÿ
ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ ïîòðåáîâàëîñü íàéòè
êðèòåðèè âûïîëíèìîñòè òîæäåñòâà (ò.å. ðåøèòü ïðîáëåìó ðàâåíñòâà
ñëîâ) â öåëîì ðÿäå êîíêðåòíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. Äëÿ ýòîãî
â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ìåòîä, îñíîâàííûé íà öåëîì ðÿäå ïîíÿ-
òèé, ñâÿçàííûõ ñ êîìáèíàòîðèêîé ñëîâ (k-ðàçëîæåíèå ñëîâà, k-áëîêè
è k-ðàçäåëèòåëè ñëîâà, ãëóáèíà áóêâû â ñëîâå è äð.). Ýòè ïîíÿòèÿ
ââåäåíû è èçó÷åíû â äèññåðòàöèè (ðàññìîòðåíèþ èõ ñâîéñòâ ïîñâÿ-
ùåí ðàçäåë 1.2). Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë ýòîãî ïîäõîäà
ê èçó÷åíèþ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ äàëåêî íå èñ÷åðïàí çàäà÷àìè,
ðàññìîòðåííûìè â äèññåðòàöèè. Îí ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì êàê
ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåòêîé ìíîãîîáðà-
çèé ìîíîèäîâ, òàê è ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ î êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé
áàçèðóåìîñòè ìîíîèäîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ:

1) óòâåðæäåíèå îá îòñóòñòâèè íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ â ðåøåò-
êå íàäêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ, à çíà÷èò, è â
ðåøåòêå âñåõ ìîíîèäíûõ ìíîãîîáðàçèé; îïóáëèêîâàíî â ñòà-
òüå [32];
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2) ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíî-
èäîâ; îïóáëèêîâàíî â ñòàòüå [34];

3) ïîëíîå îïèñàíèå íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè âñåõ ìíîãî-
îáðàçèé ìîíîèäîâ; îïóáëèêîâàíî â ñòàòüå [33];

4) ïîëíîå îïèñàíèå êîñòàíäàðòíûõ ýëåìåíòîâ òîé æå ðåøåòêè;
îïóáëèêîâàíî â ñòàòüå [33].

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áû-
ëè ïðåäñòàâëåíû íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ãðóïïû è ãðà-
ôû, àëãîðèòìû è àâòîìàòû¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2015), Ìåæäóíàðîä-
íîé êîíôåðåíöèè ¾Ãðóïïû è ãðàôû, ìåòðèêè è ìíîãîîáðàçèÿ¿
(Åêàòåðèíáóðã, 2017), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàëüöåâñêèå
÷òåíèÿ¿ (Íîâîñèáèðñê, 2017), Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé øêîëå-
êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæå-
íèé¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2018), 56-é ëåòíåé øêîëå ïî àëãåáðå è óïîðÿäî-
÷åííûì ìíîæåñòâàì (Øïèíäëåðóâ Ìëûí, ×åõèÿ, 2018). Êðîìå òîãî,
âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Åêàòåðèíáóðãñêîì ñå-
ìèíàðå ¾Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû¿ (2016�2019).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî ñåìü ðàáîò [32�
38]. Èç íèõ òðè ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ [32�
34]. Îäíà ðàáîòà íàïèñàíà ñîâìåñòíî c Á.Ì.Âåðíèêîâûì [34]. Â ýòîé
ðàáîòå ïîñòàíîâêà çàäà÷è, óêàçàíèå íà îñíîâíûå èäåè è ìåòîäû äî-
êàçàòåëüñòâà è óñîâåðøåíñòâîâàíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî âàðèàíòà èçëî-
æåíèÿ ïðèíàäëåæàò Á.Ì.Âåðíèêîâó, à ñàìî äîêàçàòåëüñòâî íàéäåíî
äèññåðòàíòîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ, ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 105 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê ñî-
äåðæèò 75 íàèìåíîâàíèé.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð èññëåäîâàíèé ïî ïðîáëåìàòèêå, êî-
òîðîé ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ, îïðåäåëåíû öåëè è çàäà÷è ðàáîòû,
êðàòêî îïèñàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì â ðåøåíèè ïîñòàâ-
ëåííûõ çàäà÷.

Â �1 ïðèâîäÿòñÿ âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è
ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿ-
þòñÿ íîâûìè è ïðèíàäëåæàò äèññåðòàíòó. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ïà-
ðàãðàôå ââîäèòñÿ ðÿä íîâûõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ êîìáèíàòîðèêîé
ñëîâ (òàêèõ, êàê k-ðàçëîæåíèå ñëîâà â ïðîèçâåäåíèå k-áëîêîâ è k-
ðàçäåëèòåëåé, ãëóáèíà áóêâû â ñëîâå è äð.), è èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà.
Ýòè ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â �3 äèññåðòàöèè

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �2 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ðåøåòêà íàäêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ

íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Ðåøåòêà MON íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó íåòðè-

âèàëüíîìó òîæäåñòâó.

Â �3 äèññåðòàöèè äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå íåãðóïïîâûõ öåïíûõ
ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ýòîãî ðåçóëüòàòà íàì
íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç F
îáîçíà÷àåòñÿ àáñîëþòíî ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà ñ÷åòíîãî ðàíãà íàä
íåêîòîðûì àëôàâèòîì. Êàê îáû÷íî, ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû F áóäåì
íàçûâàòü ñëîâàìè, à ýëåìåíòû àëôàâèòà � áóêâàìè. È ñëîâà, è áóê-
âû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ìàëåíüêèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, íî, â îò-
ëè÷èå îò áóêâ, ñëîâà, çàâåäîìî íå ÿâëÿþùèåñÿ áóêâàìè èëè íå îáÿ-
çàííûå èìè áûòü, âûäåëÿþòñÿ æèðíûì øðèôòîì. ×åðåç F 1 áóäåì
îáîçíà÷àòü ïîëóãðóïïó F ñ âíåøíåïðèñîåäèíåííîé åäèíèöåé, êîòî-
ðóþ ìû áóäåì òðàêòîâàòü êàê ïóñòîå ñëîâî. Äâå ÷àñòè òîæäåñòâà ìû
áóäåì ñîåäèíÿòü çíàêîì ≈, à îáû÷íûì çíàêîì ðàâåíñòâà áóäåò, ñðå-
äè ïðî÷åãî, îáîçíà÷àòüñÿ îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà ìîíîèäå F 1. Äëÿ
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ïðîèçâîëüíîãî q ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç Sq ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó íà
ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , q}. Åñëè π, τ ∈ Sq, òî ïîëîæèì

wq(π, τ) =

( q∏
i=1

ziti

)
x

( q∏
i=1

zπ(i)zq+τ(i)

)
x

( 2q∏
i=q+1

tizi

)
,

w′q(π, τ) =

( q∏
i=1

ziti

)
x2
( q∏

i=1

zπ(i)zq+τ(i)

)( 2q∏
i=q+1

tizi

)
.

×åðåç σ1 îáîçíà÷èì òîæäåñòâî xyzxty ≈ yxzxty, à ÷åðåç σ2 � äâîé-
ñòâåííîå ê íåìó òîæäåñòâî. ×åðåç var Σ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå
ìîíîèäîâ, çàäàííîå ñèñòåìîé òîæäåñòâ Σ. Çàôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîãîîáðàçèé:

Cn = var{xn ≈ xn+1, xy ≈ yx},
D = var{x2 ≈ x3, x2y ≈ yx2, σ1, σ2, xzxyty ≈ xzyxty},
K = var{xyx ≈ xyx2, x2y2 ≈ y2x2, x2y ≈ x2yx},
L = var{x2y ≈ yx2, xyxzx ≈ x2yz, σ1, σ2,

wq(π, τ) ≈ w′q(π, τ) | q ∈ N, π, τ ∈ Sq},
LRB = var{xy ≈ xyx},
N = var{x2y ≈ yx2, x2yz ≈ xyxzx, σ2, xzxyty ≈ xzyxty},
RRB = var{yx ≈ xyx},

ãäå n ≥ 2. ×åðåç
←−
X îáîçíà÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, äâîéñòâåí-

íîå ê ìíîãîîáðàçèþX (ò.å. ñîñòîÿùåå èç ìîíîèäîâ, àíòèèçîìîðôíûõ
ìîíîèäàì èç X).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �3 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2. Íåãðóïïîâîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ ÿâëÿåòñÿ öåïíûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîãîîá-

ðàçèé Cn äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 2, D, K,
←−
K, L, LRB, N,

←−
N è RRB.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ìîæíî èçâëå÷ü ïîëíûé ñïèñîê âñåõ
íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå, íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå íåñ-
êîëüêî îáîçíà÷åíèé. Âî âñåõ ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ k ∈ N è 1 ≤ m ≤ k.

11



Ïîëîæèì bk,m = xk−1xkxk−2xk−1 · · · xm−1xm è bk = bk,1; áóäåì ïî-
ëàãàòü òàêæå, ÷òî b0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ñëîâîì. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñ÷åòíûõ ñåðèé òîæäåñòâ:

αk : xkykxk−1xkykbk−1 ≈ ykxkxk−1xkykbk−1,

βk : xxkxbk ≈ xkx
2bk,

γk : y1y0xky1bk ≈ y1y0y1xkbk,

δmk : ym+1ymxkym+1bk,mymbm−1 ≈ ym+1ymym+1xkbk,mymbm−1.

Íàêîíåö, çàôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîãîîáðàçèé:

Dk=var{x2≈x3, x2y≈yx2, σ1, σ2, γ1, x2y1y2 · · · yk≈xy1xy2x · · ·xykx},
E = var{x2 ≈ x3, x2y ≈ xyx, x2y2 ≈ y2x2},
Fk = var{xyx ≈ xyx2, x2y2 ≈ y2x2, x2y ≈ x2yx, αk},
Hk = var{xyx ≈ xyx2, x2y2 ≈ y2x2, x2y ≈ x2yx, βk},
Ik = var{xyx ≈ xyx2, x2y2 ≈ y2x2, x2y ≈ x2yx, γk},
Jmk = var{xyx ≈ xyx2, x2y2 ≈ y2x2, x2y ≈ x2yx, δmk },
K = var{xyx ≈ xyx2, x2y2 ≈ y2x2, x2y ≈ x2yx},
M = var{x2y ≈ yx2, x2yz ≈ xyxzx, σ2, γ1, α1},
SL = var{x ≈ x2, xy ≈ yx}.

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîãîîáðàçèÿ Cn, Dk, D, E,
←−
E , Fk,

←−
Fk, Hk,

←−
Hk, Ik,←−

Ik , J
m
k ,
←−
Jmk , K,

←−
K, L, LRB, M,

←−
M, N,

←−
N, RRB, SL, ãäå n ≥ 2,

k ∈ N è 1 ≤ m ≤ k, è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ íåãðóïïîâûìè öåïíûìè
ìíîãîîáðàçèÿìè ìîíîèäîâ.

Ìíîæåñòâî âñåõ íåãðóïïîâûõ öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ,
óïîðÿäî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ, âìåñòå ñ òðèâèàëüíûì ìíîãîîáðàçè-
åì, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T, èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1.

Â [5, ñëåäñòâèå 2] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî âñÿêîå íåãðóïïîâîå öåïíîå ìíî-
ãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì öåïíîì
ìíîãîîáðàçèè, à âñÿêîå íåãðóïïîâîå íå öåïíîå ìíîãîîáðàçèå ïîëó-
ãðóïï ñîäåðæèò íåêîòîðîå ïî÷òè öåïíîå (ò.å. ìèíèìàëüíîå íå öåï-
íîå) ïîäìíîãîîáðàçèå. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ àíàëîãè êàæäîãî
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C2

C3

C4

C5

C6

C7

C8

C9

C10

C11

C12

C13

C14

D

D1

D2

D3

D4

D5

D6

D7

D8

D9

D10

D11

D12

E ←−
E

F1
←−
F1

F2
←−
F2

F3
←−
F3

H1
←−
H1

H2
←−
H2

I1
←−
I1

I2
←−
I2

J1
1

←−
J1
1

J1
2

←−
J1
2

J2
2

←−
J2
2

K
←−
K

L

LRB

M
←−
M

N
←−
N

RRB

SL

T

Ðèñ. 1: âñå íåãðóïïîâûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ

13



èç ýòèõ ñâîéñòâ íåâåðíû. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî öåïíîå ìíîãîîáðàçèå
Cn ïðè n > 2 íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ìàêñèìàëüíîì öåïíîì ìíî-
ãîîáðàçèè. Ïîëîæèì O = var{x2y ≈ yx2, x2yz ≈ xyxzx, σ1, σ2}. Èç
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè X � òàêîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ÷òî

L ⊂ X ⊆ O, òî X íå ÿâëÿåòñÿ öåïíûì ìíîãîîáðàçèåì è íå ñîäåð-

æèò íèêàêîå ïî÷òè öåïíîå ïîäìíîãîîáðàçèå.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü åùå îäíî ñëåäñòâèå, íàïîìíèì, ÷òî ìíî-
ãîîáðàçèå óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñ-
ëè âñå åãî êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àëãåáðû êîíå÷íû, è êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííûì, åñëè îíî ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íîé àëãåáðîé. ßñíî, ÷òî åñëè
ìíîãîîáðàçèå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íî ïîðîæäåííîì ìíî-
ãîîáðàçèè, òî îíî ëîêàëüíî êîíå÷íî. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2
âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4. Ïðîèçâîëüíîå íåãðóïïîâîå öåïíîå ìíîãîîáðàçèå ìî-

íîèäîâ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íî ïîðîæäåííîì ìíîãîîáðà-

çèè è, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì.

Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó óïîìèíàâøèõñÿ âûøå ðåçóëüòàòîâ ðàáî-
òû [15], ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ öåïíûõ ìíîãî-
îáðàçèé ãðóïï.

Â �4 äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû â ðåøåòêå
MON. Ìíîãîîáðàçèå âñåõ ìîíîèäîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç MON.
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè �4 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:

(i) V � ìîäóëÿðíûé, íèæíåìîäóëÿðíûé è âåðõíåìîäóëÿðíûé

ýëåìåíò ðåøåòêè MON;

(ii) V � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ðåøåòêè MON;

(iii) V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL è MON.
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Òåîðåìà 4. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:

(i) V � ìîäóëÿðíûé è âåðõíåìîäóëÿðíûé ýëåìåíò ðåøåòêè

MON;

(ii) V � êîñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè MON;

(iii) V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T, SL, C2 è MON.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè âûøå, ýëåìåíò ðåøåòêè SEM ÿâëÿåòñÿ
íåéòðàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ êîñòàíäàðò-
íûì [4, òåîðåìà 1.3]. Òåîðåìû 3 è 4 ïîêàçûâàþò, ÷òî â ðåøåòêå MON
ýòè ñâîéñòâà íå ýêâèâàëåíòíû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò ñóùåñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î âåðõ-
íåìîäóëÿðíûõ ýëåìåíòàõ ðåøåòêè MON. Ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ
íàçûâàþò ñîáñòâåííûì, åñëè îíî íå ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì âñåõ
ìîíîèäîâ. Êàê è â ñëó÷àå ïîëóãðóïï, ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîãîîá-
ðàçèå ìîíîèäîâ âïîëíå ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî ñîñòîèò èç âïîëíå ðå-
ãóëÿðíûõ ìîíîèäîâ (îáúåäèíåíèé ãðóïï).

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ñîáñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ V ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON, òî V ëèáî

êîììóòàòèâíî, ëèáî âïîëíå ðåãóëÿðíî.

Ïîñêîëüêó êîäèñòðèáóòèâíûé ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè ÿâ-
ëÿåòñÿ åå âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì, èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò,
÷òî ëþáîå ñîáñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, ÿâëÿþùååñÿ êîäèñ-
òðèáóòèâíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON, ëèáî êîììóòàòèâíî, ëèáî
âïîëíå ðåãóëÿðíî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2. Âñÿêîå êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ

ÿâëÿåòñÿ êîäèñòðèáóòèâíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè MON.

Ïðåäëîæåíèÿ 1 è 2 ñâîäÿò èçó÷åíèå âåðõíåìîäóëÿðíûõ è êîäèñ-
òðèáóòèâíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè MON ê âïîëíå ðåãóëÿðíîìó ñëó-
÷àþ.
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Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè èçëîæåíû èòîãè âûïîëíåííîãî èññëå-
äîâàíèÿ, ðåêîìåíäàöèè, ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåìû.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîôåññîðó Á.Ì.Âåðíèêîâó çà ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìà-
íèå ê åãî ðàáîòå, ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è áîëüøóþ
ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå òåêñòîâ ñòàòåé è äèññåðòàöèè.
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