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Çàùèòà ñîñòîèòñÿ 23 äåêàáðÿ 2020 ãîäà â 15:00 ÷. íà çàñåäàíèè äèññåðòàöè-

îííîãî ñîâåòà ÔÏÌÈ.01.01.06.002, ïî àäðåñó 141701, Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,

ã. Äîëãîïðóäíûé, Èíñòèòóòñêèé ïåðåóëîê, ä. 9.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå è íà ñàéòå Ìîñêîâ-

ñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà (íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêî-

ãî óíèâåðñèòåòà): https://mipt.ru/education/post-graduate/soiskateli-�ziko-

matematicheskie-nauki.php.

Ðàáîòà ïðåäñòàâëåíà ¾8¿ îêòÿáðÿ 2020 ã. â Àòòåñòàöèîííóþ êîìèñ-

ñèþ ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâòîíîìíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðå-

æäåíèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò

(íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)¿ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîâå-

òîì ïî çàùèòå äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê,

äîêòîðà íàóê â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 3.1 ñò. 4 Ôåäåðàëüíîãî çàêîíà ¾Î íàóêå

è ãîñóäàðñòâåííîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ïîëèòèêå¿.



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà êëàññè÷åñêèì îáúåêòàì òåîðèè ìíî-

ãîìåðíûõ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé, òî÷íåå, òîé ÷àñòè ýòîé òåîðèè, êî-

òîðàÿ ñâÿçàíà ñ ãåîìåòðèåé ÷èñåë. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿ-

çàííûå ñ ïðèáëèæåíèåì òî÷åê ëèíåéíûõ è àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â

Rd òî÷êàìè öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè. Îñíîâàíèÿ ýòîé òåîðèè ñâÿçàíû ñ

èìåíàìè çíàìåíèòûõ ìàòåìàòèêîâ 19 ñòîëåòèÿ � Ë. Äèðèõëå, Ë. Êðîíå-

êåðà, Ø. Ýðìèòà, Ã. Âîðîíîãî, Ã. Ìèíêîâñêîãî. Ñâîå ôóíäàìåíòàëüíîå

ðàçâèòèå â 20 âåêå òåîðèÿ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ïîëó÷èëà â ðàáî-

òàõ Ã. Äàâåíïîðòà, Ë. Ìîðäåëëà, Ê. Ìàëåðà, À.ß. Õèí÷èíà, Â. ßðíèêà,

Äæ. Êàññåëñà, Â.Ì. Øìèäòà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Îñíîâíûå îáúåêòû

è ïîíÿòèÿ ýòîé òåîðèè ñôîðìóëèðîâàíû è èçëîæåíû â ñòàâøèõ êëàññè-

÷åñêèìè ìîíîãðàôèÿõ Ã. Ìèíêîâñêîãî12, Äæ. Êîêñìû3, Äæ. Êàññåëñà4

è Â.Ì. Øìèäòà56. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ

ôîðì (êàê îäíîðîäíûõ, òàê è íåîäíîðîäíûõ), ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå

è àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà â Rd è ìàòðèöû, ñâÿçàííûå ñ çàäàíèåì ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â êîîðäèíàòàõ.

Öåíòðàëüíûì âîïðîñîì òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ÿâëÿåòñÿ

âîïðîñ î ïðèáëèæåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè, íàïðèìåð,

âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî õîðîøî äåéñòâèòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìî-

æåò áûòü ïðèáëèæåíî äðîáüþ ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì çíàìåíàòåëåì. Â

íàøåé äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íåîäíîðîäíû-

ìè ïðèáëèæåíèÿìè. Çäåñü ñëåäóåò óïîìÿíóòü òåîðåìó À.ß. Õèí÷èíà7, êî-

òîðàÿ ñòàëà îñíîâîïîëàãàþùåé â äàííîé îáëàñòè. Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò,

÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ > 0 òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî

1 Minkowski H. Diophantische Approximationen; eine Einf�uhrung in die Zahlentheorie �
Leipzig � Teubner� 1907.

2 Minkowski H. Geometrie der Zahlen � Leipzig � Teubner � 1910.
3Koksma J.F. Diophantische Approximationen � Berlin � Springer � 1936.
4Cassels J.W.S. An introduction to Diophantine approximations � Cambridge

University Press � 1957.
5Schmidt W. M. Diophantine approximation � Lecture Notes in Math. � Berlin �

volume 785 � Springer-Verlag � 1980.
6 Schmidt W. M. Diophantine Approximations and Diophantine Equations � Lecture

Notes in Math. � Berlin� volume 1467 � Springer-Verlag � 1991.
7 Khintchine A. �Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen � Rend. Circ.

Mat. � Palermo � 50 � 1926 �pp. 170-195.
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÷èñëà θ ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî η ∈ R óäîâëåòâîðÿþùåå íåðà-

âåíñòâó

inf
q∈N

q · ||qθ − η|| ≥ γ. (1)

Íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ íà äàííûé ìîìåíò êîíñòàíòà áûëà âû÷èñëåíà Ãî-

äâèíûì8. Ïîçäíåå ýòà òåîðåìà áûëà îáîáùåíà Õèí÷èíûì íà ìíîãîìåðíûé

ñëó÷àé9 10. Îí äîêàçàë, ÷òî äëÿ çàäàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë n,m ∈ Z
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà γnm òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé m×n äåé-
ñòâèòåëüíîé ìàòðèöû Θ ñóùåñòâóåò âåêòîð ηηη ∈ Rn òàêîé ÷òî

inf
qqq∈Zm\{0}

(||Θqqq − ηηη||Zn)n||qqq||m > γnm (2)

(çäåñü || · ||Zn îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåé öåëîé òî÷êè â sup-

íîðìå). Ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â ãëàâå 5 çàìå÷àòåëüíîé êíèãè Êàñ-

ñåëñà11.

ßðíèê îáîáùèë1213 ýòó òåîðåìó è äîêàçàë ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ(t) - ôóíêöèÿ óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞. Ïóñòü

ρ(t) áóäåò ôóíêöèåé, îáðàòíîé ê ôóíêöèè t 7→ 1/ψ(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ âñåõ t > 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ψΘ(t) ≤ ψ(t). Òîãäà ñóùåñòâóåò

âåêòîð ηηη ∈ Rn òàêîé ÷òî

inf
qqq∈Zm\{0}

(||Θqqq − ηηη||Zn) · ρ(8m · ||qqq||) > γ (3)

ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòîé γ = γ(n,m).

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ íåîäíîðîäíî-

8Godwin H.J. On the theorem of Khintchine � Proc. London Math. Soc. � V.3, 1 �
1953 � pp. 211-221

9Khintchine A. �Uber die angen�aherte Au��osung linearer Gleichungen in ganzen Zahlen
� Acta Arith. 2 � 1937 � pp.161-172.

10Khintchine A. Regular systems of linear equations and a general problem of Chebyshev
� Izvestiya Akad. Nauk SSSR. Ser. Mat. 12 � Russian� 1948 � pp.249-258 .

11 Cassels J.W.S. An introduction to Diophantine approximations � Cambridge Univ.
Press � 1957.

12 Jarn�ik V. O linea�rn�ich nehomogenn�ich diofantick�ych aproximac�ich (on linear
inhomogeneous Diophantine approximations), Rozpravy II. T�r�idy �Cesk�e Akad. 51 � 1941 �
no. 29, 21. MR 0021015

13 Jarn�ik V. Sur les approximations diophantiques lin�eaires non homog�enes � Acad.
Tch�eque Sci. Bull. Int. Cl. Sci. Math. Nat. 47 � 1946 � pp.145-160
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ñòåé

BadΘ =

{
η ∈ [0, 1)n : inf

qqq∈Zm\{0}
(||Θqqq − ηηη||Zn)n||qqq||m > 0

}
, (4)

êîòîðîå ìû îïðåäåëÿåì äëÿ çàäàííîé m × n äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöû Θ.

Òàêèì îáðàçîì, óïîìÿíóòûé ïåðâûé ðåçóëüòàò Õèí÷èíà (ñóùåñòâîâàíèå

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1)) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ m = n = 1 ìû èìååì

Badθ 6= ∅, à ñóùåñòâîâàíèå ηηη ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùåãî (3), åñòü åãî íåïî-
ñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå íà ìàòðèöû â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî Õèí÷èíûì

ìåòîäà14.

Íåäàâíèå ðåçóëüòàòû Ä.Õ. Êèìà15 î òîì, ÷òî ïðè m = n = 1 äëÿ èððà-

öèîíàëüíîãî θ ìíîæåñòâî Badθ èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà, âîçìîæíî, â

îòíîñèòåëüíî íåÿâíîì âèäå ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå ßðíèêà16 èëè ìîãóò áûòü

âûâåäåíû îòòóäà. Â ðÿäå ðàáîò1718 áûëè ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû,

â ÷àñòíîñòè î òîì, íàñêîëüêî ìíîæåñòâî BadΘ, îïðåäåëåííîå â (4), áîëü-

øîå. Â ÷àñòíîñòè áûëî äîêàçàíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïîëíîé

ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà.

Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íî

áîëüøîå ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâîì âûèãðûøíîñòè.

Ïðèâåäåì äàëåå êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå Øìèäòà äëÿ âûèãðûøíîãî

ìíîæåñòâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâà èãðîêà À è Â èãðàþò â èãðó, êîòîðàÿ ñîñòîèò â

ñëåäóþùåì: Äëÿ íà÷àëà èãðîêè À è Â âûáèðàþò ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà α è

β èç (0, 1). Äàëåå B âûáèðàåò çàìêíóòûé øàð B1 èç Rn ðàäèóñà ρ(B1) = ρ.

Çàòåì A âûáèðàåò çàìêíóòûé øàð A1 ⊂ B1 ðàäèóñà ρ(A1) = αρ. Çàòåì

B âûáèðàåò çàìêíóòûé øàð B2 ⊂ A1 ðàäèóñà αβρ è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì

14Khintchine A. �Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen �Rend. Circ.
Mat. � Palermo 50 �1926 � pp. 170-195.

15Kim D.H. The shrinking target property of irrational rotations � Nonlinearity 20 �
2007� 7, 1637-1643.

16 Jarn�ik V. O linea�rn�ich nehomogenn�ich diofantick�ych aproximac�ich (on linear
inhomogeneous Diophantine approximations) � Rozpravy II. T�r�idy �Cesk�e Akad. � 51 �
1941 � no. 29, 21. MR 0021015

17Kleinbock D. Badly approximable systems of a�ne forms � J. Number Theory � 79 �
1999� pp. 83 - 102.

18Bugeaud Y., Harrap S., Kristensen S. and Velani S. On shrinking targets for Z actions
on tori � Mathematika � 56 (2) � 2010 � pp. 193-202.
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âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðîâ

B1 ⊃ A1 ⊃ B2 ⊃ A2 ⊃ . . .

ñ ðàäèóñàìè

ρ(Bk) = (αβ)k−1ρ, ρ(Ak) = α(αβ)k−1ρ, (k = 1, 2, . . .)

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî
⋂∞
k=1Bk =

⋂∞
k=1Ak ñîäåðæèò òîëüêî îäíó òî÷êó.

Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî E ⊂ Rn (α, β)− âûèãðûøíî, åñëè ó èãðîêà À

åñòü ñòðàòåãèÿ, ãàðàíòèðóþùàÿ ÷òî
⋂∞
k=1Ak ∈ E. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî

E α−âûèãðûøíî, åñëè îíî âûèãðûøíî äëÿ ëþáîãî β ∈ (0, 1) è ïðîñòî

âûèãðûøíî, åñëè îíî α−âûèãðûøíî äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ (0, 1).

Äæ.Öåíã19 óñòàíîâèë ñâîéñòâî âûèãðûøíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà Badθ.

Âïîñëåäñòâèè ðåçóëüòàò Äæ.Öåíãà áûë îáîáùåí íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

è âûèãðûøíîñòü ìíîæåñòâà íåîäíîðîäíîñòåé Bad(n,m) áûëà äîêàçàíà

Ì. Àéíçèíäëåðîì è Äæ.Öåíãîì20, õîòÿ, êàê ïîêàçàë Í.Ã.Ìîùåâèòèí21,

ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì ðàñ-

ñóæäåíèé Õèí÷èíà-ßðíèêà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îíè äîêàçûâàëè ñóùå-

ñòâîâàíèå âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2) è (3).

Ðÿä ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàí ñ ðàññìîòðåíèåì çàäà÷è "ñ âåñà-

ìè", òî åñòü ìíîæåñòâ âèäà

Bad(i, j) =

{
(x1, x2) ∈ R2 : inf

q∈N
max(qi‖qx1‖, qj‖qx2‖) > 0

}
,

ãäå i, j äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþùèå i + j = 1

è èõ ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ. Ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è ñíîâà ïðèíàäëå-

æèò Â. Øìèäòó: â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå22 îí ðàññìîòðåë ìíîæåñòâî

Bad(1/3, 2/3).

19 Tseng J. Badly approximable a�ne forms and Schmidt games � J. Number Theory �
129 � 2009 �pp. 3020-3025.

20 Einsiedler M., Tseng J. Badly approximable systems of a�ne forms, fractals, and
Schmidt games � Reine Angew. Math. � 660 � 2011 �pp. 83-97.

21 Moshchevitin N. A note on badly approximable a�ne forms and winning sets � Mosc.
Math. J. � 11 � 2011 � no. 1 � pp. 129-137.

22Schmidt W.M. Open problems in Diophantine approximations // In "Approximations
Diophantiennes et nombres transcendants' � Luminy � 1982 � Progress in Mathematics �
Birkh�auser � 1983 � pp.271 - 289.
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Èç ìåòðè÷åñêîé òåîðåìû Õèí÷èíà ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èìååò

íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà. Øìèäò ôàêòè÷åñêè ïîêàçàë, ÷òî êàæäîå Bad(i, j)

íåïóñòî, à ïîçæå Ïîëëèíãòîí è Âåëàíè, îñíîâûâàÿñü íà ðàííèõ ðàáîòàõ

Äàâåíïîðòà23 äîêàçàëè, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èìååò ïîëíóþ ðàçìåðíîñòü Õà-

óñäîðôà. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî Áîäÿãèí, Ïîëëèíãòîí è Âåëàíè 24 äîêàçàëè

èçâåñòíóþ ãèïîòåçó, âûäâèíóòóþ Øìèäòîì25, î òîì ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþ-

áûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ Bad(i, j) íå ïóñòî. Áîëåå òîãî, îíè óñòàíî-

âèëè îáùèé ðåçóëüòàò ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà

ïàð (it, jt) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿþùèõ

it + jt = 1 ( äëÿ 1 ≤ t ≤ k) ïåðåñå÷åíèå

k⋂
t=1

Bad(it, jt)

èìååò ïîëíóþ ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà. Ïðè îïðåäåëåííûõ íåçíà÷èòåëü-

íûõ òåõíè÷åñêèõ óñëîâèÿõ èõ óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü óëó÷øåíî äëÿ ñ÷åò-

íîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Âûèãðûøíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà áûëà äîêàçàíà Àíîì26

â 2013.

Â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå, êîòîðûé ìû ðàññìàòðèâàåì â íàñòîÿùåé äèñ-

ñåðòàöèè, ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî äðóãàÿ. Õàððàï27 äîêàçàë ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë i, j > 0

òàêèõ ÷òî i = j = 1 è äëÿ ëþáîãî x ∈ Bad(i, j), ìíîæåñòâî

Badx(i, j) =

=

{
(α1, α2) ∈ [0, 1)2 : inf

q∈Z6=0

max{|q|i‖qx1 − α‖, |q|j‖qx2 − α‖} > 0

}
,

23 Davenport H. A note on Diophantine approximation II � Mathematika � 11 � 1964 �
pp. 50�58.

24 Badziahin D., Pollington A., Velani S. On a problem in simultaneous Diophantine
approximation: Schmidt's conjecture � Annals of Mathematics. � 174 � 2011 � pp. 1837
- 1883.

25 Schmidt W.M. Open problems in Diophantine approximations // In "Approximations
Diophantiennes et nombres transcendants' � Luminy � 1982 � Progress in Mathematics �
Birkh�auser � 1983 � pp.271 - 289.

26 An J. Two-dimensional badly approximable vectors and Schmidt's game � Duke Math.
J. � 165 � no. 2 � 2016 � pp. 267-284.

27Harrap S. Twisted inhomogeneous Diophantine approximation and badly approximable
sets � Acta Arithmetica � 151 � 2012 � pp.55 - 82.
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èìååò ïîëíóþ ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà.

Îãðàíè÷åíèå íà x ∈ Bad(i, j) óäàëîñü óáðàòü Ìîùåâèòèíó, íî òîëüêî

â ñîâñåì ñïåöèôè÷åñêîì ñëó÷àå i = 2/3, j = 1/3. Íåêîòîðûå óñèëåíèÿ

èìåþòñÿ ó Ìîùåâèòèíà è Áåíãîå÷åà28.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå Õàððàïîì è Ìîùåâèòèíûì29 áûëà äîêàçàíà ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî n-ìåðíîãî âåêòîðà kkk óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

k1, . . . , kn > 0 and

n∑
i=1

ki = 1,

è äëÿ ëþáîé ìàòðèöû

Θ ∈ Bad(kkk, n,m) = {Θ ∈Matn×mR : inf
qqq∈Zm

6=0

max
1≤j≤n

(|qqq|mkj (‖θj(qqq)||) > 0}

ìíîæåñòâî

BadΘ(kkk, n,m) = {η ∈ Rn : inf
qqq∈Zm

6=0

|qqq|mkj (‖θj(qqq)− ηj‖) > 0}

ÿâëÿåòñÿ 1/2- âûèãðûøíûì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, áåç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà

Θ ∈ Bad(kkk, n,m) çàäà÷à îñòàåòñÿ îòêðûòîé äàæå äëÿ ñëó÷àÿ n = 2,m = 1.

Ýòà çàäà÷à, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé, íî â ñëó÷àå, êîãäà âñå

ki = 1/n, ðåçóëüòàò âåðåí è áåç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà Θ.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ óñè-

ëåíèå òåîðåìû Õàððàïà-Ìîùåâèòèíà.

Ä. Êëåéíáîê30 îáíàðóæèë ñëåäóþùèé ôåíîìåí. Åñëè â íåêîòîðîì

àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå A ⊂ Rn íàéäåòñÿ âåêòîð ïëîõî ïðèáëèæàå-

ìûé ðàöèîíàëüíûìè âåêòîðàìè, òî åñòü òàêîé, ÷òî íà ïîãðåøíîñòü ïðè-

áëèæåíèÿ èìååòñÿ îöåíêà ñíèçó â òåðìèíàõ çíàìåíàòåëÿ ïðèáëèæàþùåãî

28 Bengoechea P., Moshchevitin N. Badly approximable points in twisted Diophantine
approximation and Hausdor� dimension � Acta Arithmetica �177 (4) �2017� pp.301-314.

29 Harrap S., Moshchevitin N. A note on weighted badly approximable linear forms �
Glasgow Mathematical Journal � 59:2 � 2017 � pp. 349-357.

30Kleinbock D. Extremal supspaces and their submanifolds � GAFA � 13:2 � 2003 � pp.
437-466.
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âåêòîðà½ òî ïî÷òè âñå (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) âåêòîðû èç ïîäïðîñòðàí-

ñòâà A áóäóò â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïëîõî ïðèáëèæàåìûìè. Ýëåìåíòàð-

íîå äîêàçàòåëüñòâî ÷óòü áîëåå îáùåãî ôàêòà áûëî äàíî Í.Ã. Ìîùåâèòè-

íûì31.Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ èìåþòñÿ ó Öàíã32.

Êàê îêàçàëîñü, áîëåå óäîáíî ðàáîòàòü íå ñ àôôèííûìè ïîäïðîñòðàí-

ñòâàìè A ⊂ Rd−1, à íåïîñðåäñòâåííî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ëèíåéíûìè ïîä-

ïðîñòðàíñòâàìè

A = span {z = (1, x1, ..., xd−1) : (x1, ..., xd−1) ∈ A}

â Rd è ôîðìóëèðîâàòü âñå ðåçóëüòàòû äëÿ íèõ. Â íàñòîÿùåé äèññåð-

òàöèè ìû äîêàçûâàåì îáùóþ òåîðåìó î òîì, ÷òî åñëè â ïîäïðîñòðàí-

ñòâå A,dimA = a íàéäåòñÿ ïëîõî ïðèáëèæàåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî B ⊂
A,dimB = b, òî ïî÷òè âñå ïîäïðîñòðàíñòâà C ⊂ A,dimC = c áóäóò ïëîõî

ïðèáëèæàåìûìè (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå).

Öåëü ðàáîòû è îñíîâíûå çàäà÷è

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿëîñü îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ âûèãðûøíîñòè

ìíîæåñòâà äëÿ ïåðåñå÷åíèé ñ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, à òàêæå óñè-

ëåíèå ñóùåñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà î âûèãðûøíîñòè ìíîæåñòâà íåîäíîðîäíî

ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ ìàòðèö. Ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà â ñëó÷àå, êîãäà

ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõî ïðèáëèæàåìîé. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïîäïðî-

ñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè òåîðåìû î ïëîõî ïðèáëèæàåìîñòè âåê-

òîðîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèñ-

ñåðòàöèè, è ðàçðàáîòàííûå â íåé ìåòîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â çàäà÷àõ

òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé è èññëåäîâàíèé ñâîéñòâ âûèãðûøíî-

ñòè ìíîæåñòâ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ

31 Moshchevitin N.G. On Kleinbock's Diophantine result � Publ. Math. Debrecen � 2011
� 79:3-4 � pp. 129-137.

32 Zhang Y. Diophantine exponents of a�ne subspaces: The simultaneous ap- proximation
case � J. Number Theory � 129:8 � 2009 � pp. 1976-1989.
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â ó÷åáíîì ïðîöåññå â ðàìêàõ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ è ñïåöèàëüíûõ ñåìèíà-

ðîâ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû òåîðèè ÷èñåë, ìåòîäû ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé àëãåáðû, ïîäõîäû, ñâÿçàííûå ãåîìåòðè-

åé ÷èñåë.

Ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó

� Äîêàçàíà èçîòðîïíàÿ âûèãðûøíîñòü ìíîæåñòâà íåîäíîðîäíî ïëîõî

ïðèáëèæàåìûõ ìàòðèö, à èìåííî äîêàçàíî, ÷òî åñëè Θ ∈ Bad(kkk, n,m), òî

ìíîæåñòâî BadΘ(kkk, n,m) ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíî âûèãðûøíûì.

� Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð θθθ = (θ1, θ2) òàêîé ÷òî

1. 1, θ1, θ2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z;

2. Badθθθ := {(η1, η2) : infx∈N x
1
2 maxi=1,2 ‖xθi − ηi‖ > 0} íå ÿâëÿåòñÿ èçî-

òðîïíî âûèãðûøíûì.

� Äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî åñëè â ïîäïðîñòðàíñòâå A,dimA = a

íàéäåòñÿ ïëîõî ïðèáëèæàåìîå ïîäïðîñòðàíñòâîB ⊂ A,dimB = b, òî ïî÷òè

âñå ïîäïðîñòðàíñòâà C ⊂ A,dimC = c áóäóò ïëîõî ïðèáëèæàåìûìè (â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå).

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñòðîãî äîêàçàíû. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â

äèññåðòàöèè, â ðàçëè÷íîå âðåìÿ äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäó-

þùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

1. Ìèíè-êîíôåðåíöèÿ ¾Äèîôàíòîâû ïðîáëåìû¿ (Äîëãîïðóäíûé, ÌÔ-

ÒÈ), 24-25 àïðåëÿ 2017,

2. Ìîñêîâñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ÷èñåë ïîä ðóêîâîäñòâîì Þ.Â. Íåñòå-

ðåíêî, Í.Ã. Ìîùåâèòèíà (ÌÃÓ),

3. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ¾Àðèôìåòèêà è ãåîìåòðèÿ¿ ïîä

ðóêîâîäñòâîì Í.Ã. Ìîùåâèòèíà, Î.Í.Ãåðìàíà,

4. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ¾Äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è ãåî-

ìåòðèÿ ÷èñåë¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Í.Ï. Äîëáèëèíà, Ì.Ä. Êîâàëåâà è Í.Ã.

Ìîùåâèòèíà (ÌÃÓ).
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Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 3 ñòàòüÿõ, ïðåä-

ñòàâëåííûõ â êîíöå ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Âñå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ìåæ-

äóíàðîäíûõ èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 85 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà è ñî-

ñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 45

èñòî÷íèêîâ. Äèññåðòàöèÿ èëëþñòðèðîâàíà 2 ðèñóíêàìè.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ñîäåðæàíèå ââåäåíèÿ

Ââåäåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì èç íèõ ïðèâîäèòñÿ èñ-

òîðè÷åñêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàííûõ ñ ïëîõî ïðèáëèæàåìûìè íåîäíî-

ðîäíàìè ëèíåéíûìè ôîðìàìè, ïîêàçàíà àêòóàëüíîñòü òåìû, à òàêæå ôîð-

ìóëèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè â ýòîé îáëàñòè. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå

ââåäåíèÿ ðå÷ü èäåò î ïîäïðîñòðàíñòâàõ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Çäåñü òàêæå

ïðèâîäèòñÿ êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, àðãóìåíòèðóåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà

è ôîðìóëèðóåòñÿ ðåçóëüòàò äèññåðòàöèè ñâÿçàííûé ñ ïîäïðîñòðàíñòâàìè

ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ñîäåðæàíèå ïåðâîé ãëàâû

Ïåðâàÿ ãëàâà íå ñîäåðæèò íîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Â íåé îïèñûâàþòñÿ èãðû,

âñòðå÷àþùèåñÿ â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé, à òàêæå èõ îáîáùå-

íèÿ. Òàêæå â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ è îáñóæäàåòñÿ íîâîå ïîíÿòèå èçî-

òðîïíîé âûèãðûøíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1 (Èçîòðîïíàÿ âûèãðûøíîñòü). Íàçîâåì ìíîæåñòâî N ⊂
Rn èçîòðîïíî âûèãðûøíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî d ≤ n è äëÿ ëþáîãî

d−ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A ⊂ Rn ïåðåñå÷åíèå N ∩A ÿâëÿåòñÿ

1/2-âûèãðûøíûì ìíîæåñòâîì (â ñìûñëå Øìèäòà).
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Ñîäåðæàíèå âòîðîé ãëàâû

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ôîðìóëèðóåì è äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðå-

çóëüòàò

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíî

Θ ∈Matm×n ∈ Bad(k, n,m),

òî ìíîæåñòâî

BadΘ(k, n,m) = {η ∈ [0, 1]n : inf
q∈Zm\{0}

max
1≤j≤n

(|q|mkj ||Lj(q)− ηj ||) > 0}

èçîòðîïíî âûèãðûøíî.

Ãäå Bad(k, n,m) - ìíîæåñòâî ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷-

íûõ ìàòðèö Θ ðàçìåðà n ×m îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ èç n äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë k = {k1, . . . , kn} òàêèõ ÷òî

kj > 0 (1 ≤ j ≤ n) è

n∑
j=1

kj = 1

êàê

Bad(k, n,m) = {Θ ∈Matn×m(R) : inf
q∈Zm\{0}

max
1≤j≤n

(|q|mkj ||Lj(q)||) > 0}.

Ïî äàííîìó ëèíåéíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó L ìû ñòðîèì òàêóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ ur = ur(L) = (ur1, . . . , urn) ∈ Zn äëÿ
êîòîðîé Åâêëèäîâû íîðìû tr = |uLr |e ïðîåêöèé íà L îáëàäàþò ñâîéñòâîì

ëàêóíàðíîñòè, ò.e.
tr+1

tr
≥M, r = 1, 2, 3, . . . (5)

äëÿ íåêîòîðîãî M > 1. Â òåðìèíàõ ýòèõ âåêòîðîâ ur îïðåäåëÿåì ìíîæå-

ñòâî

N(Λ) = {η ∈ A : ∃c(η) > 0 : ||η1ur1 + . . .+ ηnurn|| ≥ c(η) ∀r ∈ N}

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ðåçóëüòàò òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äâà
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ôàêòà:

1. N(Λ) ⊂ BadΘ(k, n,m)

2. N(Λ) � âûèãðûøíî.

Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñâîéñòâà (5) äëÿ ïðîåêöèé uLr íà L âûèãðûøíîñòü

ïîäìíîæåñòâà N(Λ) ⊂ A (Ôàêò 2) ìîæåò áûòü äîêàçàíà àíàëîãè÷íî ëåììå

133. Âûøåóêàçàííàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâîéñòâî âûèãðûøíîñòè

äëÿ ìíîæåñòâà â Åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Çäåñü íàì ñëåäóåò èñïîëü-

çîâàòü ýòó ëåììó äëÿ äàííîãî k-ìåðíîãî àôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà A.

Ñîäåðæàíèå òðåòüåé ãëàâû

Â òðåòüåé ãëàâå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå íà ìàòðèöó áûòü ïëîõî ïðèáëè-

æàåìîé ñóùåñòâåííî äëÿ ñâîéñòâà èçîòðîïíîé âûèðûøíîñòè è äîêàçûâà-

åòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò âåêòîð θθθ = (θ1, θ2) òàêîé ÷òî

1) 1, θ1, θ2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z;
2) Badθθθ = {(η1, η2) : infx∈N x

1
2 maxi=1,2 ‖xθi − ηi‖ > 0} íå ÿâëÿåòñÿ

èçîòðîïíî âûèãðûøíûì.

Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíûé âåêòîð θθθ è îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî P òàêîå, ÷òî θθθ ∈ P è äëÿ ñåêòîðà D = P ∩ {|zzz − θθθ| ≤ 1} âûïîëíÿåòñÿ
D∩Badθθθ = ∅. Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè w(t),

ìîíîòîííî óáûâàþùåé(ìåäëåííî) ê áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

äëÿ âñåõ ηηη = (η1, η2) ∈ D ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî x ∈ Z òàêèõ ÷òî

max
i=1,2

‖xθi − ηi‖ <
ω(x)

x
.

Çàìå÷àíèå 1. Èç îñíîâíîé òåîðåìû ãëàâû 2 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð θ, ïî-

ñòðîåííûé â Òåîðåìå 2 íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

Bad = {(θ1, θ2)| inf
x∈N

x1/2 max(||θ1x||, ||θ2x||) > 0}.

33 Moshchevitin N. A note on badly approximable a�ne forms and winning sets � Mosc.
Math. J. � 11 � 2011 � no. 1 � pp. 129-137.
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Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü θθθ =

(
a1

q
,
a2

q

)
- ðàöèîíàëüíûé. Ïóñòü ηηη = (η1, η2) /∈

1

q
· Z2, òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Z,

max
i=1,2

∣∣∣∣∣∣∣∣xaiq − ηi
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ dist

(
ηηη,

1

q
· Z2

)
> 0.

Òîãäà ìíîæåñòâî

B =

{
ηηη : inf

x∈Z
max
i=1,2

∣∣∣∣∣∣∣∣xaiq − ηi
∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0

}

ñîäåðæèò R2 \ 1

q
· Z2 è, î÷åâèäíî, âûèãðûøíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ

âñÿêîãî îäíîìåðíîãî àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ` áóäåò ñïðàâåäëèâî B∩

` ⊃
(
R2 \ 1

q
· Z2

)
∩ `. Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî B ∩ ` òàêæå âûèãðûøíî â

`.

Ñîäåðæàíèå ÷åòâåðòîé ãëàâû

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñâîéñòâî ïðèáëèæàåìîñòè ëèíåéíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ïëîõîïðèáëèæàåìîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà â Rd è èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû - òåîðåìà 4 (íåðàâåñòâà äëÿ

äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò) è òåîðåìà 3 (îáùèé ñëó÷àé ñ ôóíêöèÿìè).

Â ðàçäåëå 4.1 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü

Θ =


θ1,1 ... θ1,m

...
...

...

θn,1 ... θn,m

 (6)

- äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà è ψ(t) -äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ óáûâà-

þùàÿ ê íóëþ ïðè t→∞.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðèöà Θ íàçûâàåòñÿ ψ-ïëîõî ïðèáëèæàåìîé, åñëè

äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà xxx = (x1, ..., xm) ∈ Zm âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

max
1≤j≤n

||θj,1x1 + ...+ θj,mxm|| ≥ ψ(|xxx|).

Ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ψΘ(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöå Θ
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îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψΘ(t) = min
xxx∈Zm

0<|xxx|≤t

max
1≤j≤n

||θj,1x1 + ...+ θj,mxm||, t ≥ 1. (7)

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ-ïëîõî ïðèáëèæàåìîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà

ψΘ(t) ≥ ψ(t), ∀ t ≥ 1.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ïëîõî ïðèáëèæàåìîñòè ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà.

Ïóñòü d = m + n è Rd áóäåò d-ìåðíûì Åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ

êîîðäèíàòàìè

zzz = (xxx,yyy) = (x1, ..., xm, y1, ..., yn).

Äëÿ ñîáñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà B ⊂ Rd ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ

ψB(t) = min
z∈Zd

1≤|z|<t

dist(z,B), (8)

ãäå dist(A,B) îáîçíà÷àåò Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è

B.

Ñêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî B ⊂ Rd ψ-ïëîõî
ïðèáëèæàåìî, åñëè

ψB(t) ≥ ψ(t), ∀t ≥ 1.

Â ðàçäåëå 4.2 îïðåäåëÿåòñÿ Äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà äëÿ äåéñòâèòåëü-

íîé ìàòðèöû Θ êàê

ω(Θ) = sup{τ : lim inf
t→∞

tτψΘ(t) < +∞}.

è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà B êàê

ω(B) = inf{γ : Θ - ρt−γ-ïëîõî ïðèáëèæàåìà äëÿ íåêîòîðîãî ρ > 0 }.

Â ðàçäåëå 4.3 îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ c - ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

íåêîãî a−ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèìè (a − c) × c
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ìàòðèöàìè â R(a−c)×c. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ðå÷ü èäåò î ïî÷òè âñåõ c

- ìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ C ⊂ A èìåþòñÿ ââèäó ïî÷òè âñå

(a− c)× c-ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà â R(a−c)×c.

Â ðàçäåëå 4.4 ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ Äèîôàíòîâûõ

ýêñïîíåíò

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A áóäåò a-ìåðíûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðî-

ñòðàíñòâà Rd. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B - b-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî ïðîñòðàíñòâà A ñ ω(B) = ω.

1) Åñëè c < b, òî

ω(C) ≤ ω +
(ω + 1) · (c− b)

d− c
=
ω · (d− b) + c− b

d− c

äëÿ ïî÷òè âñåõ c-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ C ⊂ A.

2) Åñëè c ≥ b, òî

ω(C) ≤ ω +
(ω + 1) · (c− b)

a− c
=
ω · (a− b) + c− b

a− c

äëÿ ïî÷òè âñåõ c-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ C ⊂ A.

Òåîðåìà 3 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò b-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî B ⊂ A, ó êîòîðîãî íåò õîðîøèõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé,

òîãäà ïî÷òè âñå c-ìåðíûå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà C ⊂ A òàêæå íå èìå-

þò õîðîøèõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Òåîðåìà 3 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà (Òåîðåìà 4).

Â ðàçäåëå 4.5 ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòüþ

3.

Â ðàçäåëå 4.6 ôîðìóëèðóåòñÿ îáùàÿ òåîðåìà î ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü ôóíêöèè ψ(T ) è ϕ(T ), T ≥ 1 äâå ïîëîæèòåëüíîçíà÷íûå ôóíêöèè

ìîíîòîííî óáûâàþùèå ê íóëþ ïðè T →∞ è óäîâëåòâîðÿþùèå ñïåöèàëü-

íûì òåõíè÷åñêèì óñëîâèÿì.

Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ ψ-ïëîõî ïðèáëèæàåìûì b-ìåðíûì ëèíåéíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì B ⊂ Rd. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ψ(T ) ≤ T−
b

d−b .
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Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé îïðåäåëèì âåëè÷èíû µT = 0 ïðè 0 ≤ T < 1 è

µT =

(
T

ψ(T )

)a−b
·max

{
1,

(
ϕ(T )

ψ(T )

)d−a}
=

=


(

T
ψ(T )

)a−b
, ϕ(T ) ≤ ψ(T )

Ta−b·ϕd−a(T )
ψd−b(T )

, ϕ(T ) ≥ ψ(T )
(9)

äëÿ T ≥ 1. Äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé T ðàññìîòðèì âåëè÷èíû

M0 = 0, è MT =

[log2 T ]∑
j=0

µT/2j , λT = MT −MT−1, T ≥ 1,

ïîýòîìó

MT =

T∑
j=1

λj . (10)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âñå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì âûøå è ðÿä

+∞∑
T=1

λT ·
ϕa−c(T )

T a−c
(11)

ñõîäèòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B - b-ìåðíîå ψ-ïëîõî ïðèáëèæàåìîå ëèíåéíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

A ⊃ B ïî÷òè âñå c-ìåðíûå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà C ⊂ A - ϕ-ïëîõî

ïðèáëèæàåìû.

Çàìå÷àíèå. Ïðè c = 1 ðåçóëüòàò Òåîðåìû 4 àíàëîãè÷åí îñíîâíîìó ðå-

çóëüòàòó ñòàòüè Í. Ìîùåâèòèíà34.

Â ðàçäåëå 4.7 ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ òåîðå-

ìû 4.

34Moshchevitin N.G. On Kleinbock's Diophantine result � Publ. Math. Debrecen � 2011
� 79:3-4 � pp. 129-137.
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Çàêëþ÷åíèå

Ðåçþìèðóÿ êðàòêî, îñíîâíûå, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ñî-

ñòîÿò â ñëåäóþùåì:

� Óñèëåíà òåîðåìà î âûèãðûøíîñòè ìíîæåñòâà íåîäíîðîäíî ïëîõî ïðè-

áëèæàåìûõ ìàòðèö è ïîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòî ìíîæåñòâî

ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíî âûèãðûøíûì â ñëó÷àå Θ ∈ Bad(k, n,m).

� Ïðèâåäåí êîíòðïðèìåð ê óñëîâèþ íåîäíîðîäíîé ïëîõî ïðèáëèæàå-

ìîñòè ìàòðèöû, òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå íà ìàòðèöó Θ ∈
Bad(k, n,m) ñóùåñòâåííî.

� Îáîáùåíà òåîðåìà î ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ âåêòîðàõ â ïîäïðîñòðàí-

ñòâàõ íà ñëó÷àé ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-

ñòè.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð õî÷åò ïîáëàãîäàðèòü íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ äîêòîðà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðà Íèêîëàÿ Ãåðìàíîâè÷à Ìîùåâèòèíà çà

ïîñòàíîâêè çàäà÷, íåîöåíèìóþ ïîìîùü â ïîäãîòîâêå äèññåðòàöèè, íåóñòàí-

íóþ ïîääåðæêó è òåðïåíèå.
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