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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы 
В XIX веке при изучений сходимости тригонометрических рядов воз-

никла задача описания рядов, сходящихся почти всюду. Эта задача из 
классической области теории функций полностью не решена до сих 
пор, хотя ею занимались известные математики, получившие в раз-
личных терминах ряд выдающихся результатов. В 1915 г. Лузин H.H. 
Б своей диссертации выдвинул гипотезу, что ряд Фурье любой функ-
ции, принадлежащей пространству ¿^(Т), сходится к ней самой по-
чти всюду (см. \ с. 219). Колмогоровым А.Н., Селиверстовым Г.А. 
и Плесснером А.И. был получен результат в этом направлении, быв-
ший лучшим в течение сорока лет (см. ^ ^ ^ глава V §2). Гипотезу 
Лузина доказал Карлесон Л. в 196G году(^). Его результат был обоб-
щен Хантом в 1968 году для случая пространств 1/{Т) при р > 1 С*). 
Вопрос, который здесь, таким образом, формулируется, таков: пусть 
Ф : |0;оо) -> [0;оо) — неубывающая функция. Через Ф[Ь)(Т) обозна-
чим класс (называемый классом Орлича) суммируемых на Т функций 
/ , таких что интеграл / Ф(|/(х)|)йх сходится. Надо найти такой наи-

т 
больший класс функций Ф(Л), что для любой функции из этого класса 
ее ряд Фурье сходится к ней почти всюду. Ряд математиков получали 
результаты в этом направлении. Наилучший на данный момент при-
надлежит Антонову Н.Ю.: он установил сходимость почти всюду для 
класса L(log+ L)(log+log+ log+ L)(T) где log+(í) = ln(í + 1). 

Отметим также, что наряду с нахождением класса функций, гаран-
тирующего сходимость ряда Фурье, ведется работа в противополож-
ном направлении — оценка снизу в шкале пространств Орлича, т.е. 
для определенной функции Ф нахождение функции / G Ф(Г')(Т), та-
кой, для которой ее ряд Фурье не сходится почти всюду. Для класса 
~ 'Лртин П.П. Интеграл п тригонометрический ряд - М.-Л.: ГИТТЛ, 1951. - 550 с. 

'Kolmogorov A.N., Scliverstov G.Л. Sut la convcrgcncc dts series de Fourier / / С. R. Acad. Sei. Paris. 
- 1921. - V.178. - Г.303-300. 

'Plcssner A.I. Über Kouvergen?. von trigonornetrischcu Reihen / / J. Reine Angew. Math. - 1925. -
V.155. - P.1.5-25. 

Шарн H.K. Тригопометрические ряды - M.: Физматгиз, 1901. - 93G с. 
»Carlcson Ь. On convergence and growtli of partial sums of Fourier series / / . \cta Math. - 1966. -

V . l l G . - P.135-157. 
•Hunt R.A. On the convergence of Fourier series / / Orthogonal expan.sion.s and their continuous 

analogues: Proc. Conf. Kdwanlswiile, П1 1967. - Carbondnle-Illinois: SlU Press, 1968. - P.235-255. 
r Antonov N.Yu. Convergeuce of Fourier series / / East J. Approx. - 1996. - V.2. - No ?.. - P.187-196. 
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интегрируемых функций такой пример впервые привел Колмогоров 
В настоящее время лу'ниий результат принадлежит Конягнну C.B. 

Г "). 
Параллельно е этим возникает аналогичный вопрос для функций 

нескольких переменных и, соответетвенно, кратных рядов Фурье. В 
этом случае частичные суммы ряда Фурье нумеруются уже не одним 
целым числом, а набором целых чисел — мультииндексом. Отсюда воз-
никает вопрос: как понимать возрастание этого мультииндекса? Ока-
зывается, что в зависимости от того, в каком смысле понимать воз-
растание, ответ получается разным. Если считать, что все индексы 
независимо стремятся к бесконечности (так называемая сходимость но 
Прингсхейму), то, как показал Фефферман Ч. в 1970 г., такой класс 
найти принципиально нельзя: существует непрерывная функция, ряд 
Фурье которой расходится но Прингсхейму иочти всюду Если же 
рассматривать более узкое семейство индексов — имеющих по всем ко-
ординатам одно и то же значение, то есть имеющих вид (п, п , . . . , п) 
(так называемая сходимость по кубам) — то в этом случае результаты в 
терминах классов Орлнча имеются. Лучший результат в этой области 
получен тоже Антоновым ("). 

Наряду со сходимостью рядов Фурье успешно используются и раз-
личные методы суммирования, наиболее известными являются средние 
арифметические частичных сумм ряда Фурье (так называемые средние 
Фейера). Для них положительных результатов получается больше: Ле-
бегом было установлено, что средние арифметические частичных сумм 
ряда Фурье любой суммируемой функции сходятся к исходной функ-
ции почти всюду ("). В случае кратных рядов Фурье вопрос о характе-
ре возрастания мультииндекса сохраняется, однако здесь больше окон-

•Kolmogorov А.Х. Une serie de Fyuriei-Lebusyue divr^rgente prebquc partout / / Fund. Math.- 1923. 
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"Lcbcsgue И. Recherches sur la convergence des scries do Fourier / / Math. Ann. Berlin-Gottingen-
Heidelberg. - 1905. - V.Gl. - P.251-280. 



чательных результатов: было дока:!ано, что для сходимости почти всю-
ду по кубам достаточно опять же суммируемости функцпи(^^), для схо-
димости по Припгсхейму Йессепом, Марцинкевичем и Зигмундом было 
показано, что достаточно принадлежности классу L(log''" 
при этом результат неусиляем. Апапогичные результаты были полу-
чены и для иных методов суммирования тригонометрических рядов 
Фурье (общие методы Чезаро, средние Абеля-Пуасеона, средние Мар-
цинкевича), для сходимости кратных рядов Фурье-Хаара и для тесно 
связанной с вышеперечисленным задачи дифференцирования кратно-

шр, глава XVII, ^^ глава 1§, 1, го интеграла Лебега (см., например 
главы 1 и 4, Из недавних работ о сходимости почти всюду для 
различных методов разложения функций можно также упомянуть 
i i 25 26 27 28 29 30 

) ) ) J ) 1 • 
Схожесть П1)иведенных утверждений ставит вопрос о существовании 
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более общих покрывающих их результатов. Действительно, сеть тео-
рема (см., например, теорема 5.1.3) о последопательности операто-
ров, действующих в пространстве интегрируемых функций на отрезке, 
устанавливающая сходимость почти всюду результатов их действия к 
исходной функции, использующая свойства максимального оператора 
данной последовательности, а именно, свойство слабого типа (1,1). Та-
ким образом, вопрос о сходимости почти всюду можно свести к вопросу 
о наличии слабого типа у соответствующего максимального оператора. 

Важность изучения операторов с мажорантой слабого типа также 
подчеркивается работами (см. также 16.2.8). 

Естественным контекстом для результатов о сходимости почти вею;ду 
является абстрактная теория меры, поэтому возникает вопрос о пере-
формулировке упомянутых результатов в соответствующих терминах 
и получении утверждения, обобщающего их все. Основными объекта-
ми здесь будут выступать пространство с мерой (X, /i) (вопросы, свя-
занные с сигма-алгебрами множеств, не рассматриваются, поэтому их 
упоминание опускается) и пространства Лебега U'{X,n) (р > 1) и Ор-
лича Ф{Ь){Х,ц). Рассматриваемая ситуация допускает еще несколько 
обобщений. Во-первых, семейство приближающих операторов не все-
гда образует последовательность, iio вместо них можно использовать 
направленности, в этом случае множество, которым заиндексировано 
семейство, может не быть линейно упорядоченным, а лишь частично 
упорядоченным, а также несчетным. Во-вторых, оказывается возмож-
ным (и полезным, как будет видно далее) рассмотреть немного более 
общий случай, а именно, когда в пределе почти всюду получается не ис-
ходная (¡)ункция, а результат действия на пес некоторого непрерывно-
го линейного оператора (случай исходной функции соответствует тож-
дественному оператору). Такого подхода оказывается достаточно для 
обобщения утверждений о кубических частичных суммах и аналогич-
ных (т.е. в которых фигурирует пространство L{X,fi)). 

Однако для обобщения сходимости по Припгсхейму необходимо сде-
лать с[цс одно наблюдение: в доказательстве классических результатов 

"Голубоп Б.И., Е(|>1Шоп A.B., Скпорцоо В.А. Ряды и преобразопмшя У(1лта: Теория и примене-
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"Жижиашвнли Л.В. 0 6 отс}тстпии слабого типа (1.1) у некогорых классических операторов, 
нозиикающих в многомерном гармоническом ¡шалите / / Матсм. заметки. - 2004. - Т.76. - .\"2. -
С.183-195. 

"Семенова Т.Ю. О некоторых максимальных операторах, связанных с операцией свертки / / 
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зачастую многомерный тор существенно рассматривался как декарто-
во произведение торов меньшей размерности (в частности, двумерный 
— как произведение двух одномерных). Это разбиение в произведение 
допускает следующую интерпретацию: нам даны изначально два про-
странства (с мерой), и мы изучаем их декартово произведение. Про-
странство интегрируемых 4>ункний на произведении получается как 
пополнение (по подходящей норме) алгебраического тензорного произ-
ведения пространств интегрируемых функций на сомножителях. Более 
того, если были даны линейные непрерывные операторы, заданные на 
пространстве интегрируемых функций каждого из пространств с ме-
рой, то сущсствуст канонический оператор на пространстве функций 
на произведении пространств с мерой, в определешюм смысле продол-
жающий каждый из исходных. Всс классические ситуации описывают-
ся изложенным образом. 

Однако, теорема о дифференцировании неопределенного интеграла 
Лебега остается верной и для локально интегрируемых на Е" функ-
ций. Классическое понятие локальной интегрируемости использует то-
пологию пространства, на котором задана функция, поэтому без до-
полнительных конструкций этот результат на абстрактный случай не 
обобщается. Одним из возможных способов обобщить эту ситуацию 
является рассмотрение так называемых ра:нюжимых пространств — 
определенного класса пространств с мерой, которые позволяют изуче-
ние функции свести к изучению ее па отдельных частях пространства, 
имеющих конечную меру. 

Дальнейшее развитие этой теории заключается в рассмотрении про-
изведения бесконечного числа пространств с мерой. Сначала это имеет 
смысл сделать в частном случае бесконечномерного тора и, соответ-
ственно, функций счетного числа переменных, 27Г-периодичсских по 
каждой. Аналогом тригонометрической системы па бесконечномерном 
торе является система, состоящая из всевозможных конечных произ-
ведений комплексных экспопспт от одной переменной. Эту систему си-
стематически исследовал Йессен и она была названа в его честь. 
Бесконечномерный тор в настоящее время представляег интерес для 

M.Ie.s,st-n В. The theory of integration in a spate of an infinite number of dimensions / / Acta Math. -
1934. - V.G3. - P.249-323. 



гармонического анализа, см., например, работы ^^ Холщевпико-
вой Н.Н., например, был получен (в отличие от конечномерного слу-
чая) окончательный результат в вопросе сходимости почти всюду по 
кубам рядов Фурье. Представляет интерес эта тематика и для при-
ложений в теории вероятностей и математической физике 

Поэтому актуальным являегся изучение сходи.мости почти всюду 
средних Фсйера на бесконечномерном торе и переформулировка полу-
ченных результатов в терминах теории меры. 

Цель работы 
Обобщение классических результатов о сходимости почти всюду для 

случая тензорных произведений паправленностсй операторов с мажо-
рантой слабого типа, получение новых результатов для классических 
методов разложения, исследование суммируемости рядов Фурье на бес-
конечномерном торе. 

Научная новизна 
Основные результаты диссертации являются новыми и состоят в сле-

дующем: 
1. Доказана сходимость почти всюду результатов действия на функ-

цию тензорных произведений направленностей операторов, имеющих 
мажоранту слабого типа н некоторое условие для предельного перехо-
да. 

2. Введено понятие локально интегрируемой функции на разложи-
мом пространстве с мерой и доказан результат, аналогичный п.1, с 
некоторыми дополнительными условиями. 

3. Полученные результаты применены к некоторым семействам опе-
раторов классического гармонического анализа, среди которых средние 
Фейера, Абеля-Пуассона, Марцинкевича, ряды Фурье-Хаара, средние 

"Плааопои С.С. О некоторых задачах теории приатижеиия ([¡ункиий на бесконечномерном то]«: 
аналоги теорем Джексона / / Алгебра и анализ. - 20М. - T.2G. - К'в. - С.99-120. 

"Холтцепникова Н.Н. Сходимость по кубам рядов Фурье функций счетного множества перемен-
ных / / Труды Международной летней матем. Школы С. Б. Стечкнна но теории фуик1щй. - Тула: 
ТулГУ, 2007. - С.Ы5-И9. 

"Хо-тщсвникопа Н.Н. Счстпократные нуль-ряды / / Ортогональные ряды, теория приближений 
и смежные вопросы, Сборник статей. К 60-летню со дня рождения академика Бориса Сергеевича 
Кашнпа, Тр. МИЛН, 2013. -- Т.280. - С.288-299. 

•»Berg Ch. Potential theory on the infinite dirmnisional torus / / Invent. Math. - 1976. - V.32. -
P.49-100. 

•'Holley R., Strooek D.W. Diffusions on the infinite dimensional torus / / .1. Funet. Anal. - 1981. -
V.42. - P.29-63. 

•»Taylor Tit. J. On the Wiener semigroup and harmonic analysis on the infinite tlimen.sional toriLS / / 
Acta Appl. Math. - 1987. - V.IO. - No 2. - P.131-143. 

•»Beiidikov A., Saloff-Coste h. On the sample parts of diagonal Browiiian motions on the infinite 
dimensional torus / / Ann. Inst. H. Poincard Probab. Statist. - 2004. - V.40. - No 2. - P,227-2.54. 



интегральные, а также к орторекуреивному разложению по системе 
брусов. 

4. Доказана суммируемость почти всюду рядов Фурье на бесконеч-
номерном торе для различных случаев возрастания индекса суммиро-
вания. 

5. Получена интерпретация результата о сходимости на бесконечно-
мерном торс в терминах теории меры и тензорных произведений. 

Методы исследования 
В работе использованы методы теории меры, гармонического анали-

за и геометрии банаховых пространств. 
Теоретическая и практическая ценность 
Диссертация носит теоретический характер. Ее результаты могут 

быть использованы в теории кратных рядов Фурье, теории меры, гар-
моническом анализе в евклидовых пространствах и па топологических 
группах. 

Соответствие паспорту научной специальности. 
В диссертации изучается приближение функций на основе понятий 

меры и интеграла, а также теория функциональных пространств, в 
силу чего диссертация соответствует паспорту специальности 01.01.01 
«Вещественный, комплексный и функциональный анализ» по направ-
лению «Действительный анализ». 

Апробация работы 
Результаты диссертации докладывались на следующих научных се-

минарах и конференциях: 
• Научный семинар "Тригонометрические н ортогональные ряды" 

механико-математического факультета МГУ имени М. В. Ломоно-
сова под руководством профессора М. К. Потапова, профессора В. 
A. Скворцова, профессора Т. П. Лукашенко, профессора М. И. Дья-
ченко (2015-2018 гг.); 

• Научный семинар "Ортоподобные системы" механике - математиче-
ского факультета МГУ имени М. В. Ломоносова под руководством 
профессо1)а Т. П. Лукашенко, доцента В. В. Галатепко, доцента Т. 
B. Годиопова (2014 г., неоднократно); 

• Научный семинар "Алгебры в анализе" механико - математического 
факультета МГУ имени М. В. Ломоносова под руководством про-
фессора А. Я. Хелемского, доцента А. Ю. Нирковского (2018 г.); 
Межд>ч1ародиые Саратовские зимние школы "Современные пробле-
мы теории функций и их приложения" (Саратов, 2014, 2016, 2018); 



• International Workshop "Probability, Analysis and Geometry" 
(Москва, 2014); 

• Воропсжскгго зимние математические школы "Современные методы 
теории функций и смежные проблемы" (В0])0псж, 
2015, 2017); 

• Мел<дуиародные Казанские лстшю школы-копфоренции "Теория 
функций, её приложения н смежные вопросы" (Казань, 2015, 2017); 

• Международные научные конференции студентов, аспирантов и мо-
лодых ученых "Ломоносов" (к осква, 2015, 2016, 2017). 

Публикации 
Основные результаты диссе{)тации опубликованы в 9 работах, 2 из 

них опубликованы в рецензируемых научных журналах, входящих в 
базы данных SCOPUS и Web of Science п 1 входит в перечень ВАК. 
Работ, написанных в соавторстве, ист. 

Структура и объем работы. 
Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и списка 

литературы из 70 наименований. Общий объем диссертации составляет 
61 страницу. 



Краткое содержание диссертации 

Во введении дан обзор публикаций, связанных с темой исследования, 
и история рассматриваемых вопросов. 

В первой главе вводится основной объект исследования — тензор-
ное произведение нанравленностей операторов на пространстве инте-
Г1)ируемых функций, доказывается теорема о сходимости почти всюду 
данных нанравленностей при определенных условиях. Определяется 
пространство локально интегрируемых функций на разложимом про-
странстве с мерой и доказывается утверждение о сходимости почти 
всюду при условиях, обобщающих условия для утверждения об инте-
грируемых функциях. Точнее, доказано следующее з^верждение: 

Теорема 1.3.1. Пусть {Х',ц'), (У', и'), г = 1 , . . . , Л, — разлоо/си-
-О . 

мые пространства с выбранными разложениями Л', X = П 
в о о 

р = У = Н = г = 1 , . . . , - направлен-
1 = 1 1 = 1 

ности непрерывных линейных интегральных операторов (т.е. имею-
щих видТ^,}{х) = / с неотрицательными ядра-
ми, действующих из соотвегпстующих ^^{Х^р') в , мД 
таких, что каэюдый максимальный оператор Т' имеет 
Л' 3'-локально слабый тип (1,1) и слабый тип (оо,оо) и, кроме 
того, для любого г = 1,...,0 и любой ограниченной функции ф на 
пространсгпве X' выполнено Ит Т\ф(у) — и^ф{у) и'—почти всюду, 

п'еЛ' 

где 1/' : р1) —>• — непрерывные линейные опера-
торы. Тогда для любой / € (X) выполнено Нт Тп/{у) -

л-Ч)с пеА 
и Ну) и—почти всюду, где А — произвольная поднаправленпость тен-
зорного произведения направленностей {Т,(.}п'ея', Л - Л̂  х • • • х К^, 

= ¿1 р) м). 



Глава 2 посвянщна применению результатов, полученных в главе 
1, для некоторых классических систем приближения гармонического 
анализа, в частночти, для средних Фейера, Абеля-Пуассона, Марцип-
кепича, средних иитег'ральпых, а также для орто})екурсивного разло-
жения по системе брусов. Приводятся описания нсречислсипых мето-
дов разложения и установленных результатов. Приведем один из этих 
результатов: 

Теорема 2.2.2. Пусть / € L(log•̂  3„{х) - частичные 
суммы орторекурсивного разлоохепия по системе характеристиче-
ских функция брусов П-регулярпой системы с вложением 
2 — {Д„}„sN• Тогда 3„{х) сходятся к / почти всюду. 

В Главе 3 исслсдуегся суммируемость почти всюду средних Фейера 
на бсскопечно.мерном торе. Полученные утверждения также верны и 
для некоторых других методов суммирования. Результаты для боско-
нечпомерного случая опираются па результаты для конечномерного, в 
некотором смысле являясь их слсдствня.ми. Таким образом, при пере-
ходе к бесконечномерному случаю эффект заключается не в индиви-
дуальных свойствах семейств приближающих операторов на каждом 
сомножителе, а в свойствах, которыми обладают конечномерные нро-
изведеиия. В терминах теории ме1)ы результат здесь формулируется 
так: 

Теорема 3.2.1.Пусть к е N — пространства с мерой, 
— 1, для каэхдого к £ N задана нащшвленность операторов 

{Т^к}п>'еА''> переводящая р'^) в себя, каоюдая из которых имеет 
"пулевой" элемент, тогда 
а) если для любого р Е N и любой функции / € ЬЧ П X'', р'' 

к-М р 

паправлеппость 0 Т^/ сходится р''-почти всюду к / , то для 
\<к<р <;=! 

/ 00 00 \ 

любой функции ф Е V П А"*') 0 А'*^) направленность 
00 

® Т^кф сходится 0 р''-почти всюду к ф. 
1<к<<х 
б) если для любого р Е N и любой функции 
ф € Z/(log'•L)^''Ч П ) направленность 0 Т11кф сходится 

к=1 / 1<к<р 

10 



р 
¡.1 -почти всюду к / , то для любой функции 

it=i 
ОС / ОО ОС \ 

/ 6 П ¿(log^ Ly ( П Х*"', ¡.Ф паправлетюсть 0 T^kf сходит-
т-=1 к--=1 У l<fc<oo 

00 
ся 0 fi^-почти всюду к / . 

Заключение 
В диссертации разработана техника применения проективных тен-

зорных произведений для изучения сходимости почти всюду, получен 
результат, обобщающий классические теоремы о сходимости почти всю-
ду, применением которого к классическим системам разложений полу-
чен результат о сходимости почти всюду для промежуточного случая 
регулярности возрастания индекса суммирования. Было введено по-
нятие локально иитег1)ируемой функции па пространстве с мерой и 
получены результаты, аналогичные упомянуты.м выше. Найдены усло-
вия для суммирования почти всюду рядов Фурье на бесконечномерном 
торе и получена инернретация в терминах тензорных произведений. 

Полученные в диссертации результаты дают задел на последующие 
исследования в данной области. В частности, актуальным является во-
прос о неусиляемости накладываемых требований, ответ на который 
зависит от свойств пространства с мерой и заданной направленности 
операторов. Разработанные методы могут помочь в решении до сих пор 
не решенной задачи классического анализа — окончательном описании 
в терминах классов Орлнча функций, ряд Фур1л которых сходится 
почти всюду к разлагаемой функции. Кроме того, результаты могут 
найти применение также и в изучении сходимости кратных рядов Фу-
рье. 

Автор глубоко благодарен своему научному руководителю докто-
ру физико-математических наук, профессору Тарасу Павловичу Лу-
кашенко за постановку задач, плодотворные обсуждения и постоянное 
внимание к представленной работе. 
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