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Общая характеристика работы 

Актуальность темы исследования. 

В окружающем нас мире существует мпожество систем, чья динамика за-

висит ПС только от состояния системы в текущн15 момент, но и от состояния 

в предшествующие моменты времени — предыстории. Эта зависимость может 

быть обусловлена как переносом (вещества, информации, энергии) между раз-

личными взаимосвязанными частями системы, так и отложенным эффектом от 

пропаходящих в системе нзмененш'!. Многие системы, обладающие подобными 

свойствами, описываются с помощью дпфферепциатьных уравнений с откло-

няющимся аргументом. Различные термины, упот])ебляемые для обозначения 

таких уравнений (фупкциошшыю-дпфферешщальпые уравнения, уравнения с 

последействием, уравнения с запаздыванием, уравнения с гистерезисом и т. д.), 

отражают эволюцию в посвящеппых им исследованиях, имеющих давнюю исто-

рию. Интерес к этим исследованиям, начавшимся в XVIII веке и получившим 

мощное развитие в середине XX века, не утихает до сих пор. Обусловлен ои мно-

гочпслепнымн приложениями в технике [12], биологии [13][14], химии [15][16], 

экономике [171|18] и других прикладных областях. 

Данная работа посвящена задаче обращения для систем с последействием. 

Дадим для задачи обращения краткое концептуальное описание. Пусть неко-

торая система описывается оператором переводящим входной сигнал ^ в 

выходной сигнал у. Требуется по известным значениям выходного сигнала и 

априорной информации о системе (виде оператора, форме п свойствах вход-

ного сигнала и т. д.) восстановить пепзвсстпый входной сигнал. Описываемая 

оператором Ичтц, система, осуществляющая обращение системы И'', пазывастся 

ипвсртоуом. При этом р;хзличают две близкие разновидности задачи обраще-

ния: общщаше слева и обращение справа. Отражающие их суть схемы приве-

дены иа рисунке 1. 
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Рис. 1: Обращение систем 

В задаче обращения сяе.ва требуется по 1)еалы1о измеряемым значениям 

выходного сигнала у получить оценку ^ входного снпньча Данная задача 

имеет множество приложений. Она возникает, например, при управлении с об-

наружением ¡юпсправпостей (fault detection control), когда воз1гикаюин1Я неис-

нравность может рассматриваться в качестве специального входного еипппта 

[19], который необходимо обнаруж)1ТЬ. В некотор)>1Х шгоритмах обеспечения 

защищенной передачи данных неизвестным входом моясет служить исходное 

сообщение, что сводит задачу его дешифровки к задаче обращения [20]. Еще 

одна область приложеини относится.к автоматизации производства. Зачастую 

требуется определение усилий, производимых автоматическими пиструкгсита.ми 

(например, режущих сил, сил сопротивления), непосредственное изме])е1ше ко-

торых затруднено или вовсе нево.зможно. Рассмотрение этих усилий в качсспю 

нензвествых входов системы позволяет свести их нзмсчюнис к задаче обраще-

ния системы. Поскольку нходнымн данными инвертора являются резул1.таты 

реальных измерений, негативное влняппе на качество которых оказывают мпо-

гочнсленныс факторы внешней С1)еды, важно, чтобы используемые алго[)нтмы 

об1)ащсш1я были робастны но отношсншо к погрешностям входного сигнала. 

Задача обращения справа состоит в онределешш входного воздействия ^ 

но желаемому выхо,ту системы у н ее математической модели. Можно ожидать, 

что подача полученного при обращении модели CHCTCMI)! В.ХОДНОГО снП1а.ча на 

вход реального обчюкта приведет к тому, что на выходе мы получим желаемый 

ciirniui у — у. Этот подход активно применяется при р(;н1енни задаче слеже-

ния [21], Из описания ясно, что Э(})(1)сктшиюсть данного метода существенно 

зависит от качества модели объекта, что приводит к необходимости построс-



ПИЯ пивертороп, устойчивых как к внешним возмущениям, так и к неточностям 

моделирования. При этом можно ожидать, что качество входного сигнала ин-

вертора — желаемого выхода у — будет достаточно высоким. 

По интервалу времени, иа котором нам доступсп измеряемый сигнал, за-

дачи об1)ащснпи можно разделить па ретроспективные и реального времени. В 

ретроспективных задачах измеряемый сигнал доступен за все время функцио-

нирования системы. В задачах реального времени мы знаем значения входного 

сигигьта лишь иа промежутке времени от начала эксперимента и до текущего мо-

мента. При этом и результат работы алгоритма обращения обычно необходимо 

получать в реальном времени. Ясно, что задачи реального времени предъявля-

ют более высокие требования к быстродействию инверторов. В данной работе 

рассматриваются Щ!С1ню такие задачи. 

Построение точного инвертора, обеспечивающего равенство 1ПоИл„„ = Ы 

(Пф,,, о И'' ^ Ы) и, следовательно, ф) (ф) = у{1)) для всех моментов 

времени 1, является чрезвычайно сложной задачей, налагающей весьма жесткие 

требования как на систему, так и иа алгоритм обращения. В реальных услови-

ях, характеризующихся неопределенностями, погрешностями моделирования и 

измерения, она и вовсе представляется неразрешимой. В то же время, для прак-

тических целей зачастую достаточно получить лишь оценку неизвестного сиг-

нала ф ) с устраивающей нас точностью. Именно таковы оценки, получаемые 

с по.мощью рассматриваемых в данной работе алгоритмов. 

Задача обращения относится к числу обратных задач динамики управля-

емых систем. Как и многие обратные ззудачи, она не является корректной по 

Адамару: не всегда по заданному выходному сигисьту входной сигнал может 

быть восстановлен единственным образом, даже ослп мы )1е будем различать 

сигналы, 1)азиость котор},1х укладывается в пределы интересующей пас иогреш-

ность. По этой причине немаловажно выделить условия, обеспечивающие раз-

решимость задачи обращения. Классическое условие устойчивости нулевой ди-

намики системы, рассматриваемое в большинстве работ, посвященных задаче 



обращения, в работе удастся заменять горгиздо менее ограничительным услови-

ем огранпченностн входных и выходных сигналов. 

Основным объектом исслодовання в данной работе являются управляемые 

системы, оннсывасмыс Л1нкч1нымн снстсмами дифференциальных уравнений с 

коночным числом сосредоточенных запаздываний вида 

х = ¿ Л,х{1 - т.) -Ь Е - п), 
¿=0 ¿=-0 

(-о 

где х{1.) 6 К" - фазовый вектор системы, у{1) € К' - измеряемый выход си-

стемы, € К'" - неизвестный вход, у1,', ¿?,;, С, 1Г Д - постоянные извсстныс 

матрицы соответствующих разме1)Ностсй, г; - постоянные запаздывания. 

Как н для систем, описываемых обыкновенными днфференцшьтьными урав-

нениями, нзученнс инверторов для которых 11ач;ьтось еще в бО-е годы XX ве-

ка, для систем с заназдыванне.м задача обращения по-прежнему остается акту-

гинлюй, о чем свидетельствуют посвященные ей многочисленные работы (см., 

¡¡апример, [22-25]). При этом существенный теоретически!! п нрактнчсскнй ин-

терес [цк'дставляет нолученне робастных алгорнт.мов об1)ащеш1Я ц расшн1)еш1е 

области их применимости на новые классы систем. 

Цель дпссертащюипой работы. Целью днссертацнонно!! ])аботы явля-

ется р!13{)аботка новых ¡ин оритмов обращения для ра:щнчных классов управляе-

М1ЛХ динамических систем, описываемых фуикциоиальио-дифферсицыильиыми 

ураииеииями. 

Для достижения иамочеиио!! цели были поставлены и решены следующие 

задачи; 

1. Задача нахождения новых достаточных условий обратимости динамиче-

ских систе.м, 

2. Задача построения каиоиичсско!! формы с выдслепнем нулевой динамики 

для систем с запаздыванием. 



3. Згцдача восстаповлсипя ограниченного решения для систем ОДУ, ФДУ, 

разностных уравнений, неустойчивых ОДУ. 

4. Задача получения алгоритмов обращения для различных классов систем 

с запаздыванием. 

Научная новизна. В диссертацношюй работе были получены следующие 

новые результаты: 

1. Для различных классов дшгампческнх систем (как с запаздыванием, так 

и без) были получены новые достаточные условия обратимости, являющи-

еся менее ограничительными, нежели известные ранее. 

2. Понятие канонической формы с выделением пулевой динамики, играющее 

важную роль в задаче об1)ащения динамических систем, было обобщено 

иа системы с соизмеримыми запаздываниями. Была устаиовлсиа связь 

между условиями приводимости к этой форме и иоиятием чистого отно-

сительного порядка, специфичного для систем с над кольцами. 

3. Для различных классов линейных ураппсиий б1>1лн получены методы вос-

стаповлепия ограниченных решений, что позволило во многих случаях 

отказаться от вссьма обременительного условия уннмодулярности матриц 

преобразований. 

4. Полученные результаты позволили обобщить разработанные ранее алго-

ритмы обращения для систем без запаздывания па системы с соизмери-

мыми запаздываниями. Выли иолучеиы новые условия обратимости и ал-

горитмы обращения. 

Теоретическая и практическая значимость. Работа иосит в основном 

теоретический характер. Результаты, изложенные п диссертации, могут быть ис-

пользованы для построения ачгоритмов обращения дипа.мичсских спстек!, опи-

сываемых фуикциоиалыю-диффереициальиыми уравнениями запаздывающ,его 



типа. Эти алгоритмы играют важную роль при решении задач слежения, управ-

ления в условиях неопределепиостп, управления с обнаружением ошибок. На 

практике алгоритмы обращения находят применение в робототехнике, обработ-

ке СИГ1ЩЛ0В, разработке измерительных приборов и других прикладных обла-

стях. 

Методология и методы исследования. В диссертации используются 

методы математической теории управления, теории обыкно1юпиых дифферен-

ци;с1Ы1Ых у})аппспий, теории уравнений с разрывной п[)авой частью, линейной 

•ин'ебры, коммутативной алгебры, теории разносных уравношЦ!, функцнонмь-

ного шкитза. 

Положения, выносимые па защиту. В днсссртацн011н011 работе полу-

чены следующие новые научные 1)сзультаты, которые выносятся на защиту: 

1. Получены нов1.1с достаточшлс условия обратимости динамических систем 

(описываемых как ОДУ, так и '1>ДУ). 

2. Построена каноническая форма с выделеипем нулевой диналшкн для си-

стем с соизмеримыми запаздываниями, получены условия нрнводнмостн 

к такой ((юрме н <гчго1)ИТМ нриведеппя к шй! управляемой системы. 

3. Получены методы восстановления ограниченного решения для систем ОДУ, 

<1)ДУ, разностных уравнений, в том числе и в случае, когда системы ис яв-

ляются устойчивыми. Описаны условия, н]Щ кото[)ЫХ 1!0сста1юв11ть огра-

ни чеиноо решеиие возможно. 

4. Получены алгоритмы обранщиня для различных классов систем с соизме-

римыми запаздываниями (скалярных, векторных систем, систем с неустой-

чивой нулевой дшшмико!!, систем с разлячшлм отпосптельпым порядком). 

Степень достоверности и апробация результатов. Достове1)11ость ¡)с-

зультатоп дашю!! работы обеспечивается строгостью матохштических доказа-

тельств и использованием апробпроваппых научных методов. 
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Основные результаты днссертацнн и отдельные ее части докладыва^тась н 

обсуждались па следующих конференциях и семинарах: 

1. международной научной кон(})ереицни студентов, аспирантов и молодых 

ученых "Ломоносов" в Московском государственном университете пменн 

М.В. Ломоносова. (Москва, 2013, 2017); 

2. конференции "Ломоносовские чтения" в Московском государственном уни-

верситете имени М.В. Ло.моносова. (Москва, 2016, 2017); 

3. российско-китайском научном семинаре "Нелинейная динамика и управ-

ления" (Москва, ВМК МГУ, 2014); 

4. Всероссийском совещании по проблемам управления "ВСПУ-2014" (Москва, 

2014); 

5. Международной копферепцнн "Идентификация систем и задачи управле-

ния" SIGPRO-2015 (Москва, ИПУ РАН, 2015); 

6. II Балтийском международном симпозиуме по прикладной и промышлен-

ной математике (Светлогорск. 2016); 

7. всероссийском пяучпом семинаре "Нелинейная динамика: качественный 

ашишз п управление" под руководством академика РАН C.B. Емельянова 

(Москва, МГУ, 2015-2017); 

8. научных семинарах кафедры нелинейных динамических систем и процес-

сов управления факультета вычнслнтелыюй математики и кибернетики 

МГУ имени М.В.,Г1о.\юносова (Москва, МГУ, 2013-2017). 

Публикации. Матершшы диссертации опубликованы в 11 печатных ])а-

ботах, из них 5 статей в рсцснзпруекнях журналах [1-5), 2 статьи в сборниках 

трудов конферешщй [6, 7] и 4 тезиса докладов [8-11]. 
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Личный вклад автора. Содержание диссертации и ос1ЮВ1п>10 полол<е-

иия, выносимые иа защиту, отражают персональный вклад автора в опубли-

коваит.ге работы, Подготовка к публикации получеиных результатов проводи-

лась совместно с соавторами, причем вклад диссертанта был определяющим. 

Все нрсдставлепныс в днсссртацнн результаты получены лично авто1юм. 

Структура и обт.ом днссертацпи. 

Дисссчшщия состоит из введения, обзора литературы, 3 глав, заключения 

и библиограс}яи1. Общий объем диссертации 119 страниц. Библиогра(})ия вклю-

чает 74 иаимсиовапий иа, 7 страницах. 

Во Бвсдоппи обосиоиывастся актуальность нсследоваит"!, проводимых в 

рамках дайной днссс1)тац1юи1ю11 работы, (1юрмули1)уются цели ¡¡аботы и оспов-

цые положения, выносимые иа защиту; обосновываются научная иовизиа, а так-

же теоретическая и практическая значимость представляемой работы. 

Обзор литературы содержит рс({)сратт;иое оннсаннс имеюнщхся резуль-

татов по тематике диссертации, приводятся ссылки иа ключевые работы и мо-

11ог1)а(1)11и, позволяющие составить предста1!лспие о текущем состоянии иссле-

дуемой области. 

В главе 1 рассматриваются условия обратимости для ¡¡азличиых классов 

систс.м. 

Параграф 1 содержит в себе неформальное описание рассматриваемой 

зачачн. Приведенные в вем рассуждения призваны мотивировать используемые 

в дальнейшем методы и понятия. 

В параграфе 2 вводятся некоторые понятия, кото[)ые будут испо-чьзо-

ваиы в далы1с(йисм, а также приводятся классические необходимые условия 

обратимости линейных систем, в том числе с зап.вдлвашюм. 

Параграф 3 содержит новое достаточное ус.110вие обратшюсти для ли-
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(0.1) 

пейных стациопарзгых мпогоспязных систем вида 

х = Ах + В^, 2;(0) == То, 

У = Сх, 

опирающееся на предположение об ограниченности входных и выходных сигна-

лов, являющееся естественным для приложений. Известны условия, при кото-

рых система (0.1) приводима к форме с выделением нулевой дпнампкн 

а- = .4пт + АиУ, 

Уп-1 = 2/r\, 

\ 

(0.2) 

i/Z 

•• Aoix + Л22У + Hrt 

Теорема 1. Пусть система (0.1) наб.!1юдаема и приводима к фор.ме с выде-

лением нулевой дшшмнкн (0.2), а спектр матрицы Лц, определяющей нулевую 

динамику системы, не содержит точек на мнимой осп. Тогда, еслп сигнал ф ) 

ограничен и y{t) ~ О начиная с некоторого момента времена to, то x{t) О и 

Ф) О при t +00. 

Следствие 1. В условиях теоремы 1 система (0.1) обратима. 

Параграф 4 содержит вспомогательную лемму, используемую в дальней-

шем для осуществления замен координат в системах над кольцами. 

Лемма 1. Полшюмиатьпая матрица T'{d) € дополняющая 

заданную полшюмиагн.ную матрицу C{d) е до киЕуфатной унимоду-

;1ярной, сущсстпуст тогда н только тогда, когда наибольший общий делитель 
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миноров максимального порядка I {I < п) матрицы С{с1) есть вещественное 

число. 

С ее помощью в параграфе 5 производится построение капоипчсской фор-

мы с выделением пулево15 динамики для систем с соизмсриыым1Г запаздывани-

ями. Рассматривается система вида 

а о 

y = i:Qxit-ir). 
(3-0 

(0.3) 

и ее ази ебраичсскос прсщставлепие 

З ; - У 1 ( Д ) Х - 1 - В ( Д ) Ф 

У - С ( Д ) Х . 

(0.4) 

Определение 3. Вектор г = (г1,...,г,п) определяет относительный век-

то1)пый порядок, если выполнены сле/ующпе условия; 

1. аП - О, с,ЛВ - О, . . . - О, Д о ДЛЯ всех г < т. 

- ( 1 с 1 , / / ф Д ) / 0 . 2. (1е1. 

В случае, когда (1е1//г(Д) С 1К\{0} (такие матрицы щюываются упшюдуляр-

пылш), т. е. матрица //г(Д) обратима, относительный порядок называется чи-

стым. 

Основной результат Г1а[)агра(})а содсржн гся в слсдачощсй тео]юме. 

Теорема 3. Пусть снстс.ма (0.4) об.ладает чистым векторны.м относител1>-
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иым порядком. Тогда она обратимым преобразопаппем приводима к впд}' 

X = Лца- + Ли!/, 

г)! == !/1 

Уп-1 = Ук> 

уТ = УТ. (0.5) 

= Л21Т + Л22У + Ягф 

На ооюве получеппоП капоппческой ({¡ормы в параграфе 6 полученное 

ранее в параграфе 3 достаточное условпе обратимости обобщается па случай 

систем функционально-дифференциальных уравнений. 

Теорема 5. Пусть система (0.3) квадратная, спектрал1)Н0 наблюдаема п 

приводима к виду (0.5), а спектр матрицы Лп(Д) не содержит точек па мнимой 

оси. Тогда, если управление ограниченно п таково, что у{1) н О при 1 > О̂: 

то х{1) 0. 

Следствие 2. В условиях теоремы 5 система (0.3) обратима. 

Результаты главы 1 были опубликованы п работах [2, 4], [9, 10]. 

Глава 2 посвящена непосредственному оппсашно алгоритмов обращений 

для динамических систем. 

Параграф 1 содержит уже известные результаты об алгоритме обраще-

ния с разрывным управлением для спстем без запаздывания. 

Параграф 2 содержит основные результаты по обращению векторных 

квадратных систем с запаздьшанпс.м. Приводятся алгоритмы построения пнвер-
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торов H указывается точность инвертирования. Рассматривается класс функций 

- {i(i) : i е 6'Н0,оо), \т\ < Î0, Ш ^ 6} . 

Предполагается, что система (0.4) приводима к форме с выделением нулевой 

динамики (0.5). Тогда можно рассмотреть сё управляемую модель (0.8), где 

u{t) — достушюс liai! управление, и разности можд>- компоиептами фазового 

вектора реальной системы и модели с^ = х,„ — х, Су = у,п — 2/. 

и = -QCj; - FSgnCy. 

т 

m - f j <r)dr. 
L-T 

X,n ЛцХт + ЛпУ, 
G -

0 

(0.6) 

(0.7) 

(0.8) 
^т Л21Х,п -I- ЛтгУ + Си, 

Осиовио!! результат соде[)Жится в слсд>чощей теореме. 

Теорема 9. Пусть система (0.4) является квадратной, приводима к виду 

(0.5) и обладает чистым векторным относительным порядком, асе нулевая дина-

мика асимнтотичсскн устойчива, неизвестны!! сигнал Ц/.) £ ПР Тогда в предно-

ложеннн о возможности точного вычисления производных' выходного сигнала у 

тше1)тор (О.С), (0.7), (0.8), даст оценку - для неизвестного сигнала 

((¿), которая с некоторого момента времени Г удовлетворяет оценке 

где Т — параметр фильтра (0.7), — оценка для из класса П', К > О — 

положительная константа, определяемая матрицей инвертора. 

В параграфе 3 полученный результат обобщается на случай гииервыход-

иых систем вида 
г Ли-т + Апу, 

{/ = Л21Х + Апу' + Щ, (0-9) 

г = С2\х -!- С22У-
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Оказывается, что в этом случае для обратимости системы достаточно спек-

тральной обиаруживаемости пары {С12; Ли}. 

Параграф 4 посвящен обращению нестрого физически реализуемых си-

стем вида 

' Г (0.10) 

1=0 1̂ 0 
Теорема 10. Пусть система (0.10) является квадратной, матрица В унп-

модуляриа, а иивариаитиыс изти! систе.мы лежат в левой полуплоскости. Тогда 

система (0.11), (0.12) решает за.дачу обращения системы (0.10). 

Хт^- Лх,п + ВО-Ь/ (0.11) 

(0.12) 

Огшсаш.1 условия, при которых случаи исвырождеииой и ироизволыюй матр!щ 

О сводятся к рассмотрсипому ранее случаю зчшмодуляриой матрицы П. 

В парагра(|)е 5 рассматривается случай неустойчивой нулевой динамики 

системы. Основной результат содержится в в следзчощей теореме. 

Теорема 12. Пусть система (0.4) спектрально наблюдаема и иригюдима к 

виду (0.5), входной сигнал ф ) б П', а спектр матрицы Ли(А) устойчив. Тогда 

существз'ст инвертор, позволяющий оценить искомый сигнал ^ с любой наперед 

заданной точностью, начиная с некоторого момента времени Г. 

Если же спектр матрицы Лц не содержит точек иа мнимой осп, инвер-

тор для системы существ.ует в дополнительном прсдположешш о возможности 

восстановления ограниченного решения уравнения (0.13), причем его точность 

определяется точностью, с которой может быть найдено ограипчешюе решение. 

.1'= ЛцТ + Лыу. (0.13) 

Рсз\'льтаты главы 2 были опубликованы в работах [3, 4, С, 7], [10]. 
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Глава 3 посвящена задаче восстановления ограниченного решения для 

различных классов линейных уравнений, возникающей при решении задачи об-

ращения. Оказывается, что априорной пифорыацпи об ограниченности реше-

ния уравнеппя зачастую достаточно для того, чтобы это решение восстановить 

(возможно, аспмнтотическп). Все рассмотренные задачи обладают определен-

ным сходством, по в то ж(; самое время сложность их решения существенно 

зависит от типа представленного уравнешш. 

Параг1)а<1> 1 посвящен слс,тующей задаче. Пусть для лниейной снстскнл 

вида 

i - Л х + Ьф í ^ O . (О.М) 

спектр матрицы Л лежит в правой полуплоскости С+ (т. с. спектр матрицы /I це-

ликом неустойчивый; такие матрицы в дальнейшем будем называть anmtiycmoü-

чгшыми). Пусть при t ^ О задана непрерывная функция ^(í), \ф)\ < ío- Тогда 

известно, 4T(j существует единственное ограниченная на полупрямо!! ({зуикцня 

ф{Ь), удовлетворяющая уравненшо (0.14). Задача состоит в поиске этой фуик-

Ц1ш. При этом могут рассматриваттюя два варианта постановки задачи; 

1. Решение в режиме реального времени, т. с. ф{1) строится на основании 

ипформащш о 6,{Т) при г £ [О, ф 

2. Поиск ф{t) после измсрсшш ^(í) при t € [0,-foo). 

В naparpacjjc обсуждаются вои1)осы существования и едииствениости тако-

го решения и его свойства. В частности, иоказано, что это решение ф{t) удовле-

творяет оценке 

il^lOlKC-iío, (0.15) 

где 6 4 — некото1)ая положительная копстат1та. Важное значение HKÍCOT следую-

щий результат. Рассмотрим скалярную систему 

x=^ax{T)+M (0-16) 
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Тсорома 15. Пусть функция задана на сегменте [¿о, П], к < ¿ь непре-

рывна и удовлетворяет условиям ^ ^у, {у > 0. Далее, пусть значение ху та-

ково, что на сегменте [1о, П] решение х{1) системы (0.16) с начальным условием 

ху удовлетворяет оценке (0.15). Тогда ((1) можно продолжить до функции ф ) , 

определенной н непрерывной па [/у, +оо) п удовлетворяющей тем же ограниче-

ниях!, так, что соответствующее решение задачи (0.16) с начальным условием 

хо ограничено. 

Из этой теоремы следует, что в общем случае решение рассх!атрпваемой за-

дачи в реальном врсменн невозможно без привлечения дополнительной пнфор-

мащш. Завершается параграф обсуждением возможных подходов к решеншо 

данной задачи па практике. При этом в качестве дополпнтелыюй информации 

может нспользопаться знание будущих значений правой части либо информа-

ция о се перподичностн. 

В парагра(}5е 2 а!!алогичиая задача рассматривается для линейного функ-

ционально-дифференцнздыюго уравнения запазд1.шающсго типа вида 

+ ¿ > 0 , (0.17) 

где А — соответствующий линейный разпостшый оператор, — состояние си-

стемы к моменту нремсни 1, т. е. элемент С{[1 - г^аг., 1], К"). Начальные условия 

задаются соотношением ху = ф{t), ф 6 С([-г„,„^., 0], К"). 

В начшю парагрп(})а кратко приводятся некотор1,!с определения и фак-

ты из функцнона-тыюго анализа и теории функцнонально-диффереицпальпых 

У1)авпеш1П, нспользуехняс в дальнейшем. Затем обсуждается вопрос существо-

вания и едипствснностн искомого ограниченного решения, показывается тес-

ная связь задачи его поиска с расс.мотрешюй ранее задачей для обыкновенных 

Д1Г(1)([)срспциал1>11ых уравнений. Основной результат содержится в следующей 

теореме. 

Тсорома 22. Пусть в системе (0.17) функция /{1) е ([¿у, +оо)) !! огра-

ничена константой /о, т. е. ||/(1)|| < /о, а собствсшнле значения системы (0.17) 



18 

не лежат на мнимой осн. Тогда у системы существует асимптотичсски сдин-

ствешюе ограниченное решение. 

В параграфе 3 вновь рассматривается задача восстановления ограничен-

ного решения, но теперь уже для линейного разностного уравнения вида 

п 
= ¿ > 0 (0.18) 

ыо 

в непрерывном вромсин. Показывается связь с аншюгичной задаче!) для раз-

ностного у1)авнення с днскретным временем, исследуются вопросы существова-

ния п единственности решения, обсуждаются его свойства. В частности, дока-

зывается следующая теорема. 

Теорема 23. Пусть функция ^(1) удовлетворяет ус;юви10 ^ 'г 

матрица Л антиустойчива, т. е, ее спектр лежит ыю сдшшчного круга. Тогда 

система (0.18) имеет едпиствешюс ограиичешюс рсшснпе. 

Приводятся некоторые подходы к решению задачи на практике. Заверша-

ется параграф сравнительным анализом всех трех рассмотренных звдлч. 

Результаты главы 3 были опубликованы в работгьх [1, 5],¡8, 11]. 

В Заключении 3 ¡цщводятся основные полученные резул1латы, подво-

дятся итоги проведенной рабоч'ы и опиылваются возмолч'иыс направления для 

дальнейших исследований. 

Автор выражает благодарность коллективу кафедры Нелинейных дина-

мических систем и процессов управления факультета ВМК МГУ имени М.В. 

Ломоносова за подде[)жку п предоставленпые ему благоприятные условия для 

работы. 

Особую благодарнос'п. автор выражает cвoe^!y научному руководителю 

профессору Александру Владимировичу Ильину за постановку задачи н ынн-
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