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Общая характеристика работы 

В настоящей работе исследуется ряд начатьно-краевых задач для сингу-
лярно возмущенных дифференциальных уравнений параболического типа 
с кратными корнями вырожденного уравнения. 

Актуальность темы. Нелинейные сингулярно возмущенные диффе-
ренциальные уравнения выступают в качестве математических моделей 
при моделировании процессов в химической кинетике, экологии, физике 
полупроводников, космической электродинамике, нейрофизиологии, зада-
чах тепло и массопсрепоса и в других областях. 

Любая математическая модель является приближенной, не адекватной 
полностью тому процессу, который она описывает. Конечно, при состав-
лении математической модели стремятся к тому, чтобы она отражала все 
наиболее существенные стороны процесса. Однако, с другой стороны, ма-
тематическая модель должна быть достаточно простой для исследования, 
должна давать возможность извлечь из нее доступными средствами необ-
ходимую информацию о процессе. Поэтому какие-то факторы, влияние ко-
торых на процесс представляется малым, неизбежно приходится не учи-
тывать, II они оказываются не представленными в математической модели 
процесса. 

Естественно поставить вопрос о роли этих неучтенных факторов: бу-
дет ли их влияние на ход процесса несущественным, или, напротив, учет 
этих факторов, хотя они и кажутся нам незначительными, может суще-
ственно изменить ту информацию о процессе, которую мы получаем из 
математической модели. Чтобы ответить на этот вопрос, нужно составить 
более сложную (расширенную) модель, учитывающую те малые факторы, 
которые в первоначальной (упрощенной) модели не были представлены, и 
затем исследовать вопрос о близости решений, полученных из упрощенной 
и расширенной модели. 

Учет отмеченных малых фактов приводит, как правило, к тому, что в 
расширенной модели по сравнению с первоначальной появляются дополни-
тельные члены с малыми множителями, которые и характеризуют малость 
этих факторов. Указанные малые множители называют малыми парамет-
рами. Если математическая модель представляет собой дифференциальное 



уравнение, то вопрос о влиянии малых парамет1)0в па исследуемый процесс 
сводится к нзуненпю зависимости решений дифференциальных уравнений 
от малых параметров. Члены уравнения, содержащие малые параметры, 
называются возмущением, исходное уравнение, не содержащее этих чле-
нов, - невозмущеипым, а расширенное уравнение - возмущенным уравне-
нием или у])авнением с возмущением. 

Задача, решение которой нельзя равномерно приблизить решением со-
ответствующей задачи без возмущения, называется сингулярно возмущен-
ной. 

К такому классу задач относятся диф(})еренциальные уравнения, со-
держащие малый параметр при старшей производной. Систематическое 
развитие теории сингулярных возмущений началось с классических работ 
А.Н. Тихонова [1НЗ|. Наиболее известными методами теории являются ме-
тод пограничных функций [^¡-[Э), метод Вентцеля - Крамерса- Брнллюэна 
(ВКБ) [10]-[12], метод сращивания (согласования) асимптотических разло-
жений (13)- [15], метод исследования релаксационных процессов [16], метод 
регуляризации сингулярных возмущений [17], [18]. 

Метод погршшчных функций для нелинейных уравнений был разрабо-
тан А.Б. Васильевой и получил дальнейшее развитие в работах ее учени-
ков п других авторов (см., например, [7], [19]-[27]). Он позволяет строить 
и обосновывать равномерные асимптотические разложения решений с по-
граничными и внутренними слоями в ряды по степеням малого параметра. 
Коэффициенты этих рядов зависят как от исходных, так и от растянутых 
(нограпслойпых) переменных. Для доказательства существования и обос-
нования асимптотики таких решений H.H. Нефедов предложил асимпто-
тический метод дифференциальных неравенств, основанный па теоремах 
сравнения для эллиптических и параболических задач и использующий 
предварительно построенную формальную асимптотику [28]. 

npeflCTaBHHChmn диссертация посвящена исследованию вопросов суще-
ствования и асимптотики классических решений нового класса сингулярно 
возмущенных задач - ди(|)ференциальных уравнений параболического ти-
па в случае (ранее не исследованном), когда вырожденное уравнение имеет 
кратный корень. 



Цель работы. Основные цели работы могут быть кратко сформули-
рованы следующим образом: 

1. Исследовать некоторые новые сингулярно возмущенные задачи пара-
болического типа: 

- начально-краевую задачу для сингулярно возмущенного парабо-
лического уравнения с двукратным корнем вырожденного урав-
нения в прямоугольной области, 

- начально-краевую задачу для сингулярно возмущенного парабо-
лического уравнения с двукратным корнем вырожденного урав-
нения в цилиндре, основанием которого является произвольная 
ограниченная двумерная область с достаточно гладкой грани-
цей, 

- начально-краевую задача для сингулярно возмущенного парабо-
лического уравнения с трехкратным корнем вырожденного урав-
нения в прямоугольной области, 

- начально-краевую задачу для сингулярно возмущенного парабо-
лического уравнения с трехкратным корнем вырожденного урав-
нения в цилиндре, основанием которого является произвольная 
ограниченная двумерная область с достаточно гладкой грани-
цей. 

2. Определить условия, при которых в рассматриваемых задачах суще-
ствуют решения погранслойного типа. 

3. Разработать новый алгоритм построения асимптотических разложе-
ний решений для рассматриваемых задач, поскольку известный ал-
горитм в случае простого корня вырожденного уравнения становится 
неприменимым. 

4. Доказать существование решений, обладающих построенной асимп-

тотикой. 

Основные результаты. 



1. Получены условия, при которых в рассматриваемых задачах суще-
ствуют решения пограислойгюго типа. 

2. Разработан новый алгоритм построения асимптотических разложе-
ний решений для рассматриваемых задач. 

3. Доказаны теоремы существования решений, обладающих носгроен-
ной асимптотикой, для каждой из рассмотренных задач. 

Методы исследования. В диссертационной работе применяется су-
щественно модифицированный метод пограничных фупкцпй для нелиней-
ных уравнений, предложенный А.Б. Васильевой (см., например, |5]-17], 
129]- |31|). Метод A.B. Васильевой нозволяег строить и обосновывать рав-
но.мерные асимптотические разложения решений с пограничными и внут-
1)енннми слоями в ряды по степеням малого параметра. Для доказательства 
существования peuieHufl с пограничными слоями применяется асимптоти-
ческий метод дифференциальных ие1)авенств, предложенный H.H. Нефе-
довым (см. [28]), который основан па теоремах сравнения для эллиптиче-
ских и параболических задач, использующий предварительно построенную 
форма-тьную асимптотику . 

Научная новизна. Настоящая работа посвящена развитию метода по-
граничных функций на некоторые (ранее не нзучспные) классы сингулярно 
возмущенных задач. Рассмотренные в диссертации сингулярно возмущен-
ные параболические начально-краевые задачи относятся к тому случаю, 
когда соответствующее вырожденное уравнение, иолучаюгцееся из исход-
ного уравнения, если положить Majibiii параметр равным нулю, имеет дву-
кратный или т{)схкратный корень. Это обстоятельство приводит к суще-
ственным отличиям в асимптотике нш-ранслойного классического решения 
задачи от случая простого корня вырожденного уравнения. В ходе пссле-
довання задач с кратными корнями иырождсшюго уравнения оказывается, 
что к.11ассический алгоритм A.B. Васильевой ([4], [7]) построения ногранс-
лойпой части асимптотики в случае нростогю корня вырожденного урав-
нения становится непригодным н требует принципиальной модификации. 
Основное содержание диссертации составляет разработка алгоритма по-
строения асимптотических разложений решений. 
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в отличие от ранее изученных задач нограннчные (¡¡упкцнн характе-
ризуются 1)азлнчиым ионедснно.м 1! трех зонах нотраннчното слоя, а но-
гранслойная иременная 11е[)еме1Н1ая имеет различные масштабы и разных 
зонах. Достоннстно нредложенного а,чгорнтма состоит и то.м, что он даст 
возможность построить нограннчные функции не раздельно но зона.м по-
граничного слоя (как это делается н нзвестно.м .методе сращивания асн.мн-
тотнчсскнх разложсшнй [15]), а единые нограннчные функции, пригодные 
во всех зонах пограничного слоя. 

Для каждой задачи доказана теорема существования решения с постро-
енной асн.мнтотнкой. Результаты но обоснованию получены нутс.м развития 
метода днф(1)срс1щналы1ых неравенств на задачи исследуемого тина. 

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит в ос-
новно.м теоретический характер. Развит .метод пограничных функций в 
нрн.менецнн к новому классу снцгуля1)но воз.мущснных дифференциаль-
ных уравнений, что позволит в дшчьнсйше.м расс.матрнвать более широкие 
классы задач. 

П1)едложен новый алгорнт.м ностросния шя'раничных функций, позво-
ляющий строить единые нограннчные функции, описывающие поведение 
решения во всех зонах пограничного слоя, что удобно для нрн.меиеиия юч-
горит.ма в прикладных задачах. 

Расс.матрнвае.мыс в днссертации типы уравнений описывают в частно-
сти физические, хи.мичсские и биологические процессы. Нанри.мср, в хн-
.мической кинетике расс.матрнвают систе.мы уравнений данного типа, оин-
сывающис хи.мические реакции с учето.м диф([)узии, в которых комноиеи-
ты иско.мой вектор-функций являются коицеитрация.ми реагирующих ве-
ществ, а .мючый иара.метр е - величиной, обратной константам скоростей 
быстрых реакций. 

Достоверность изложенных в работе ¡¡езультатов обеспечивается стро-
гостью .матс.матическнх доказательств и иснользованис.м апробированных 
научных методов. 

Личный вкл.яд автора. Основные результаты, включенные в диссер-
тацнонную работу н отраженные в сов.местиых публикациях с иаучиы.м 
руководителем, иолучеиы лично авторо.м. Постановка задач и аишчиз но-



лученных ренулш-нтон нроноднлнеь под руконодстном Н1К)с1)есеора В.Ф. Ву-
ту.юна. Огнонноо содерлчанно н [к'чультаты достаточно полно нчложены н 
5 печатных 1)аботах. 

Апробация работы. Содержание 1)ачлнчных ¡¡ачделон днсеертацнон-
но1'1 работы Н1)едстацлмло(ч. н ннде докладов на научш.ьх кон(1)е1)ен1и1ЯХ 
«.Чо.моносовекне чтения 2011» (МГУ, Москва, 2011), «Тн.хоновекне чте-
ния» (.МГУ, Москва, 201,1), «Международная конференция. Совре.менные 
нроблс.мы .математнческоО фнчнкн н вычнслнтелвной .мате.матнкн» (МГУ. 
Москва, 2010). Работа док.чадываласв н обсуждж'нкч, на научных се.\н111а-
1)ах Ярославеко1Ч) Государственното Уннверснтета н.м. П.Г. Де.мндова ([)>•-
ководн ге.чн се.мннара нро<1)ессора С.А. Кащенко, С.Д. Глычнн), (¡¡аку.н.те-
та В1.1чне.1Нтел1Я1оП .мате.матнкн н кибернетики МГУ н.м. М.В. .Ло.моносова 
(руководитель акаде.мнк РАН, нро(1)ессо1) Е.И. Моисеев), РУДН (|)уково-
днгель 111)о<1)ессор А..Л. СкубачевекнП), ка(1)едры мате.матнкн (¡ычнческо-
1'о фак.елыеча МГУ ([пжоводнгелн се.мннара Н1)офессора А.Б. Васильева, 
В.Л). Вутучов, И.И. 11е(1)едов). 

Публикации. По .матерн;ьча.м днссчдпацнн онублнковано 5 научных 
работ, нч кото1)ых О статьи в реценчн1)уе.мых жу1)1ньчах но перечню ВАК. 
Сннсок нублнкацнМ щннк'ден в конце днссергацнн. 

Структура и объем диссертации. Днссе[)тацнонная работа состо-
ит нч В1!едс'11ня, нятн глав, чаключення н сннска цнтнрус.моП лнте1)атуры. 
1!олн1,1П обьс.м днссертацнн составляет 100 ст1)аннц. Список лнтерату1)ы в 
днссер'тацнн включает 19 нан.менованнП. 

ОсиоБиое содс1)жа11ие работы 

Во Введении освещен крут вопросов, охваченных днсссртацнсП, оха-
рак'те1)нчованы актуальность н новнчна [¡аботы и нчложено се краткое со-
де1)жаннс. 

В Главе 1 н1)нведен обчо]) научных [¡абот, бличкнх к те.мс днссе1)та1нн1 
— носвящснных нсс.чедованню ])ен1еннн снн1уля]л10 ]юзмун1снных ,тнффс-
рснцнальных у1)авнсннП с К1)атны.мн ко1)нямн вы1)ожденното у1)авнення. 

Глава 2 посвящена нсследояанню нач.итыю-красвоО задачи для син-
туля1)но воз.мущенното нараболнческото уравнения с двукратны.м корне.м 
вьцюжденното уравнения в Н1)я.моуголыюй области. 



Рассматривается задача; 

e4ut-u,.)^f{u,x,t,e), ix,t) е D = {О < х < 1) х {Q < t <Т), (1) 

и(х,0,£)=и°(х), 0 < х < 1 , .(2) 

= 0 < f < T , (3) 

где е - малый положительный параметр. 
Исследуется вопрос о существованнп и асимптотике при малых е клас-

сического решения задачи (1) - (3) в прямоугольной области D, т.е. функ-
ции и{х,t,s)) € C^{D)nC^{D), которая в D удовлетворяет уравнению (1), 
а также начальному условию (2) и граничным условиям (3). 

Сформулируем условия, при которых рассматривается задача. 
Условие Ai-
Функция f{u,x,t,e) имеет вид 

/(и, т, t, е) = -h{x, t){u - ф , t)f + e/i(w, х, t, е), 

причем h{x, t) > О, (т, t) е D. Очевидно, что при условии Ai вырожденное 
уравнение f{u,x,t,0) = О имеет двукратный корень и = 

Условие Лз' 
Функции h{x,t), fi{u,x,t,e), и%х) являются достаточно гла,д-

кнми (для построения асимптотики п-го порядка п 4- 2 раза непрерывно 
дифференцируемыми), н для начальной функции и°{х) выполнены усло-
вия согласования начального и граничных условий 

иЦО) = - 0. 

Для построения асимптотики произвольного порядка потребуем, чтобы 
эти функции были бесконечно дифференцируемыми. 

Условие Лз. 

hix,t) := fi{ip{x,t),x,t,0) > О, ix,t) G D. 

Условие Л4. 

П"(х) := и\х) - ф , 0) > О, О < т < 1. 



в п. 2.2 при условиях Ai — A4 построено формальное асимптотическое 
разложение решения задачи (1) - (3). Формальная асимптотика п-го по-
рядка имеет вид: 

п 2п-2 _ 

и„{х, = t) + ni(x, г)) + e'f' ^ t) + Ш t))+ 
i=ü 1=0 

2n _ 

î O 

Здесь üi{x,t) - регуля1)ные члены аспмнтотикн; Ilj(x,r,£-) - погранич-
ные функции, онисьнзающне погрананойное поведение решения в окрестно-
сти начального момента времени t = О, они зависят от х и погранслойной 
переменной г = i/e^ ч имеют различный характер убывания с ростом по-
гранслойной переменной в трех зонах пограничного слоя: в первой зоне 
пограничного слоя, где О < г < е'"^, О < 7 < 1/2, функции ni( i , г) убы-
вают степенным образом, как О ( ^ ) , во второй (переходной) зоне, где 
£"">• < г < нропсходнт нзмснснне характера убывания н изменя-
ется масштаб нограноло(Цюй переменной, и, наконец, в третьей зоне, где 
г > возникает новая нограпслойная переменная т = уДт, и фупкцнп 
ü j убывают с ростом т экснопенцпалыю: П., ~ О ( v^exp ( -x f ) ) ; таким об-
разом, пограничный слой в окрестности начштыюго момента времени ока-
зывается трехзонным, что обусловлено кратностью корпя вырожденного 
уравнения II приводит к существенному изменению алгоритма построения 
функций ni(.T,T) по сравнению со случаем нросгого корпя вырожденного 
уравнения; t) и t) - пограничные функцин, описывающие поведе-
ние решения в окрестностях 1'раиичных точек а: = О н а; = 1, они зависят от 
иогранслоПных переменных б = х/е^ '̂* и ^ = (I — н являются зксно-
ненцналыго убывающими прн стремлении к бесконечности пограпслойных 
переменных ^ и т) и - угловые пограничные функции, слу-
жащие для описания погранслойного поведения решения в окрестностях 
угловых точек (0,0) н (1,0) области D. 

Известный алгоритм A.B. Васильевой ([4], [7]) построения погранслой-
ной части асимптотики в случае простого корня вырожденного уравне-
ния становится непригодным п требует нрннципналыюй модификации. В 
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первую очередь это относится к П-функциям, описывающим погранслой-
нос поведение решения в окрестности начального момента времени. 

Погранслойный ряд П(т, г, е) строится в виде 

П(х,г,е) = £ Л ( х , г ) . (4) 
1=0 

Уравнения для членов этого ряда извлекаются из равенства 

= + (5) 
от 

где П / имеет вид (вводим еще одну погранслойную переменную т = ^/ет 

гЬ) ' 

п / = и{й{х,г,е) + n{x,т,E),x,t,e) - f{й{x,t,e),x,t,e)]t^,y2f = 

(6) 

а начальные условия для функций П; следуют из равенства 

П(х,0,£) = и° (х) -й(х ,0 ,£ ) . 

При стандартном приравнивании коэффициентов при одинаковых сте-

пенях 

^ в разложениях левой и правой частей равенства (5) для главного 

члена По ряда (4) получается задача (х входит как параметр): 
г > 0 , (7) от 

По(л ,0) = П«(х). (8) 

Для того, чтобы решение этой задачи стремилось к нулю при г > со, 
необходимо потребовать неотрицательности начальной функции ПО(х). Это 
обеспечено условием Ai. Однако, при этом По(х,т) —> О при т —> оо как 
О . Это следует из легко получаемого явного выражения для По(х, г): 

Однако, как показывает исследование задачи (1) - (3), ее решение ве-

дет себя в пограничном слое более сложным образом, чем это описывает-

ся функцией (9). Степенное убывание абсолютных величин пограничных 
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функций имеет место только в первой зоне пограничного слоя, потом сле-
дует вторая (переходная) зона, в которой происходит изменение масштаба 
нограислойной переменной н характера убывапня пограничных функций, 
а затем (в третьей зоне) пограничные функции убывают экспоненциально, 
как схр(—ííf), где f = ^1тобы построить пограничные функции, опи-
сывающие поведение решения во всех зонах пограничного слоя, требуется 
изменить стандартные уравнения для IIQ И следующих членов ногранслой-
ного ряда. Уравнение для По нужно взять в виде : 

^ = + (10) 

т.е. нужно в правую часть уравнения (7) добавить член 
—2i/£/i(a;,0)t2i(a;,0)no, содержащийся в разложении правой части (6). 

Решение уравнения (10) с начальным условием (8) находится в явном 
виде: 

_ 2У?щ(х,0)11"(х)схр(-2у£щ(т,0)/>(т,0)г) 
2 ^ ü i ( x , 0 ) + no(T)( l -exp( -2v^ü , ( : r ,ü ) / i (T ,0) r ) ) ' ^ ' 

Анализ выр£оксния (И) подтверждает сказанное выше о пограничных 
функциях в данной задаче: в первой зоне пограничного слоя, т.е. при О < 
t < где О < 7 < 5 , ())ункцня По(х, г) убывает с ростом погранслойной 
неременной г степенным образом: По = О ( г Ь ) ' ''^тем с.чедует вторая (пе-
реходная) зона < Í < в которой происходит изменение масштаба 
погранслойной переменной и характера убывания функции Щ; и, наконец, 
в третьей зоне, т.с при < > погранслойная переменная имеет вид т - - j , 
а функция По убывает с ростом т экспопенциалыю. Достоинство функции 
По(х, г), которую мы определили как решение задачи (10) с начальным 
условием (6), состоит в том, что она оиисываст поведение решения во всех 
зонах пограничного слоя. 

Уравнения для функций П;(а:,г) получаются не стандартным способом 
(т.е. путем приравнивания коэффициентов при е^ в 1)азложен11ях левой и 
правой частей равенства), а с определенными модификациями стандарт-
ного способа. Прежде всего в правую часть уравнения для ПДх, г), левая 
часть которого равна iiapn/iy с членом -2h{x, 0)По(а;, т)П;, включается 
слагаемое —2д/£/г(а;,0)Й1(а;,0)П^, соответствующее слагаемому 
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-2х/ё/1(х,0)й1(а;,0)По, добавленному в уравнение (7) для По- Поэтому 
Пг(х, г), г = 1 ,2 , . . . определяется как решение задачи: 

^П' 
- ^ = -a(x,r ,E)I í i + щ{x,т,e), т > О, 
от 

П((х,0) = -й,(х,0) , 

где 
а(х, г, е) = 2/1(х, 0)(По(х, г) + 0)), 

а 7Гi выражаются рекуррснтно через функции г) с номерами к < i. 
При этом функции тгг формируются иначе, нежели при стандартном под-
ходе. В состав 7Г{(х, г, е) нужно включить те коэффициенты при в раз-
ложении П/ , оценка которых по модулю содержит не менее двух сомно-
жителей |Пь||Пп,|, /с + тп < г, /г < г, т < г, а также умноженные на 
v/ë коэффициенты при оценка которых содержит только один со-
множитель [П^!, А; < г, и после этого заменить г на >/£г. Кроме того, при 
г > 3 в состав щ нужно включить слагаемое уД^^т^, представлягцее собой 
умноженный на уД коэффициент при е Д в разложении слагаемого е^и^х-
Например, функция тгДх, г,е) при таком подходе имеет вид 

7Г1(х, т, г) = ^/i(-2/l(x, 0)Й2(х, 0)По(х, г, е) + ПоЛ), 

поскольку выражение в круглых скобках имеет порядок 0{По), в то время 
как при стандартном подходе л-1(х,г,£:) = 0. 

Указанная процедура формирования функций щ{х, г, г) позволяет по-
лучить единообразную оценку пограничных функций ПДх, г) и их произ-
водных ^^'•{х, т), г = 0 ,1 ,2 , . . . : 

| П ; ( Х , Т ) | < С П Д Х , Т ) , 3x2 

где функция Пх(х, г) имеет вид 

(х,г) <сПДх ,т ) , 0 < х < 1 , т > 0 . 

, , 2у/^Й1(х,0)П°(х)ехр(-у/^хг) 
11x12,, т) 0) П0(х)(1 - ехр(-2^/ЕЙ1(х, 0)/г(х, 0)г))' 

X - положительное число, меньшее 2Й1(х, 0)/г(х,0). 
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Претерпевает также существенное изменение стандартный алгоритм 
построения угловых погранслойпых Р-функцнй [29)-[31J. 

В п.2.3 доказана теорема сущеегвования классического решения с по-
строенным асимптотическим разложением. 

Теорема 1. Если выполнены условия Ах — А^, то;щя достаточно малых 
е задача (1)-(3) имеет решение u{x,t,£), lyia которого функция {/„(т, i,e) 
является асимптотическим приближением с точностью порядка О > 
т.е. для любого целого п > О с11раве;ртипо равенство 

u{x,t,£) = U„{x,t,£) -Ю (е"^) , {x,t) € D. 

Доказательство теоремы проведено с помощью асимптотического мето-
да дифференциальных неравенств. 

Данная задача была рассмотрена в работе [32]. 
В Главе 3 рассматривается начально-краевая задача для сингулярно 

возмунщиного параболического уравнения с двукратным корнем вырож-
денного уравнения в цилиндре, основанием которого является произволь-
ная ограниченная двумерная область д с достаточно гладкой границей дд: 

£Цщ-Аи)=^/{и,х,у,1,£), {x,y,t)GD = gx{0<t<T), (12) 

U |i=o=""(a;,y), {х,у)ед, (13) 

{x,y,t)e{dgx{0<t<T)}, (14) 

где Д = ^ -t- ^ - оператор Лапласа, f(u,x,y,t,e) - достаточно гладкая 
функция, д - область на плоскости {х,у), ограниченная простой гладкой 
кривой дд, ^ - производная по направлению внутренней нормали к по-
верхности {дд X ( 0 < i < r ) } , e - малый положительный параметр. 

Задача рассматривается при условиях: 
Условие Вх. Функция f{u,x,y,t,e) имеет вид 

/ ( и , X, у, t, с) = -h{x, у, t){u - ф , у, t)f -f £fx{u, X, у, t, £), 

причем 
h{x,y,t)>{), ix,y,t)£D. 
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Условие Вг- Функции 1р{х,у,г), ¡1{и,Х,у,г,£), и°{х,у) явля-
ются достаточно гладкими (для построения асимптотики п-го порядка п-1-2 
раза непрерывно дифференцируемыми), и для начальной функции и°{х,у) 
выполнено условие согласования начального и граничного условий 

дур 
дп 

= 0. 
Оя 

Для построоння асимптотики произвольного порядка потребуем, чтобы 
эти функции были бесконечно дифференцируемыми. 

Условие Вз-

fi{x,y,t)-fi{(p{x,y,t),x,t,0)>0, ix,y,t)eD. 

Условие В4. 

П"(х, у) -.= vP{x, у) - ф , у, 0) > О, (х, у) 6 д. 

Для классического решения задачи (12) - (14) построена асимптоти-
ка Un{x,y,t,e) произвольного порядка точности, в процессе ее построения 
предложен модифицированный алгоритм построения пограничных функ-
ций, а затем проведено обоснование асимптотического приближения реше-
ния методом дифференциальных неравенств. 

Основной результат сформулирован в виде следующей теоремы. 
Теорема 2. Если выполнены условия Bi - Д4, то для достаточно ма-

лых е задача (12)-(14) имеет решение u{x,y,t,e), для которого функция 
U„{x,y,t,e) является асимптотическим приближением с точностью поряд-
ка О , т.е. для любого целого п > О справедливо равенство 

и ( х , у, t , е) = Unix, у, t,6) + 0 ( д ^ ^ ) , ( х , у, t ) € D. 

Как и в случае начально-краевой задачи в прямоугольной области, 
функция Un(x,y,t,E) представляет собой частичную сумму асимптотиче-
ского ряда и состоит из регулярной части и функций пограничного слоя; 

п 2г>-2 
Unix, y,t,e) = Yl У. i) + П;(х, у, т)) + е'^* J2 

i=o ¡=0 
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2п 

1 = 0 

здесь г = ^ и р = I - погранслойцыо переменные, (г, I) - локальные ко-
ординаты точки области д в окрестности границы дд, г - расстояние от 
точки до дд вдоль нормали к дд, I - переменная, определяющая положение 
точки на границе дд, при п = О функции Qi с отрицательными номерами 
считаются равными нулю. 

Данная задача была рассмотрена в работе [33]. 
В Главе 4 исследуется начально-краевая задача для сингулярно возму-

щенного параболического уравнения с трехкратным корнем вырожденного 
уравнения в прямоугольной области: 

= /(м,a:,í,£), ix,t) е О = {О < х < \) х {{)< 1 < Т), (15) 

и(х,0,е) =и''(а;), О < х < 1, (16) 

пД0,f,c) = мДl,f ,e) = 0, 0<1<Т, (17) 

где £ - малый положительный параметр. 
Задача рассмотрена при условиях: 
Условие Сь 
Функция }{и,х,Ь,е) имеет вид 

¡{и,х,1,е) = -11{х,1)(и - +б11{и,х,1,е), 

причем к{х, t) > О, (х, 1) е О. 
Условие Сг. 
Функции Н{х,Ь), ¡1{и,х,1,е), и^{х) являются достаточно глад-

кими (;ц1я построения асимитотики п-го порядка п + 2 раза непрерывно 
дифференцируемыми), и для иачсшыюй функции уР{х) выполнены усло-
вия согласования начального и граничных условий 

п«(0) = ц^(1) 0. 

Для построения асимптотики П1Х)изволыюго порядка потребуем, чтобы 
эти функции были бесконечно дифференцируемыми. 

Условие Сд. 
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л (Х, t):=fi{ф, t), X, t, 0) Ф О, (х, t) 6 D. 

Условие С4. 

[ < О, если fi{x,t) < 0. 

Для классического решения задачи (15) - (17) построена асимптотика 
Un(x,t,e) произвольного порядка точности, в ходе ее построения предло-
жен модифицированный алгоритм построения пограничных функций , а 
затем доказана теорема существования решения с построенной асимптоти-
кой. 

Основной результат: 
Теорема 3. Если выполнены условия Ci - С4, то для достаточно ма-

лых Е задача (15)-(17) имеет решение U{x,t,E), для которого функция 
U„{x,y,t,E) является асимптотическим приближением с точностью поряд-
ка О . т.е. для любого целого п > О справедливо равенство 

и{х, t, Е) = Unix, t , E ) + 0 ( e ' i ' ) , (х, t ) e D 

Функция U„{x,y,t,E) представляет собой частичную сумму асимптоти-
ческого ряда и состоит из регулярной части и функций пограничного слоя: 

Unix, t, Е) - ¿ t ) + II.(x, г)) + Е'/' 2 Е'/' (Q,:(e, t ) + М , о ) + 

!=0 
Г 1 - 1 

1=0 

здесь т = ^ = фз,^ = ^ - погранслойные переменные, а при п = О и 
п—\ функции с отрицательными номерами считаются равными нулю. 

При доказате;1Ьствс теоремы 3 использовался асимптотический метод 
дифференциальных неравенств. 

Дапна41 задача была рассмотрена в работе [34]. 
В Главе 5 исследуется начально-краевая задача ддя сингулярно возму-

щенного параболического уравнения с трехкратным корнем вырожденнохю 
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уравнения в цилиндре, основанием которого является произвольная огра-
ниченная двумерная область д с достаточно гладкой границей дд: 

e Ц щ - A u ) = f{u,x,y,t ,£), i x , y , t ) e D = g x { 0 < t < T ) , (18) 

{х,у)ед, (19) 

1^ = 0, {х,у,1)£{ддх{0<1<Т)}, (20) 

где Л = ^ + ^ - оператор Лапласа, /{и,х,у,1,£) - достаточно гладкая 
функция, д - об;тсть на плоскости {х,у), ограниченная простой гладкой 
кривой дд, - производная по направлению внутренней нормали к по-
верхности {дд X (О < t < 2')}, £ - кталый гголожительпый нарамстр. 

Задача рассматривается при условиях: 
Условие Дц 
Функция /(и, X, У, 1, Е) имеет вид 

/(гц д, у, 1, с) = - / í (x, у, ()(и - (д(х, у, + еДСи, х, у,е), 

причем к(х,у,1) > О, {х,у,1) € О. 
Условие В2-
Функции Ь(х,у,1), ¡р(х,у,Ь), ¡1{г1,х,у,1,£), и'^{х,у) являются достаточ-

но гладкими (для построения асимптотики тг-го порядка п + 2 раза непре-
рывно дифференцируемыми), и для начальной функции м°(х, у) выполнено 
условна согласования начального и граничных условий 

дп 

Условие Ох-

= 0. 
Од 

!1{х,у,г) /1{(р{х,у,1),х,у,г,0) Ф о, (x,y,f) е в. 

Условие Д). 

„н, , п, % / ч 1 > о, если /1(х ,у ,1)>0, П'̂  X, у) - и\х, у) - ф , у, о 7 ' г л ^ П - у) 
[ < О, если fl{x,У,t) < 0. 
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Для классического решения задачи (18) - (20) построена асимптотика 
Un{x,y,t,e) произвольного порядка точности, в ходе ее построения пред-
ложен модифицированный алгоритм построения пограничных функций , 
а затем доказана теорема существования решения с ностроенной асимпто-
тикой. 

Основной результат: 
Теорема 4. Если выполнены условия Di - Р4, то для достаточно ма-

лых е задача (18)-(20) имеет решение u{x,y,t,e), для которого функция 
Un{x,y,t,s) являетсл асимптотическим приближением с точностью поряд-
ка О ( е ^ ) . т.е. для любого целого п > О справедливо равенство 

и{х, у, t , е) = Unix, у, t , e ) + 0 ( е ^ ) , [х, t ) е D. 

Функция Un{x,y,t,e) представляет собой частичную сумму асимптоти-
ческого ряда п состоит из регулярной части и функций пограничного слоя: 

Unix, у, У' + У' + £ 
,•=0 i=o 

1 = 0 

здесь г, р,г,1- те же переменные, что и в асимптотике решения задачи (12) 
- (14), а при п = О и п = 1 функция с отрицательными номерами считаются 
равными нулю. 

При доказательстве теоремы 4 использовался асимптотический метод 
дифференциальных неравенств. 

Данная задача была рассмотрена в работе [33]. 

Заключение 

Основные результаты работы заключаются в следующем. 

1. Получены условия, при которых в сингулярно возмущенных задачах 
параболического тина с кратными корнями вырожденного уравнения 
существуют решения погранслойного тина. 
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2. Разработан алгоритм построения асимптотических разложений реше-
ний для рассматриваемых задач. 

Асимптотнческос разложение решения ведется по дробным степеням 
малого параметра, а не по целым степеням, как в случае простого 
корня Эти дробные степени и также масштабы нограпслойпых пере-
менных зависят от кратности корпя. 

Известный алгоритм А.Б. Васильевой ([4], [7J) построения погранс-
лойной части асимптотики в случае простого корня вырожденного 
уравнения становится непригодным и требует прпнцппиаль)1ой моди-
фикации. В первую очередь это отпоснтся к П-фупкцпям, описыва-
ющим погранслойное поведение решения в окрестности начального 
момента времени. Претерпевает также существенное изменение стан-
дартный алгоритм построения угловых нограпслойпых Р-(})ункцнй 
|29]-|31]. Как П-функции, так и Р-фупкцип, характеризуются раз-
личным поведением в Т1)ех зонах пограничного слоя, а погранслой-
ная временная переменная имеет рюные масштабы в разных зонах. 
В отличие от случая простого корня вырожденного уравнения эта-
лонной (оценочной) функцией для П-функций является теперь не 
ехр(—хг), где т - погранслойная перемешиш, а функция П,с(г), да-
ющая правильную оценку характера убывания П-функций в разных 
зонах. Достоинство предложенного алгоритма построения И- и Р-
функций состоит в том, что он дает возможность построить погра-
ничные функции не раздельно по зонам пограничного слоя (как это 
делается в известном методе сращивания асимптотических разложе-
ний (15J), а единые пограничные функции, пригодные во всех зонах 
пограничного слоя. 

3. Доказаны теоремы существования решений, обладающих построен-
ной асимптотикой, для каждой из рассмотренных задач. 

Обоснование построенной асимптотики проводится с помощью асимп-
тотического метода дифференцгпшьных неравенств, применение ко-
торого в сингулярно возмущенных задачах с кратными корнями вы-
рожденного уравнения имеет определенные особенности. В отличие 

19 



от случая простого корня пырождснносо ураппспия iii)ininiHniiuibiiyio 
роль U вопросах супщствовапня iioipaiicjioiliioi'o решения н построе-
ния его асимптотики играют малые члены порядка с, входящие в 
И1)авую часть уравнения (условия Ai,Di,Ci и Di). 

Работа иосит в основном теоретический характер. Развит метод иогра-
1ШЧИЫХ функций в ири.меиении к ново.му классу сингулярно возмущенных 
дн(1)(})срс1щиа.чы1ых у1)ависний, что позволит в дгьчыюйше.м расс.матривать 
более широкие классы задач. 

Дгиииюйши.м зтаио.м исследования сингулярно воз.мущсииых задач ука-
занного тина яв.чяется расс.мотреиие следующих задач: 

- сингулярно возмущенные нараболнчоские задачи с краевыми ус.юви-
я.ми Дирихле, 

- системы снигулярио возмущенных уравнений в частных производных, 
- исследование воироеов устойчивости решений и области их нритяже-

иня. 
Задачи, описанные в днссертацнн, были рассмотрены в работах [32]-

[30]. 
Автор выражает благода1)иость коллективу кафсдры.матс.матики Физи-

ческого факультета МГУ и.меии М. В. Ло.моносова за ирсдоставлеииыс е.му 
благоприятные условия для работы. 

Особую благода[)1юсть автор выражает свое.му научному руководите-
лю иро(1)сссору Валентину Федоровичу Бутугзову за постановку задачи и 
вни.мателыюе руководство нроцессо.м се исследования. 
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