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Общая характеристика работы 

Актуальность работы. Предметом исследования данной работы яв-
ляются ЛГ-функции и пространства Орлича в приложении к объектам 
различной природы: как дискретным, так и некоторым вопросам, свя-
занным с многообразиями. 

В последние десятилетия достаточное распространение получили 
аналитические методы изучения дискретных структур, в значительно{4 
степени в связи с прорывными работами Михаила Громова и других 
авторов по геометрической теории групп. В частности, одним из П1)и-
меров подобной деятельности может служить применение гармониче-
ского анализа для изучения аменабельности и свойства (Т) Каждана^. 
Также вопросы роста дискретных групп «на бесконечности» и нали-
чие неподвижных точек при непрерывном изометрическом аффинном 
действии группы па банаховом пространстве тесно связаны в контек-
сте гармонического анализа с одномерными когомологиями группы с 
коэффициентами в соответствующем банаховом модуле^. 

Таким образом, гармонический (в нашем случае Ф-гармопический) 
анализ на дискретных структурах, помимо своей собственной пробле-
матики, представляет интерес в силу близкого родства между данными 
структурами и традиционно геометрическими объектами и методами. 

В частности, дискретный аналог оператора Лапласа-де Рама связан 
с комбинаторной структурой симплициального комплекса, соответству-
ющего графу Кэли группы. В том смысле, что пе1)вые групповые ко-
гомологии в действительности могут рассматриваться как элементы из 

Bekka, P. de la Harpe, and A. Valette, Kazhdan's Property (T), Cambridge: 
Cambridge Univ. Press, 2008. 

^M. Puis, The first L^-cohomology of some finitely generated groups and p-harmonic 
functions, J. Funct. Anal. 237 (200G), no. 2, 391-401. 



пространства сопряжеппого симилицпалыюму комплексу графа Кэли. 
В связи с анализом на многообразиях также имеются важные при-

ложения. Де Рамом была предложена операция, позволяющая сглажи-
вать ди(1)ференциалы1ые с})ормы и элементы сопряженного формам про-
странства — потоки. Оказывается, что данная процедура имеет вполне 
г1роз1)ачный категорный смысл: операторы регуляризации задают мор-
физмы комплексов де Рама и удовлетворяют формуле гомотопии. На 
практике это даст нам возможность ограничиться подсчетом когомоло-
гий подкомплекса гладких форм. 

Ц е л ь р а б о т ы — развитие методов дискретного гармонического ана-
лиза в пространствах Орлича. А так же изучение операторов регуляри-
зации де Рама для дифференциальных форм в пространстве Орлича. 

Основные результаты: 

1. Распространяя утверждения, ранее установленные для лебеговых 
пространств, на пространства Орлича, получено описание первых 
¿^-когомологий групп с помощью пространства Ф-гармонических 
(])ункций. Доказана теорема о разложении функции с конечной 
Ф-эпсргией Дирихле и ряд утверладений о занулении первых 
¿'^-когомологий. 

2. Введено понятие Ф-лапласиапа и Ф-гармопичсских функций для 
бесконечных графов ограниченной степени и получены дискрет-
ные аналоги классических утверждени11 гармонического анализа, 
в частности: неравенство Гарпака, теорема единственности, теоре-
ма Гарнака о пределе монотонной последовательности гармониче-
ских функций и другие. 

3. Установлена справедливость теоремы о свойствах операторов ре-
гуляризации де Рама для случая пространств Орлича дифферен-



циальиых форм. В частности, показано, что операция регуляриза-
ции позволяет установить изоморфизм когомологий L^-комплекса 
де Рама и когомологий его подкомплекса гладких форм. 

Научная поапзпа. В диссертации получены результаты, распро-
страняющие теорию, построенную для лебеговых пространств, на слу-
чай пространств Орлича. 

В главе посвященной вопросам Ф-гармопического анализа и пред-
ставлению первых групповых когомологий с помощью пространства 
функций с конечной Ф-энергией Дирихле развиваютсят идеи предло-
женные в работах М. Пулса\ а также Ф. Мартена и А. Валлета^. 

Теорема о свойствах операторов регуляризации распространяет ре-
зультаты В. М. Гольдштейна, В. И. Кузьминова и И. А. Шведова, опуб-
ликованные в 1984 году^. 

Так же вводится понятие Ф-лапласиапа для бесконечных графов 
и устанавливаются основные свойства Ф-гармонических функций. Для 
случая р-гармонпческих функций аналогичные результаты содержатся 
в работе Холопайнена и Соарди''. 

Теоретическая и практическая ценность. В диссертационной 
работе развиваются методы дискретного гармонического анализа в про-
странствах Орлича, что является логичным обобщением теории гар-
монического и р-гармопического анализа. Описание первых когомоло-

'М. Puis, The first LP-cohomology of some finitely generated groups and p-Ziarmonic 
functions, J. Funct. Anal. 237 (200G), no. 2, 391-401. 

Martin and A. Valette, On the first LP-cohomology of discrete groups, Groups 
Geom. Dyn. 1 (2007), no. 1, 81-100. 

^V. M. Gol'dshtein, V. I. Kuz'minov, and I. A. Shvedov, A property of de Rharn 
regularization operators, Sibirsk. Mat. Zh. 25 (1984), no. 2, 104-111; 

-•l. Holopainen and P. M. Soardi, p-harmonic functions on graphs and mantfolds, 
Manuscrlpta mathcmatica 94.1 (1997), 95-110. 



rail групп с помощью гармонических функций развивает идеи теории 
Ходжа и позволяет с большой наглядностью проиллюстрировать связь 
первых групповых когомологий с комбинаторно-геометрическими свой-
ствами гра(1)а Кэли, соответствующего группе. 

Теорема о свойствах операторов регуляризации показывает, что дан-
ные опе1)аторы задают гомотопию L^-комплекса де Рама и его подком-
плекса, состоящего из гладких форм, что позволяет установить изомор-
физм L^-когомологий и L^-когомологий, взятых по гладким формам. 

Л и ч н ы й вклад соискателя. Результаты работ [1,3], включенные 
в диссертацию, получены автором единолично. Результаты статьи |2], 
касающиеся свойств операторов регуляризации де Рама, получены в 
неделимом соавторстве с научным руководителем Копыловым Я.А. 

Апробация работы. Результаты диссертации были представлены 
автором в ходе выступления па нескольких локальных и международ-
ных научных конференциях. В частности: 

- Мальцевские чтения (ИМ СО РАН, Новосибирск, 2013 г.), 
Ф-Hannonic Functions on Discrete Groups and First ¿^-Coliomology. 

- Knots, braids and automor])hism groups (ИМ CO PAH, Новоси-
бирск, 2014 г.), Orlicz Spaces and First Cohomology of Discrete Groups. 

- Дни геометрии в Новосибирске (ИМ СО РАН, Новосибирск, 2015 г.). 
Операторы регуляризации де Рама в пространствах Орлича диф-
ференциальных фюрм на римановых многообразиях. 

- Graphs and Groups, Spectra and Symmetries (ИМ CO PAH, Ново-
сибирск, 2016 г.), Ф-Harmonic Functions on Graphs. 

Также данные результаты докладывались на научных семинарах ИМ 
СО РАН: семинар отдела анализа и геометрии иод руководством акад. 



Ю.Г. Рсшетпяка; семинар лаборатории теории функций под руковод-
ством чл.-корр. РАН А.Ю.Веснипа, д.ф.-м.н. проф. А.Д.Медных и д.ф.-
м.н, проф. В.В.Асеева; семинар лаборатории прикладного анализа под 
руководством чл.-корр. РАН А.Ю.Веснипа. 

Публикации. По теме диссертации соискателем опубликовано 3 
статьи в научных журналах, соответствующих требованиям ВАК для 
публикации научных результатов кандидатских диссертаций. 

Структура и объем диссертации. Работа состоит из четырех 
глав, а также введения и заключения. Таким образом, диссертация 
включает в себя главу, содержащую предварительные понятия теории 
пространств Орлича, и три главы, посвященные изучению групп, гра-
фов и дифференциальных форм на многообразии. Так же работа снаб-
жена списком литературы. 

Содержание работы 

Во введении обоснована актуальность работы, приведено краткое со-
держание работы, сформулированы основные результаты. 

В первой главе мы приводим все необходимые сведения из теории 
Л''-с})ункции и пространств Орлича. 

Во второй главе мы обращаемся к гармоническому анализу на груп-
пах в его связи с первыми групповыми когомологиями. Подобного рода 
идеи хорошо известны из анализа на многообразиях, в теории Ходжа. 
При определении комплекса де Рама на римановом многообразии воз-
никают пары сопряженных операторов: дифференциал с!̂  и кодиффе-
ренциал 4+1-

Таким об1)азом, определена па])а операторов й'^'^бк из 
Епс1(П''(М)). Далее, можем ввести оператор Лапласа: 

А" = 5к+1с1''+ 6к. 



Элементы ядра данного оператора, как обычно, называют гармониче-
скими формами. Теорема Ходжа показывает, что гармонические формы 
однозначно представляют классы когомологий де Рама. 

Нам важен тот факт, что оператор Лапласа детерминирован лишь 
структурой цепного комплекса и может быть определен не только в слу-
чае комплекса де Рама. Рассматривая некоторый граф как 1-мерный 
конечный симплициальпый комплекс и построив соответствующий ему 
коцспиой комплекс, мы естественным образом можем определить опе-
ратор Лапласа, как это делается выше. В частности для пространства 
функций, заданных на вершинах графа, ои примет вид: 

Гармонические элементы, как уже было сказа1го, однозначно представ-
ляют классы когомологий, при этом они могут быть выделены в кого-
мологическом классе в соответствии с некоторым критерием минималь-
ности. Например, как минимизирующие функционал энергии Дирихле, 
определяемом в непрерывном случае соотношением 

J ( / ) = 1 Ф{\Утх, 

или же, следуя геометрической интуиции, как элемент ортогонального 
дополнения 1т иначе как точка минимизирующая расстояние от 1т с? 
до соответствующего класса когомологий, что опять же согласуется с 
теоремо!! о разложении Ходжа. 

Переходя к дискретным группам, мы можем естественным образом 
распространить на них приведенное выше определение оператора Ла-
пласа: 

айВ 
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где 5 — порождающее множество группы. 
Особенность данной ситуации состоит в том, что обычно рассмат-

риваемые когомологии групп имеют несколько иную природу, нежели 
симплициальные когомологии, упомянутые выше. Исследуемые в дан-
ной работе когомологии группы С с коэффициентами в топологическом 
С-модуле возникают в связи с тем, каким об1)азом группа действует иа 
этом модуле. В частности, в качестве 0-когомологий мы берем множе-
ство С-иивариаптных элементов. 

В пашей работе мы рассматриваем когомологии с коэффициентами в 
пространстве Орлича вещественнозначных функций, определенных на 
элементах группы. Нам требуется некоторым образом модифицировать 
определение лапласиана так, чтобы согласовать его с вводимой тополо-
гией пространств Орлича: 

Следующая теорема показывает, что первые когомологии в действи-
тельности могут рассматриваться как элементы из пространства сопря-
женного симплициалыюму комплексу графа Кэли: 

Теорема 1. Предположим, что конечно порожденная группа О дей-
ствует свободно на счетном множестве X. Тогда 

Это дает нам возможность действовать по аналогии со случаем сим-
плициальных когомологий. В частности может быть установлен неко-
торый аналог разложения Ходжа: 



Теорема 2. Предполооким, что Ф — непрерывно дифференцируемая 
строго выпуклая М-функция, лежащая в Д2(0)ПУ2(0). Пгусть С — ко-
нечно порожденная группа, действующая на счетном множестве X. 
Тогда для любой функции / £ существует разложение 
/ = и + к, где и е " Л € НВ^{Х). Такое разлооюение 
единственно с точностью до элемента из . 

И как следствие получаем, что гармонические функции также уни-
кальным образом представляют когомологические классы: 

Следствие 3. Если действие группы G на X свободно, то простран-
ство Я (G, ¿"^{Х)) может быть естественным образом отождеств-
лено с пространством НD^(Х)/D^(Х)'^. 

Также в работе доказано следующее утверждение 

Теорема 4. Пусть Ф — N-функция из Д2(0) П V2(0), и пусть Г, G — 
бесконечные конечно порозюденные группы, причем G неаменабельна. 
Если G — нормальная подгруппа Г с бескопеч^тм централизатором 
Zr(G), то Н\г,е'^(г)) = 0. 

В третьей главе вводятся основные определения гармонического 
анализа на графах и устанавливаются их базовые свойства. Также до-
казываются дискретные аналоги теоремы единственности 

Теорема 5. Полооюим, f u g — Ф-гармонические функции на конечном 
MHOoicecmee S такие, что f\ds = g\as- Тогда f = д на S; 

неравенство Гарнака 
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Теорема 6. Пусть Ф и Ф — пара двойственных N-фупщай, и 
к: и и ди — Ф-супергармонйнеская па П функция. Тогда для 
каждого хЕ 1/ имеет место оценка 

тах/1(у) < [Ф'(Ф'(1)с1еЕ(а;)) + 1]/1(х); 
у~х 

п теоремы Гарпака о пределе монотонной последовательности гармони-
ческих функций 

Теорема 7. Пусть — возрастающая последовательность конеч-
ных связных подмножеств V, и пусть 1/ = Пусть {1н} - воз-
растающая последовательность функций на П и дП. Тогда, если — 
Ф-гармоническая (или ^-супергармоническая) па каждом Si, то или 
Ы{х) 00 для всех х Е П, или Ы{х) к{х) для всех х Е и и 1г-
Ф-гармоническая (соответственно Ф-супергармоническая) на 1/. 

В том случае, когда рассматриваемый граф является графом Кэли 
некоторой группы, введенные здесь определения очевидным образом 
согласуются с конструкциями гармонического анализа на группах. 

Как уже было сказано выше, одним из подходов к определению гар-
монических функций является использования свойства минимальности 
таких объектов в некотором классе. Таким образом, под гармонически-
ми функциями мы понимаем функции, минимизирующие следующее 
обобщение функционала энергии Дирихле: 

хезу~х 
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Связь данного определения с введенным выше комбинаторным опре-
делением лапласиана 

выявляется в теореме 

Теорема 8. Пусть S CV - конечное множество. Равенство Дф / = О 
имеет место тогда и только тогда, когда f минимизирует р{д) на 
мнооюестве М/ = {</: 5 U Ö5 Е | glas = f\ds}-

В четвертой главе мы изучаем регуляризацию потоков па много-
образии. 

Понятие потока было введено де Рамом в его классической моно-
графии\ где он также определяет пару операторов i?£ и Ае, зависящих 
от последовательности положительных параметров е = " 
обладающих следующими свойствами: 
Теорема (1 ) Если Т - к-поток на М, то ЕеТ - к-поток, а Л^Т -
(fc _ 1)-поток и выполняется соотношение 

ПеТ-Т = dA,T + AedT. 

(2) Носители потоков R,T and А^Т леоюат в сколь угодно малой 
окрестности носителя виррГ при достаточно малом значении пара-
метров Si-

(3)ReT е и если Т € С°°, то А,Т 6 С°°. 
(4) Если все £i стремятся к нулю, то Я^Т Т, о Л^Т -> О о 

П'(М). 
1де Рам Ж . Дифференцируемые многообразия, М.; Издательство иностранной 

литературы, 1956 
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(5) Если Т обладает компактным носителем, лежащим в М, то 
НсТ Т 0 пространстве форм с компактным носителем на М. 

В анализе хорошо известна процедура сглаживания функций. Под-
бирая правильно определенную весовую функцию и усредняя с эти-
ми весами значения заданной функции в окрестности некоторой точки, 
мы можем добиться гладкости С°° в данной точке. В частности, та-
ким образом можно сгладить любую локально суммируемую функцию 
/ , выполнив её свертку с некоторой функцией (р £ С°°, обладающей 
компактным носителем: 

/(х) = I р{х-у)1{у)<1у. 

Де Рам использует данную идею для сглаживания дифференциаль-
ных форм и элементов сопряженного формам пространства — потоков. 
Вводимый им оператор 

П*-. 

сглаживает форму ш, выполняя свертку коэ(1)(}л1цпсптов даппо11 с1)ор-
мы с некоторой четной функцией / 6 С°°, обладающей компактным 
носителем. 

Естественным образом данный оператор ппдуцирует оператор регу-
ляризации К на потоках Т\ 

ПТ{ш) 

Данную операцию можно перенести па многообразия, локально опреде-
ляя операторы регуляризации. 
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Вслед за де Рамом В, М. Гольдштейп, В. И. Кузьмииов и И. А. Шве-
дов ^ рассматривали операторы де Рама R i iA иа пространствах диффе-
ренциальных форм LP(M,A''), интегрируемых по модулю в степени р 
на римановом многообразии М. В пашей работе мы распространяем 
данные идеи на пространства Орлича: 

Теорема 9. Пусть М - риманово многообразие. Сущеетвует после-
довательность операторов на пространстве потоков Т>'{М) 
таких, что 

(1) Оператор R^i) отобраэюает в та'ким обра-
зом, что 

\ш\ф<1 + ]-. 

(2) Оператор A(j) отобраоюает в таким об-
разом, что 

1И(о1|Ф < т; 

(3) R{i)UJ - гладкая форма; еслиш — гладкая форма, moA(i)u; - глад-
кая; 

(4) Если <1> — А^-регулярная функция, то R{i)U) ->• и> при i ос для 
всех сое 

Оператор А, о которым мы пока ничего не говорили, задает цепную 
гомотопию комплекса {n$(M),ci} и его подкомплекса, состоящего из 

'V. М. Gol'dshlein, V. I. Kuz'minov, and I. A. Shvedov.A property of de Rkam 
regularization operators,Sibirsk. Mat. Zh. 25 (1984), no. 2, 104-111 
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гладких форм {^^ф.ешооиХ^)'«^}: 

(М) П | (М) — ^ П1+'{М) • 

^ П 

таким образом, что выполняется соотношение гомотопии: 

- 1(1 = Л(i)d + 

Как следствие, поетроенпые операторы имеют вполне прозрачный ка-
тегорный смысл, что суммируется в дайной теореме: 

Теорема 10. Если Ф — это А2-регуляртя N-функция, то операторы 
Д определяют морфизм комплексов из {Пф(М),(1} о ,,„„„(/, 
а также имеет место изоморфизм Яф^етоипД^) - Яф(М). 
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