
Федеральное государственное автономное образовательное
учреждение высшего образования

«Национальный исследовательский университет
«Высшая школа экономики»

Факультет математики

На правах рукописи

Ляшик Андрей

О векторах Бете gl(2|1)-инвариантных
интегрируемых моделей

Резюме диссертации
на соискание ученой степени

кандидата математических наук

Научный руководитель:
Доктор физико-математических наук, профессор

Забродин Антон Владимирович

Москва — 2020



Введение
Квантовые интегрируемые модели - это особый класс физических мо-
делей. Эти модели описывают нетривиальные системы взаимодействую-
щих частиц и в то же время они могут быть изучены точно с помощью
математического аппарата. Они предлагают нам уникальную трениро-
вочную площадку для глубокого изучения нетривиальных физических
явлений в явном виде.

Широкий класс квантовых интегрируемых моделей связан с алгеб-
рами высоких рангов. Интегрируемые модели с симметриями высших
рангов появляются в физике конденсированного состояния, в частности,
в glm|n-инвариантных ХХХ спиновых цепочках Гейзенберга, в многоком-
понентных Бозе/Ферми-газах [25], и в исследованиях моделей холодных
атомов (модели Хаббарда [21], T − J модель [22, 23, 24]). Также спино-
вые цепочки высоких рангов интересны в контексте вычисления корре-
ляционных функций в N = 4 суперсимметричной теории Янга-Миллса
[10, 11].

Роль скалярного произведения векторов Бете чрезвычайно важна
при изучении корреляционных функций локальных операторов лежа-
щих в основе квантовых моделей [15, 17, 18]. Задачу вычисления форм-
факторов и корреляционных функций локальных операторов можно све-
сти к вычислению скалярных произведений векторов Бете [28, 29].

Изучение интегрируемых систем с симметрией высших рангов по-
прежнему является сложной задачей. До недавнего времени такие моде-
ли либо вообще не изучались, либо изучались в рамках различных упро-
щающих гипотез. Результаты, представленные в диссертации, являются
первыми в этом направлении.

В моей диссертации представлены результаты четырех статей, в ко-
торых я являюсь одним из соавторов. Статьи посвящены исследованию
векторов Бете и их скалярных произведений в квантовых интегрируемых
моделях с симметрией gl2|1-алгебры. Данное исследование представляет
собой развитие математического аппарата исследования корреляцион-
ных функций этих систем. Более конкретно, эта диссертация полностью
посвящена описанию векторов Бете и изучению их свойств.

Этот раздел содержит обзор результатов диссертации, где мы пред-
ставляем обобщение алгебраического анзаца Бете на случай gl2|1 инва-
риантных интегрируемых моделей и скалярных произведений векторов
Бете в этом случае.
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1 R-матричная структура
Наиболее фундаментальной структурой алгебраического анзаца Бете яв-
ляется R-матрица. В зависимости от точки зрения ее можно воспри-
нимать как матрицу рассеяния некоторого 2 → 2 процесса рассеяния
[1, 2, 3] или как набор структурных функций билинейной алгебры, за-
висящий от спектрального параметра [5, 4, 16]. Эта алгебра называется
RTT -алгеброй. Элементы алгебры могут быть упакованы в 3× 3 матри-
цу T (u), которая называется матрицей монодромии. R-матрица моделей,
базирующихся на gl(2|1), действует в тензорном произведении C2|1⊗C2|1,
где C2|1 - 3-мерное Z2-градуированное векторное пространство с градуи-
ровкой [1] = [2] = 0, [3] = 1:

R12(u, v) T1(u)T2(v) = T2(v)T1(u) R12(u, v). (1)

Здесь нижние индексы означают тензорный множитель, в котором дей-
ствует оператор. Здесь T1(u) = T (u) ⊗ 1 и T2(u) = 1 ⊗ T (u), а их эле-
менты действуют в некотором пространстве H, называемом физическим
пространством. Аргументы u, v матрицы монодромии называются спек-
тральными параметрами. Спектральный параметр – это комплексное
число. R - матрица, действующая в обоих пространствах. В нашей работе
мы используем R - матрицу, связанную с алгеброй gl2|1

R12(u) = u1 + c P12, (2)

где 1 является единичным оператором, c константа, а P12 является диф-
ференцированным оператором перестановки [7]. В gl(2|1) случае опера-
тор перестановки P12 имеет вид

P12 =
3∑

i,j=1

(−1)[j]eij ⊗ eji, (3)

где eij это элементарные матричные единицы(eij)ab = δiaδjab с суперсим-
метричной градуировкой

(1⊗ eij)(ekl ⊗ 1) = (−1)([i]+[j])([k]+[l])ekl ⊗ eij. (4)

R-матрица (2) удовлетворяет градуированному уравнению Янга-Бакстера

R12(u− v)R13(u− w)R23(v − w) = R23(v − w)R13(u− w)R12(u− v) (5)

написаному в тензорной произведении градуированых пространст C2|1⊗
C2|1 ⊗ C2|1.
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Умножим (1) на матрицу обратную R12(u, v) и возьмем след по про-
странству C2|1⊗C2|1. Используя свойство следа можно получить комму-
тационные соотношения

[t(u), t(v)] = 0, (6)

для трансфер матрицы

t(u) =
∑
i

(−1)[i]Tii(u). (7)

В силу уравнения (6) коэффициенты разложения ряда в некоторой
точке u0 трансфер матрицы t(u) =

∑
k(u− u0)kHk коммутируют

[Hn, Hm] = 0. (8)

Эти коэффициенты называются Гамильтонианами. Можно сказать, что
трансфер матрица является производящей функцией коммутирующих
гамильтонианов некоторой интегрируемой системы.

Таким образом, наличие R-матричной структуры влечет наличие в
системе большого числа законов сохранения и указывает на интегриру-
емость этой системы.

Чтобы использовать метод алгебраического анзаца Бете, помимо кван-
товой R-матричной структуры, необходимо существование специально-
го вектора |0〉 ∈ H, называемого вакуумом. Этот вектор должен иметь
несколько свойств

Tji(u)|0〉 = 0, with i < j

Tii(u)|0〉 = λi(u)|0〉,
(9)

где λi(u) - это некоторые функции, зависящие от конкретной квантовой
интегрируемой модели. Действие Tij(u) с i < j на вакуум |0〉 нетривиаль-
но. В квантовых интегрируемых моделях многократное действие верх-
нетреугольных элементов матрицы монодромии на |0〉 порождает базис
физического пространства H.

Обобщенная модель. В рамках нашей работы мы предполагаем, что
λi(u) являются произвольными функциональными параметрами, и мы
не налагаем никаких связей [17, 27, 18]. Это означает, что можно найти
конкретную квантово интегрируемую модель для любого конкретного
выбора λi(u).
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2 Спиновая цепочка в качестве базового при-
мера

В прошлом R-матричная структура была обнаружена в большом коли-
честве квантовых систем [22, 23, 24, 21, 25]. Обычно, найти R-матричную
структуру это очень нетривиальная задача. Один из самых простых при-
меров – спиновая цепь. Можно построить квантовую интегрируемую си-
стему индуктивно, используя общие свойства R-матрицы.

Для построения спиновой цепи мы используем рациональную R мат-
рицу (2). В этом случае матрица монодромии спиновой цепочки имеет
вид

T0(u) = R01(u− ξ1)R02(u− ξ2) . . . R0n(u− ξn). (10)

ЗдесьR0i это матрица, действующая нетривиально в пространстве V0⊗Vi,
а также тривиально в остальных пространствах Vj (with j 6= i). Матри-
ца монодромии действует в пространстве V0 ⊗ V1 ⊗ V2 ⊗ . . . ⊗ Vn. Это
пространство можно разделить на две части: физическое пространство
H = V1⊗V2⊗ . . .⊗Vn и вспомогательное пространство V0. Мы рассматри-
ваем матрицу монодромии как матрицу, действующую в 3-мерном вспо-
могательном пространстве с некоммутативными элементами, действую-
щими в физическом пространстве H. Параметры ξi называются неод-
нородностями. Матрица монодромии удовлетворяет RTT -соотношению
(1).

Модель, описываемая матрицей монодромии (10), называется неодно-
родной XXX спиновой цепочкой. Это наиболее типичный пример кванто-
вой интегрируемой модели с естественной квантовойR-матричной струк-
турой. Аналогичная модель существует для любой R-матрицы.

Можно положить все параметры ξi = 0. В этом случае модель ста-
новится однородной спиновой цепью. Для описания квантовой интегри-
руемой системы, полученной из этой матрицы монодромии, рассмотрим
один очень специальный гамильтониан в разложении трансфер матрицы
однородной спиновой цепочки.

H = (t(0))−1t′(0). (11)

Из (11) можно следует, что

H = c
∑
i

Pi,i+1. (12)

Этот гамильтониан представляет собой сумму операторов, каждый из
которых действует в двух соседних пространствах. Это свойство назы-
вается ультра-локальностью.
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В случае спиновой цепочки вакуумный вектор равен |0〉 = e
(1)
1 ⊗ . . .⊗

e
(n)
1 , где e(i)

1 это вектор (1, 0, 0)T из пространства C2|1. Согласно (9) ниж-
ние треугольные элементы матрицы монодромии уничтожают вакуум.
Этот вакуум является собственным вектором для диагональных элемен-
тов с собственными значениями

λ1(u) =
n∏

k=1

(u− ξk + c) ,

λi(u) =
n∏

k=1

(u− ξk) , i = 2, 3.

(13)

Матрица монодромии неоднородной XXX спиновой цепочки (10) удовле-
творяет всем необходимым свойствам для применения метода алгебраи-
ческого анзаца Бете.

3 Алгебраический анзац Бете для gl2

Рассмотрим, как работает алгебраический анзац Бете в самом простом
случае gl2 алгебры [16]. В этом случае матрица монодромии это 2 × 2
матрица

T (u) =

(
A(u) B(u)
C(u) D(u)

)
. (14)

Для применения алгебраического анзаца Бете нам нужен вектор |0〉 ∈ H,
называемый вакуумом. Вакуум должен обладать следующими свойства-
ми:

A(u)|0〉 = a(u)|0〉,
D(u)|0〉 = d(u)|0〉,
C(u)|0〉 = 0,

(15)

где a(u) и d(u) - собственные значения соответствующих операторов на
вакуумном векторе.

Для упрощения всех последующих выражений введем некоторые обо-
значения [20]. Черта над символом ū означает, что это множество пере-
менных ū = {u1, u2, . . . , un}.

Нижний индекс у множества ū означает, что один элемент из набора
исключен ūi = ū\{ui}. Если какая-то функция зависит от множества,
а не от переменной, то следует понимать, что это выражение является
произведением этой функции во всех элементах этого множества. Можно
также использовать это обоначения для функции, зависящей от двух
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наборов переменных. Например,

a(ū) =
∏
ui∈ū

a(ui), f(ū, v̄i) =
∏
uk∈ū

∏
vj∈v̄,j 6=i

f(uk, vj). (16)

Используя RTT -соотношения (1) с R-матрицей (2), можно показать, что

[Tij(u), Tij(v)] = 0. (17)

Таким образом, мы также можем расширить краткую запись на про-
изведение операторов

Tij(ū) = Tij(u1)Tij(u2) . . . Tij(un). (18)

В gl2 случае существует только один элемент матрицы монодромии,
действующий нетривиально на вакуум |0〉. Это верхний треугольный эле-
мент B(u). Можно ввести вектор Бете, связанный с множеством ū =
{u1, u2, . . . , un}

B(ū) = B (ū) |0〉 = B(u1)B(u2) . . . B(un)|0〉. (19)

В силу (17), вектор Бете симметричен по элементам множества ū.
Мы предполагаем, что вектор Бете может стать собственным вектором
трансфер матрицы t(u) = A(u) + D(u). Чтобы выяснить это, нам нуж-
ны коммутационные соотношения диагонального элемента с B(u). Эти
коммутационные соотношения следуют из RTT -отношения (1):

A(u)B(v) = f(v, u)B(v)A(u) + g(u, v)B(u)A(v),

D(u)B(v) = f(u, v)B(v)D(u) + g(v, u)B(u)D(v).
(20)

где
f(v, u) =

v − u+ c

v − u
, g(v, u) =

c

v − u
. (21)

Действие переноса матрицы t(u) = A(u) + D(u) на вектор Бете (19)
дает нам уравнение

t(z)B(ū) = τ(z|ū) B(ū) +
n∑

i=1

g(z, ui)Λi B(ūi ∪ {z}), (22)

где
τ(z|ū) = a(z)f(ū, z) + d(z)f(z, ū), (23)

и
Λi = a(ui)f(ūi, ui)− d(ui)f(ui, ūi). (24)

Если мы положим все Λi = 0 , то вектор Бете B(ū) станет собственным
вектором с собственным значением τ(z|ū) (23). Условия Λi = 0 называ-
ются системой уравнений Бете.

К сожалению, обобщенить эту схему на алгебры высоких рангов не
так просто.

6



4 gl2|1-инвариантный вектор Бете

В gl2|1-случае формула вектора Бете имеет существенно более сложный
вид. Она имеет форму [8]:

B(ū, v̄) =
∑ g(v̄I, ūI)

λ2(v̄II)λ2(ū)

f(ūI, ūII)g(v̄II, v̄I)h(ūI, ūI)

f(v̄, ū)
T13(ūI)T12(ūII)T23(v̄II)|0〉,

(25)
где Ti3(v̄) for i = 1, 2 является симметричной комбинацией элементов
матрицы

Ti3(v̄) =
Ti3(v1) . . . Ti3(vn)∏

l>m h(vl, vm)
, (26)

с
h(x, y) =

x− y + c

c
. (27)

Здесь наборы параметров Бете ū и v̄ разделены на два подмножества
ū⇒ {ūI, ūII} и v̄ ⇒ {v̄I, v̄II}, таких что #ūI = #v̄I. Сумма берется по всем
возможным разделам этого типа.

Отметим, что этот вектор Бете зависит от двух наборов переменных
ū, v̄. Все верхне-треугольные элементы матрицы монодромии участвуют
в построении вектора Бете. В отличии от gl2-случая он больше не яв-
ляется мономом по элементах матрицы монодромии, а коэффициенты
крайне нетривиальны. Количество слагаемых растет экспоненциально с
размерами множеств ū, v̄.

Наши работы содержат обобщение конструкции вектора Бете и его
свойств (таких свойств как свойство ко-произведения и рекуррентное
уравнение для векторов Бете), которые помогают применять алгебраи-
ческую схему анзаца Бете к моделям с gl2|1 супер-симметриями.

Мы доказываем, что действие всех элементов матрицы монодромии
Tij(z) на вектор Бете может быть представлен как линейная комбина-
ция векторов Бете с различными аргументами. Отдельная наша работа
посвящена формулам этого действия.

В частности, мы доказываем, что вектор Бете становится собствен-
ным вектором трансфер матрицы(7)

t(z) B(t̄) = τ(z|t̄) B(t̄), (28)

если параметры Бете удовлетворяют системе уравнений (эта система на-
зывается уравнениями Бете)

λ1(ui)

λ2(ui)
=
f(ui, ūi)

f(ūi, ui)
f(v̄, ui),

λ3(vj)

λ2(vj)
= f(vj, ū).

(29)
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с собственным значением

τ(z|t̄) = λ1(z)f(ū, z) + λ2(z)f(v̄, z)f(z, ū)− λ3(z)f(v̄, z). (30)

Этот результат доказывает, что схема алгебраических анзаца Бете
применима и к gl2|1 случаю.

5 Скалярное произведение векторов Бете
Чтобы определить скалярное произведение векторов Бете нам нужен
двойственный вектор Бете. Двойственный вектор Бете принадлежит двой-
ственному физическому пространству H∗. Мы предполагаем, что двой-
ственное физическое пространство H∗ содержит двойственный вакуум
〈0| (такой, что 〈0|0〉 = 1) со свойствами

〈0|Tij(u) = 0, with i < j

〈0|Tii(u) = λi(u)〈0|,
(31)

где функции λi те же, что и в (9). Тогда двойственный вектор Бете C(ū, v̄)
может быть получен из вектора Бете B(ū, v̄), используя антиморфизм Ψ
заданый свойствами

Ψ(AB) = (−1)[A][B]Ψ(B)Ψ(A),

Ψ(Tij(u)) = (−1)[i][j]+[i]Tji(u),

Ψ(|0〉) = 〈0|.
(32)

Двойственный вектор Бете

C(ū, v̄) = Ψ(B(ū, v̄)). (33)

Теперь мы можем определить скалярное произведение векторов Бете

S(ūC, v̄C|ūB, v̄B) = C(ūC, v̄C)B(ūB, v̄B). (34)

Применения антигоморфизм Ψ можно доказать, что скалярное про-
изведение является симметричным S(ūC, v̄C|ūB, v̄B) = S(ūB, v̄B|ūC, v̄C).

В нашей работе мы доказываем, что скалярное произведение векто-
ров Бете имеет следующий вид:

S(ūC, v̄C|ūB, v̄B) =
∑

r1(ūC

II )r1(ūB

I )r3(v̄C

II )r3(v̄B

I )f(ūC

I , ū
C

II )f(ūB

II , ū
B

I )g(v̄C

I , v̄
C

II )

g(v̄B

II , v̄
B

I )
f(v̄C

I , ū
C
I )f(v̄B

II , ū
B
II )

f(v̄C, ūC)f(v̄B, ūB)
Za−k,n(ūC

II , ū
B

II |v̄C

I , v̄
B

I ) Zk,b−n(ūB

I , ū
C

I |v̄B

II , v̄
C

II ),

(35)

8



где a = #ūC = #ūB, b = #v̄C = #v̄B, k = #ūC
I = #ūB

I и n = #v̄C
I = #v̄B

I .
Здесь сумма берется по всем разбиениям ūC ⇒ {ūC

I , ū
C
II }, ūB ⇒ {ūB

I , ū
B
II },

v̄C ⇒ {v̄C
I , v̄

C
II } и v̄B ⇒ {v̄B

I , v̄
B
II } с #ūC

I = #ūB
I и #v̄C

I = #v̄B
I .

Здесь мы используем обозначение

r1(z) =
λ1(z)

λ2(z)
, r3(z) =

λ3(z)

λ2(z)
. (36)

Функция Z(s̄|t̄) называется старшим коэффициентом. Мы получили
выражение для Za,b в виде определителя (a+ b)× (a+ b) матрицы

Za,b(t̄; x̄|s̄; ȳ) = h(w̄, t̄)∆a+b(w̄)∆′a(t̄)∆
′
b(ȳ) det

a+b
Jjk, (37)

где ∆′n(ū) и ∆n(v̄) определяются

∆′n(ū) =
n∏

j<k

g(uj, uk), ∆n(v̄) =
n∏

j>k

g(vj, vk). (38)

где w̄ = {x̄, s̄} и матрица Jjk определена

Jjk =
g(wj, tk)

h(wj, tk)
, k = 1, . . . , a;

Jj,k+a = g(wj, yk)
h(wj, x̄)

h(wj, t̄)
, k = 1, . . . , b;

j = 1, . . . , a+ b. (39)

Аналогичные виражения для старших коэффициентов были получены
в gl2 случае [14] явно в детерминантной форме и в gl3 случае [19] как
сумма по разбиениям.

Похожие формулы сумм для скалярного произведения ранее были
получена в gl2 [17] и в gl3 [9] случаях.

6 Норма собственного вектора
Мы доказываем, что норма собственного вектора трансфер матрицы (7)
имеет детерминантное представление. Для этого следует рассмотреть
предел uB

j → uC
j = uj, vC

j → vB
j = vj в скалярном произведении. Тогда

результат имеет вид

‖Ba,b(ū; v̄)‖2 = (−1)a+b

b∏
j=1

a∏
k=1

f(vj, uk)
a∏

j,k=1
j 6=k

f(uj, uk)
b∏

j,k=1
j 6=k

g(vj, vk) det
a+b
N̂ .

(40)
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Здесь N̂ - это блочная (a+ b)× (a+ b) матрица. Левый верхний блок

N̂jk = δjk

[
c
r′1(uk)

r1(uk)
+

a∑
`=1

2c2

u2
k` − c2

−
b∑

m=1

t(vm, uk)

]
− 2c2

u2
kj − c2

, j, k = 1, . . . , a,

(41)
где ukj = uk − uj, а r′1(uk) означает производную функции r1(u) в точке
u = uk. Также мы используем обозначение

t(x, y) =
c2

(x− y)(x− y + c)
. (42)

Правый нижний блок диагональный

N̂j+a,k+a = δjk

[
c
r′3(vk)

r3(vk)
+

a∑
`=1

t(vk, u`)

]
, j, k = 1, . . . , b, (43)

где r′3(vk) это означает производную функции r3(v) в точке v = vk. Вне-
диагональные блоки имею вид

N̂j,k+a = t(vk, uj), j = 1, . . . , a, k = 1, . . . , b, (44)

и
N̂j+a,k = −t(vj, uk), j = 1, . . . , b, k = 1, . . . , a. (45)

Легко связать определитель матрицы N̂ с Якобианом уравнений Бете.
А именно, пусть

Φj = log
( r1(uj)

f(v̄, uj)

a∏
k=1
k 6=j

f(uk, uj)

f(uj, uk)

)
, j = 1, . . . , a,

Φa+j = log

(
r3(vj)

f(vj, ū)

)
, j = 1, . . . , b.

(46)

Тогда уравнения Бете для множеств ū и v̄ принимают вид

Φj = 2πinj, j = 1, . . . , a+ b, (47)

где nj целые числа. Прямой расчет показывает, что

N̂j,k = c
∂Φj

∂uk
k = 1, . . . , a,

N̂j,a+k = c
∂Φj

∂vk
, k = 1, . . . , b,

j = 1, ..., a+ b. (48)
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Это утверждение обобщает формулу Годена в gl2 случае [26] и резуль-
тата Решетихина в gl3 случае [9].
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