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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü. Áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ ôèçèêè è òåõíèêè ïðèâîäèò ê
òàê íàçûâàåìûì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì, ò. å. óðàâíåíèÿì, ñîäåðæàùèì ìàëûé ïàðàìåòð â âèäå ìíîæèòåëÿ
ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Ñòðóêòóðà ðåøåíèé äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ
êëàññîâ òàêèõ çàäà÷ èçó÷åíà ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ðà-
áîòàõ À.Í. Òèõîíîâà, Ì.È. Âèøèêà, Ë.À. Ëþñòåðíèêà, À.Á. Âàñèëüåâîé,
Â.Ô. Áóòóçîâà, À.Ì. Èëüèíà, Í.Í. Íåôåäîâà è äðóãèõ àâòîðîâ (â ýòèõ
æå ïóáëèêàöèÿõ ïðèâîäèòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ). Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî äëÿ èõ ðåøåíèé õàðàêòåðíû ïîãðàíè÷íûå è âíóòðåííèå ñëîè; ïîñëåä-
íèå ñóòü óçêèå ó÷àñòêè îáëàñòè, â êîòîðûõ ðåøåíèå ÷ðåçâû÷àéíî áûñòðî
ìåíÿåòñÿ, à åãî ïðîèçâîäíûå íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ðàâíîìåðíî ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó.

Êðàòêî ïîÿñíèì ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ, íàïðèìåð, ïîãðàíè÷íûõ ñëî-
åâ. Ôîðìàëüíî ïîëàãàÿ ìàëûé ïàðàìåòð, ïðèñóòñòâóþùèé â óðàâíåíèè,
ε “ 0, ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå âûðîæäåííîå óðàâíåíèå, êîòîðîå èìååò
áîëåå íèçêèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì óðàâíå-
íèåì, ïîðÿäîê. Ïîýòîìó äëÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ òðåáóåòñÿ ìåíüøåå,
÷åì äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ÷èñëî ãðàíè÷íûõ/íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñ îä-
íîé ñòîðîíû, ïðè εÑ 0 ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ñõîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ âûðîæäåííîé çàäà÷è âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îíî äîëæíî òàêæå óäîâëåòâîðÿòü íåèñïîëüçîâàííûì â âûðîæ-
äåííîé çàäà÷å ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ
â îêðåñòíîñòè òî÷åê ãðàíèöû, ãäå çàäàíû ýòè óñëîâèÿ, ïîãðàíè÷íûõ ñëî-
åâ. Âíóòðåííèå æå ñëîè (ñì. Ðèñ. 1) ïîðîæäàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî îíè îïèñûâàþò ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ÷àñòíûìè
ðåøåíèÿìè âûðîæäåííîé çàäà÷è.

Òàêæå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òî÷íîñòü êëàññè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ, íå ó÷èòûâàþùèõ íàëè÷èå â çàäà÷å ìàëîãî ïàðàìåòðà, ìîæåò âåñü-
ìà ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ äàííîãî ïàðàìåòðà, ïîýòîìó äëÿ
äîñòèæåíèÿ õîðîøåé òî÷íîñòè ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñåòêè ñ âåñüìà
áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ, òåì áîëüøèì, ÷åì ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò
ýòîò ïàðàìåòð (ñì. Ðèñ. 1). Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ
çàäà÷ ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå, òàê íàçûâàåìûå ðîáàñòíûå ìåòîäû,
òî÷íîñòü êîòîðûõ íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ðèñ. 1: Ðåøåíèå ñ âíóòðåííèì ñëîåì: íèçêàÿ òî÷íîñòü âíóòðè ñëîÿ
íà ñòàíäàðòíîé êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå (ñëåâà); âûñîêàÿ òî÷íîñòü âî
âñåé îáëàñòè íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ âåñüìà áîëüøèì ÷èñëîì óç-
ëîâ (â öåíòðå); ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíîå ñãóùåíèå ñåòêè ïðèâîäèò ê
ñóùåñòâåííîé ýêîíîìèè ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû (ñïðàâà).

Âïåðâûå ðîáàñòíîñòü ñïåöèàëüíîé ñõåìû íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå áûëà
óñòàíîâëåíà À.Ì. Èëüèíûì1 äëÿ îäíîìåðíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííî-
ãî óðàâíåíèÿ òèïà êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Ïîäîáíûå ñïåöèàëüíûå ñõåìû,
ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå ìåòîäîâ ïîäãîíêè, áûëè ðàññìîòðåíû â ðÿäå ðàáîò;
ñì. ìîíîãðàôèþ Å. Äóëàíà, Äæ. Ìèëëåðà, Ó. Øèëäåðñà, ðàáîòû Ð.Á. Êåë-
ëîãà è À. Öçàíü è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä â
ðàìêàõ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå
áàçèñíûõ êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé; ñì., íàïðèìåð, ñì., íàïðè-
ìåð, ðàáîòû Ì. Ñòàéíçà è Å. Î'Ðèîðäàíà, à òàêæå áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû
Â. Äåðôëåðà. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó Ã.È. Øèøêèíà2, â êîòîðîé áûëî
äîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñõåìû òèïà ïîäãîíêè äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ áû ñõîäèëàñü ðàâíîìåðíî
ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå.

Ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðîáàñòíûõ ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷, çàêëþ÷àþùèéñÿ â èñïîëüçîâà-

1Èëüèí À.Ì. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàð-
øåé ïðîèçâîäíîé// Ìàòåì. çàìåòêè. 1969. Ò. 6. Ñ. 237�248.

2Øèøêèí Ã.È. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàáîëè÷å-
ñêèì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì// Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1989. T. 29. Ñ. 963�977.
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Ðèñ. 2: Ðåøåíèå ñ âíóòðåííèì ñëîåì (ñëåâà); ñåòêà, àíèçîòðîïíûì îá-
ðàçîì ñãóùàþùàÿñÿ â îáëàñòè âíóòðåííåãî ñëîÿ (ñïðàâà); ïðè ýòîì âû-
ñîêàÿ òî÷íîñòü âî âñåé îáëàñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè ÷èñëå óçëîâ, íåçàâè-
ñÿùåì îò ìàëîãî ïàðàìåòðà.

íèè ëîêàëüíî ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê, áûë âïåðâûå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí
Í. Ñ. Áàõâàëîâûì3. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îøèáêè èíòåðïîëÿöèè, äîñòàòî÷íî
î÷åâèäíî, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè îäèíàêîâî ñãóùàòü ñåòêó âî âñåé îáëà-
ñòè, â òî âðåìÿ êàê åå ñãóùåíèå ëèøü â îáëàñòÿõ ïîãðàíè÷íûõ è âíóò-
ðåííèõ ñëîåâ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ýêîíîìèè ÷èñëà óçëîâ ñåòêè (ñì.
Ðèñ. 1, ñïðàâà). Åñëè æå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå àíèçîòðîïíûå ñåò-
êè, ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî ñèëüíî ñïëþùåíû, òî âû-
ñîêàÿ òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè âî âñåé îáëàñòè ìîæåò äîñòèãàòüñÿ, äàæå
åñëè ÷èñëî óçëîâ ñåòêè íå çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà (ñì. Ðèñ. 2).

Â òî æå âðåìÿ, õîðîøàÿ òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè åùå íå ãàðàíòèðóþò
ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íà ñîîòâåòñâóþùèõ ñåòêàõ. Ïîñòðîåíèþ
ñïåöèàëüíûõ, ñãóùàþùèõñÿ â îáëàñòÿõ ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîåâ,
ñåòîê è èõ òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçììóùåííûõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòå-
ðàòóðà; ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Â.Á. Àíäðååâà, È.À. Áëàòîâà, Ð. Âóëàíîâè-
÷à, Å.Ñ. Ãàðòëàíäà, Â.Ä. Ëèñåéêèíà è Í.Í. ßíåíêî, à òàêæå ìîíîãðàôèþ
Ò. Ëèíñà è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó.

Â êîíòåêñòå æå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ, ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê ïîëó÷èëî äàëüíåé-
øèé èìïóëüñ áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ã. È. Øèøêèíà4, ïðåäëîæèâøåãî èñïîëü-

3Áàõâàëîâ Í.Ñ. Ê îïòèìèçàöèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ïðè íàëè÷èè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ//
Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1969. Ò. 9. N 4. Ñ. 841�859.

4Øèøêèí Ã. È. Ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè-
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çîâàòü ñïåöèàëüíûå êóñî÷íî-ðàâíîìåðíûå ñåòêè. Ðàâíîìåðíûå ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó îöåíêè îøèáêè ðåøåíèÿ íà ñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ
ñåòêàõ òèïà Áàõâàëîâà è Øèøêèíà áûëè óñòàíîâëåíû êàê ñàìèìè ýòè-
ìè àâòîðàìè, òàê è â ðÿäå ïîñëåäóþùèõ ðàáîò; ñì., íàïðèìåð, ïîäðîáíûé
îáçîð ëèòåðàòóðû â ìîíîãðàôèè Õ.-Ã. Ðîîñà, Ì. Ñòàéíçà è Ë. Òîáèñêè5.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðÿäà ñòðóêòóðèðîâàííûõ ëîêàëüíî àíèçîòðîïíûõ
ñåòêîê áûëî òåîðåòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íà-
äåæíûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ
÷èñåë ñòåïåíåé ñâîáîäû, íåçàâèñÿùèõ îò çíà÷åíèé ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Îò-
ìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñòðîåíèå òàêèõ ñåòîê òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî àñèì-
òîòè÷åñêîãî àíàëèçà èñõîäíîé çàäà÷è. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, àíàëîãè÷-
íûå ñåòêè ìîãóò ãåíåðèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ àäàïòèâíûõ
ïðîöåäóð. (Â ñàìîì ãðóáîì âàðèàíòå, íàïðèìåð, ãðàäèåíòû ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè àâòîìàòè÷åñêîé àäàïòàöèè ñåòêè.)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òåîðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ
ãåíåðàöèè ñåòîê, à òàêæå ïðè âûáîðå àäàïòàöèîííûõ êðèòåðèåâ, êàê ïðà-
âèëî, èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîñëåäíèå ñóòü òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè îøèáêè ÷åðåç ñà-
ìî ÷èñëåííîå ðåøåíèå è ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñåòêè, ò. å. ÷åðåç âåëè-
÷èíû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ áóäóò äîñòóïíû â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è. Íà÷àëî áóðíîìó ðàçâèòèþ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê áûëî ïîëîæåíî
íîâàòîðñêèìè ðàáîòàìè È. Áàáóøêè è Â. Ðåéíáîëòà.

×òî êàñàåòñÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çà-
äà÷, òî ê íèì òàêæå ïðåäúÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ðîáàñòíîñòè, ïîä êîòîðîé
â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ òî, ÷òî çàâèñèìîñòü îò ìàëîãî ïàðàìåòðà
â òàêèõ îöåíêàõ äîëæíà áûòü ïîêàçàíà ÿâíî, ïðè ýòîì ýôôåêòèâíîñòü
ýòèõ îöåíîê íå äîëæíà çàâèñåòü îò ìàëîñòè äàííîãî ïàðàìåòðà. Âïåð-
âûå ðîáàñòíûå àïîñòðåðèîðíûå îöåíêè áûëè ïîëó÷íû Ð. Ôåðôþðòîì6 äëÿ
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè, à â äàëüíåéøåì
áûëè èì îáîáùåíû äëÿ óðàâíåíèé êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Âàæíî ó÷èòû-
âàòü, ÷òî äàííûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæå-

÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åêàòåðèíáóðã: ÐÀÍ, ÓðÎ, 1992.
5Roos, H.-G., Stynes, M., Tobiska, L. Robust numerical methods for singularly perturbed di�erential

equations. Berlin: Springer, 2008.
6Verf�urth, R. Robust a posteriori error estimators for a singularly perturbed reaction-di�usion

equation// Numer. Math. 1998. V. 78. Pp. 479�493.
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íèè î ëîêàëüíîé êâàçèðîâíîìåðíîñòè ñåòêè (ñì. Ðèñ. 1, ñïðàâà), à òàêæå
â ýíåðãåòè÷åñêèõ íîðìàõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé íîðìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùåé, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíîé
(â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû) äëÿ òîãî, ÷òîáû îáíàðó-
æèòü áîëüøóþ îøèáêó â çîíàõ óçêèõ ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîåâ.
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íûõ ðîáàñò-
íûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê íà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ, íî â
íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, ÷òî è ñäåëàíî â �1 äèññåðòàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â ðàìêàõ ìåòî-
äà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷å-
ñòâà ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå, êàê ïðàâèëî, ñåòêè ïðåäïîëàãàþòñÿ ëîêàëü-
íî êâàçèðàâíîìåðíûìè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî òåîðåòè÷åñêèé àïïàðàò
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïëîõî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåñòðóêòóðèðî-
âàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê, è áîëüøèíñòâî êàê àïðèîðíûõ, òàê è àïî-
ñòåðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé íåïðèìåíèìû ê
ñëó÷àþ àíèçîòðîïíûõ ñåòêîê.

Íà àíèçîòðîïíûõ æå ñåòêàõ àïîñòåðèîðíûå îöåíêè áûëè óñòàíîâëåíû

â ðàáîòàõ Ã. Êóíåðòà è Ð. Ôåðôþðòà7. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå îöåíêè áû-
ëè ïîëó÷åíû, âî-ïåðâûõ, â ýíåðãåòè÷åñêèõ íîðìàõ, à âî-âòîðûõ, â íèõ ïðè-
ñóòñòâóþò òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ (matching functions).
Ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è, â îáùåì
ñëó÷àå, ìîãóò ïðèíèìàòü íåîãðàíè÷åííî áîëüøèå çíà÷åíèÿ íà ñèëüíî àíè-
çîòðîïíûõ ñåòêàõ (åñëè òîëüêî ñåòêà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî îðèåíòèðî-
âàííîé ïî îòíîøåíèþ ê ðåøåíèþ). Ïîëó÷åíèå æå ðîáàñòíûõ àïîñòåðèîð-
íûõ îöåíîê íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ, â êîòîðûõ ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ íå
ïðèñóòñòâóþò, ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëîñü. Ýòîìó âîïðîñó è ïîñâÿùåíû �2
è �3 äèññåðòàöèè, ãäå óêàçàííûå îöåíêè ïîëó÷åíû, ñîîòâåñòâåííî, â íîðìå
ìàêñèìóìà ìîäóëÿ è â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

×òî êàñàåòñÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, òî òàêèå îöåíêè áûëè ðàíåå ïîëó÷åíû ãëàâíûì
îáðàçîì äëÿ ðåãóëÿðíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷; â ñëó÷àå æå ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûõ óðàâíåíèé èçâåñòíûå îöåíêè íå ÿâëÿþòñÿ ðîáàñòíûìè, ïîñêîëüêó
â íèõ ïðèñóòñòâóþò íåæåëàòåëüíûå îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ìàëîãî ïàðà-

7Kunert, G., Verf�urth, R. Edge residuals dominate a posteriori error estimates for linear �nite element
methods on anisotropic triangular and tetrahedral meshes// Numer. Math. 2000. V. 86. Pp. 283�303.
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ìåòðà. Ïîëó÷åíèþ ðîáàñòíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê â íîðìå ìàêñèìóìà
ìîäóëÿ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíû ��4�5 äèññåð-
òàöèè. Ïðè ýòîì, íàø ïîäõîä ïðèìåíèì ê øèðîêîìó êëàññó âðåìåííûõ
äèñêðåòèçàöèé, è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê íîâûì ðåçóëüòàòàì
(èëè óïðîùàåò àíàëèç) è äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé.

Âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ àïðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè ÷èñëåííûõ ðåøå-
íèé äëÿ ñëó÷àÿ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ñóùåñòâó-
åò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî äàííîé òåìàòèêå, îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå æå, íàïðèìåð, ïîëó-
ëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé òèïà ðåàêöèè-äèôôóçèè,
êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ èõ ìîíîòîííîñòü; ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû È.À.
Áëàòîâà è È.Ï. Áîãëàåâà. Ïîä íåìîíîòîííûìè ïîëóëèíåéíûìè ýëëèïòè-
÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè áóäóò ïîíèìàòüñÿ óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ íåëèíåé-
íîñòü ïî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, ïîýòîìó òàêèå
óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé. Óðàâíåíèÿ äàííîãî òèïà ÷à-
ñòî âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ.

Îòìåòèì, ÷òî, â ñëó÷àå íåìîíîòîííûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâ-
íåíèé ñòàíäàðòíûé òåõíè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé ïðè ïîëó÷åíèè
àïðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè êàê äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ, òàê è äëÿ êîíå÷-
íîýëåìåíòíûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, íåïðèìåíèì. Ïîýòîìó ïðè èññëåäî-
âàíèè íåêîòîðûõ íåìîíîòîííûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðàáîòàõ Ê.Ì. Ä'Àííóíöèî, Ì. Ñòàéíçà è
Ã. Ñàíà áûë èñïîëüçîâàí ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïî-
ñòðîåíèè äèñêðåòíûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé. Äëÿ ñëó÷àÿ æå íåìîíî-
òîííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷-
íûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé, íî ïðè èññëåäîâàíèè
òî÷íîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, áûë ðàçâèò â ðàáîòàõ Í.Í. Íåôå-
äîâà8. Îáúåäèíåíèþ ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ
îöåíîê îøèáêè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé äëÿ íåìîíîòîííûõ ïîëóëèíåéíûõ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè è ïîñâÿùåíû �6 è �7.

Ïðè ýòîì �6 ïîñâÿùåí ñëó÷àþ ãëàäêîé îáëàñòè, à �7 � ñóùåñòâåííî
áîëåå ñëîæíîìó ñëó÷àþ âûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè. Â ïîñëåäíåì

8Íåôåäîâ Í.Í. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíòñâ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ ñèíãó-
ëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ ñ âíóòðåííûìè ñëîÿìè// Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1995. Ò. 31. Ñ. 1142�1149.
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ñëó÷àå îòêðûòûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ äàæå ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå òî÷-
íîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî
â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ïîñëåäíèé âîïðîñ áûë ðàññìîòðåí Â.Ô.
Áóòóçîâûì äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè. Ïîëóëèíåéíîå
æå óðàâíåíèå â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ È.Â.
Äåíèñîâà, íî ïðè âåñüìà ñåðüåçíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà äàííûå â óãëîâûõ
òî÷êàõ îáëàñòè. Â �7 äàííàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà, âî-ïåðâûõ, â áîëåå îá-
ùåé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè, à âî-âòîðûõ, ïðè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ è, â
íåêîòîðîì ñìûñëå, íåîáõîäèìûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î äàííûõ çàäà÷è â óã-
ëàõ îáëàñòè. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ ðîáàñòíûõ ïî
îòíîøåíèþ ê ìàëîìó ïàðàìåòðó ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàáîò â îá-
ëàñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé, íåêî-
òîðûå âàæíûå âîïðîñû îñòàþòñÿ íåðàññìîòðåííûìè. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷è-
òåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàçâèòèå òåîðåòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ðîáàñòíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ. Òàê-
æå ðàíåå íå áûëè ïîëó÷åíû ðîáàñòíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ñèí-
ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàêîíåö, ìàëîèçó÷åí-
íûì ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
äëÿ íåìîíîòîííûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé, â îñîáåííîñòè,
â ñëó÷àå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êî-
íå÷íîýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé íåêîòîðûõ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî
âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè. Ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ çàäà÷
õàðàêòåðíû ðåøåíèÿ ñ ðåçêèìè ïîãðàíè÷íûìè è âíóòðåííèìè ñëîÿìè,
îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî àíàëèçó àíèçîòðîïíûõ ñåòîê è îöåíêàì â íîð-
ìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Àâòîðîì óñòàíîâëåí ðÿä íîâûõ àïîñòåðèîðíûõ è
àïðèîðíûõ îöåíîê.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû íîâûå áîëåå ñèëü-
íûå è òî÷íûå îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-
íûõ çàäà÷, ðÿä èç êîòîðûõ óñèëèâàåò èçâåñòíûå îöåíêè è â ðåãóëÿðíîì
ñëó÷àå. Ïîëó÷åíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îêàçàëîñü âîçìîæíûì èñêëþ÷èòåëü-
íî áëàãîäàðÿ ðàçðàáîòàííîìó àâòîðîì íîâîìó òåîðåòè÷åñêîìó àïïàðàòó
ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ, à òàêæå ðàç-
âèòèþ àâòîðîì àïïàðàòà òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ íåìîíîòîííûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé
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â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïåðå÷èñëèì íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
1. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè â ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòÿõ óñòàíîâëåíû ÿâíûå
àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå íåâÿçîê â
íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ. Ïîñòî-
ÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è
ìàëîãî ïàðàìåòðà.

2. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ ïîëó÷åíû ÿâíûå àïî-
ñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäó-
ëÿ íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ. Ïîñòîÿííûå â ïîëó-
÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè, èõ àñïåêòíîãî
ñîîòíîøåíèÿ (ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè) è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïî-
ëó÷åííûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äàæå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà. Ïðåäñòàâëåííûé ïîäõîä îáîáùåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ
îöåíîê îøèáêè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

3. Äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî-
ëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ îøèáêè
ñîîòâåòñâóþùèõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðåíû âðåìåííûå ïîëóäèñ-
êðåòèçàöèè è ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûå ìåòîäû íà îñíîâå íåÿâíîãî ìåòîäà
Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà dGprq
ñ êâàäðàòóðîé Ðàäî.

4. Äëÿ íåìîíîòîííûõ ïîëóëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýëëèï-
òè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè â ãëàäêèõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíû
÷èñëåííûå ðåøåíèÿ íà ñãóùàþùèõñÿ â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ ñåòêàõ òèïà
Áàõâàëîâà è Øèøêèíà. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ è óñòàíîâëåí âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäè-
ìîñòè (ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì â ñëó÷àå ñåòêè Øèøêèíà) â ñå-
òî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ïðè
óñëîâèè ε ď Ch, ïðè ýòîì êàê ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íå ïðåâîñõîäèò
Ch´2.

5. Äëÿ íåìîíîòîííîãî ïîëóëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ýëëèï-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè â âûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëà-
ñòè ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå
ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè ïîñòðîåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî
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ðàçëîæåíèÿ.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêóþ íàïðàâëåííîñòü. Óñòàíîâëåííûå àïîñòåðèîð-
íûå îöåíêè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â àäàïòèâíûõ àëãîðèòìàõ ïîñòðîå-
íèÿ êàê ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ, òàê è àíèçîòðîïíûõ ñåòîê. Òåîðåòè-
÷åñêèé àïïàðàò, ïðåäëîæåííûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê íà
àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ, ìîæåò ïîëó÷èòü äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðè èññëå-
äîâàíèè áîëåå ñëîæíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè-
äèôôóçèè. Òåîðåòè÷åñêèé æå àïïàðàò ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôó-
çèè, ïðåäñòàâëåííûé â ãëàâå 3, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðàññìîòðåíèè
áîëåå ñëîæíûõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ äàííîãî òèïà.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Îòìåòèì, ÷òî âêëàä àâòîðà ÿâëÿëñÿ îïðåäå-
ëÿþùèì ïðè ïîëó÷åíèè âñåõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, âûíîñèìûõ íà çàùè-
òó. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â �2, �3 è �6, áûëè ïîëó÷åíû
è îïóáëèêîâàíû àâòîðîì áåç ñîàâòîðîâ [13, 16, 2]. Â îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ
ïàðàãðàôàõ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñîâìåñòíî ñ À. Äåìëî-
âûì [14], Ð.Á. Êåëëîããîì [5] è Ò. Ëèíñîì [9, 11, 15] (ïîñëåäíèé áûë ïðèâëå-
÷åí ê äàííûì èññëåäîâàíèÿì â ðàìêàõ ðàáîòû, ïîä ðóêîâîäñòâîì àâòîðà,
ïî ãðàíòó Science Foundation Ireland). Íåñêîëüêî ìåíåå çíà÷èòåëüíûå ðå-
çóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì êàê áåç ñîàâòîðîâ [3, 4, 12, 17],
òàê è ñîâìåñòíî ñ è åå ó÷åíèêàìè [7, 10, 6], à òàêæå ñ Ì. Ñòàéíçîì [1, 8].
×òî êàñàåòñÿ ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé, òî ëè÷íûé âêëàä àâòîðà äèññåðòà-
öèè çàêëþ÷àëñÿ êàê â ïîñòàíîâêå ðàññìîòðåííûõ çàäà÷, òàê è â ïîëó÷åíèè
êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòîâ óêàçàííûõ ðàáîò.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé, èçëîæåí-

íûõ â äèññåðòàöèè. Àïðîáàöèÿ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåð-
òàöèè ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì:

1. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå òåî-
ðåì è äîêàçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáîñíîâàíèé.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 17 ïóáëèêàöèÿõ â
æóðíàëàõ, âêëþ÷åííûõ â ñèñòåìû öèòèðîâàíèÿWeb of Science è Scopus,
[1�17]. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è èõ äîêàçàòåëüñòâà óñïåøíî
ïðîøëè àíîíèìíîå ðåöåíçèðîâàíèå, ïðåæäå ÷åì îíè áûëè îïóáëèêîâàíû
â ìåæäóíàðîäíûõ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ.

3. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû àâòîðîì è ïîëó÷èëè
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îäîáðåíèå ñïåöèàëèñòîâ íà ðÿäåìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé, âêëþ-
÷àÿ ñëåäóþùèå:

� Second International Conference �Multiscale methods and Large-scale
Scienti�c Computing�, Marchuk Institute of Numerical Mathematics of Russian
Academy of Sciences, Moscow, Russia, 2018 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

� International Conference BAIL 2018 �Boundary and Interior Layers�,
Glasgow, Scotland, UK, 2018

� �Adaptive Numerical Methods for Partial Di�erential Equations with
Applications�, Ban� International Research Station, Canada, 2018 (ïðèãëà-
øåííûé äîêëàä)

� 27th Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,
UK, 2017

� International Conference �Contemporary Problems of Mathematical Phy-
sics and Computational Mathematics� dedicated to the 110th anniversary of
academician A.N. Tikhonov, Moscow State University, Russia, 2016 (ïëåíàð-
íûé äîêëàä)

� International Conference BAIL 2016 �Boundary and Interior Layers�,
Beijing, China, 2016

� 2016 AARMS-CRM Workshop on �Numerical Analysis of Singularly
Perturbed Di�erential Equations�, Halifax, Canada, 2016 (ïëåíàðíûé äî-
êëàä)

� 6th Conference on �Numerical Analysis and Applications� NAA'16,
Lozenetz, Bulgaria, 2016 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

�MAFELAP 2016 �The Mathematics of Finite Elements and Applications�,
Brunel University, UK, 2016

� 13th Workshop on �Numerical Methods for Problems with Layer Phe-
nomena� dedicated to the 90th birthday of A.B. Vasil'eva, Moscow State
University, Russia, 2016

� International Workshop �Adaptive Algorithms for Computational PDEs�,
University of Birmingham, UK, 2016 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

� 26th Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,
UK, 2015

� International Conference BAIL 2014 �Boundary and Interior Layers�,
Charles University in Prague, Czech Republic, 2014 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

� Sixth Conference �Finite Di�erence Methods: Theory and Applications�,
Lozenetz, Bulgaria, 2014 (ïëåíàðíûé äîêëàä)
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� International Multidisciplinary Workshop MURPHYS-HSFS-2014, Wei-
erstrass Institute (WIAS), Berlin, Germany, 2014

� British Computational PDEs Colloquium: New Trends, International
Centre for Mathematical Sciences, Edinburgh, UK, 2014 (ïðèãëàøåííûé äî-
êëàä)

� International Workshop VMS2013 �Variational MultiScale and Stabilized
Finite Elements�, Barcelona, Spain, 2013

� 25th Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,
UK, 2013

�MAFELAP 2013 �The Mathematics of Finite Elements and Applications�,
Brunel University, UK, 2013

� Fifth Conference on �Numerical Analysis and Applications� NAA'12,
Lozenetz, Bulgaria, 2012 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

� International Conference FoCM'11 �Foundations of Computational Ma-
thematics�, Budapest, Hungary, 2011 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

� 24th Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,
UK, 2011

� International Conference BAIL 2010 �Boundary and Interior Layers:
Computational and Asymptotic Methods�, Zaragoza, Spain, 2010

� Fifth Conference �Finite Di�erence Methods: Theory and Applications�,
Lozenetz, Bulgaria, 2010 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

� 23rd Biennial Conference on Numerical Analysis, Strathclyde University,
UK, 2009

� International Conference �Contemporary Problems of Computational
Mathematics and Mathematical Physics� in memory of the academician A.A.
Samarskii, Moscow, Russia, 2009

� International Conference BAIL 2008 �Boundary and Interior Layers�,
Limerick, Ireland, 2008

� Fourth Conference on �Numerical Analysis and Applications� NAA'08,
Lozenetz, Bulgaria, 2008 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

� International Conference CMAM-3 �Computational Methods in Applied
Mathematics�, Minsk, Belarus, 2007.

� Second International Workshop on �Analysis and Numerical Approxima-
tion of Singular Problems� IWANASP'06, Karlovassi, Greece, 2006 (ïðèãëà-
øåííûé äîêëàä)
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� Fourth Conference on �Finite Di�erence Methods: Theory and Applica-
tions�, Lozenetz, Bulgaria, 2006 (ïëåíàðíûé äîêëàä)

� Conference �Tikhonov and Contemporary Mathematics�, Moscow, Russia,
2006.

� Workshop on �Adaptive Method, Theory and Application�, Peking Uni-
versity, Beijing, China, 2005 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä)

� 21st Biennial Conference on Numerical Analysis, Dundee, UK, 2005
� Conference MMA2005/CMAM2, Trakai, Lithuania, 2005
Ñîîòâåòñòâèå ïàñïîðòó ñïåöèàëüíîñòè. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà

òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó íåêîòîðûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ çàäà÷ è ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì, óêàçàííûì â
îïèñàíèè ñïåöèàëüíîñòè 01.01.07 � âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà:

� Ñîçäàíèå àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ àëãåáðû, àíàëèçà,
äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñòàòèñòèêè, òèïè÷íûõ äëÿ ïðèëîæåíèé ìàòåìàòè-
êè ê ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì íàóêè è òåõíèêè.

� Ðàçðàáîòêà òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, àíàëèç è îáîñíîâàíèå àëãî-
ðèòìîâ, âîïðîñû ïîâûøåíèÿ èõ ýôôåêòèâíîñòè.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ïðî-
ôåññîðó Â.Á. Àíäðååâó çà ìíîãîëåòíþþ ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå,
à òàêæå ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ïðè íàïèñàíèè äàííîé äèññåðòàöèè.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ è íóìåðàöèþ óòâåðæäåíèé èç òåêñòà
ðàáîòû.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ (îáùèì îáúåìîì 298 ñòð.)
ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà 7 ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ
è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 183 íàçâàíèÿ.

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû, îáñóæäàåòñÿ ñòå-
ïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè, ïðåäñòàâëåíû îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà è êðàòêîå
ñîäåðæàíèå ðàáîòû, à òàêæå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Ãëàâà 1, âêëþ÷àþùàÿ ��1�3, ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ÿâíûõ àïîñòå-
ðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî ïîëóëè-
íåéíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-
äèôôóçèè:
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Lu :“ ´ε2∆u` fpx, uq “ 0 â Ω, u “ 0 íà BΩ. (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 ă ε ď 1, à f íåïðåðûâíà â Ω ˆ R è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ fp¨, sq P L8pΩq ïðè ëþáîì s P R, à òàêæå îäíîñòîðîííå-
ìó óñëîâèþ Ëèïøèöà fpx, uq ´ fpx, vq ě Cf ru ´ vs ïðè ëþáûõ u ě v ñ
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Cf ě 0. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíå-
ãî óñëîâèÿ ñ Cf “ 0 óðàâíåíèÿ òèïà (1) â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü
ìîíîòîííûìè. Îáëàñòü Ω Ă Rn, n “ 2, 3, ÿâëÿåòñÿ, âîçìîæíî íåëèïøè-
öåâûì, ìíîãîóãîëüíèêîì èëè ìíîãîãðàííèêîì. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u P H1

0pΩq X CpΩ̄q; ñì. Ëåììó 1.1. Òàêæå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Cf ` ε

2 ě 1 (ïîñêîëüêó äåëåíèå íà Cf ` ε
2 íåìåäëåí-

íî ñâîäèò (1) ê äàííîìó ñëó÷àþ).
Ðàññìîòðåíû ñòàíäàðòíûå êîíå÷íîýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè çàäà-

÷è (1). Ïóñòü Sh Ă H1
0pΩq ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ëàãðàíæåâûì êîíå÷íî-

ýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíê-
öèé ñòåïåíè r, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿ-
öèè îáëàñòè T , à uh P Sh ïóñòü óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ε2
x∇uh,∇vhy ` xfp¨, uhq, vhyh “ 0 @ vh P Sh. (2)

Çäåñü x¨, ¨y îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2pΩq, à
x¨, ¨yh � íåêîòîðîå åãî ïðèáëèæåíèå, ïîëó÷àåìîå ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàä-
ðàòóðíûõ ôîðìóë.

Â �1 äëÿ çàäà÷è (1) óñòàíîâëåíû ÿâíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèá-
êè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå íåâÿçîê â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà
ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ. Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ
íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì
ïîëó÷åíû è èñïîëüçîâàíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà ëèíåà-
ðèçîâàííîãî îïåðàòîðà; ñì. Òåîðåìó 1.2. Ïîñëåäíèå, äàæå â ñëó÷àå óðàâ-
íåíèÿ Ëàïëàñà, íåñêîëüêî óëó÷øàþò ñòàíäàðòíûå, è ïîýòîìó ïðèâîäÿò
ê àïîñòåðèîðíûì îöåíêàì ñ áîëåå òî÷íîé ñòåïåíüþ ëîãàðèôìà. Äîêàçà-
íî, ÷òî ïðèñóòñòâóþùèé â ïîëó÷åííûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ ëîãàðèôì
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. (Ðàíåå íåîáõîäèìîñòü ëîãàðèôìà áûëà
äîêàçàíà ëèøü äëÿ àíàëîãè÷íûõ àïðèîðíûõ îöåíîê.)

Ïîëó÷åííûå â ïàðàãðàôå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïðåäñòàâëåíû â Òåî-
ðåìå 1.12. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî âñå âñå èí-



16

òåãðàëû â (2) âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî, ò. å. x¨, ¨yh “ x¨, ¨y. Òîãäà âåðõíÿÿ àïî-
ñòåðèîðíàÿ îöåíêà èõ Òåîðåìû 1.12 ïðèíèìàåò âèä

}u´ uh}8 ;Ω ď C max
TPT

´

mint1, `hh
2
Tε
´2
u } ε2∆uh ´ fp¨, uhq }8 ;T

`mintε, `hhT u}J∇uhK}8 ;BT

¯

.
(3)

Çäåñü hT “ diampT q, J∇uhK îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé uh ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà ñåòêè, à `h “ lnp2`
εh´1

q ñ h “ minTPT hT .
Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà (3) ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíîé ïî ε â òîì ñìûñëå, ÷òî

çàâèñèìîñòü îò ε à ýòîé îöåíêå ïîêàçàíà ÿâíî. Òàêæå, àíàëîãè÷íî ðàáîòå6

(â êîòîðîé âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû ðîáàñòíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ
óðàâíåíèé òèïà (1), íî â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå), âåñîâûå êîýôôèöèåíòû
â ýòîé îöåíêå ïðèíèìàþò ðàçíóþ ôîðìó â çàâèñèìîñòè îò ëîêàëüíîãî
äèàìåòðà ñåòêè hT , ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ hT ă ε èëè hT ě ε.

Òåîðåìà 1.12 òàêæå îïèñûâàåò ïîëó÷åííûå íàìè ðîáàñòíûå ïî ε íèæ-
íèå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè; ïîñëåäíèå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâûâàþò ýôôåê-
òèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíèõ îöåíîê.

Îòìåòèì òàêæå óëó÷øåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â (3) ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûìè îöåíêàìè äàæå äëÿ ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà. Ñòåïåíü `h â (3) ðàâíà 1 ïðè n “ 2 è n “ 3, â òî âðåìÿ êàê
ñòåïåíü àíàëîãè÷íîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ, êàê ïðàâèëî, áîëü-
øå 1. Ñòåïåíü ëîãàðèôìà ïðè n “ 3 óæå áûëà ðàíåå óëó÷øåíà äî 1; çäåñü
æå ìû ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íîå óëó÷øåíèå äëÿ n “ 2. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåä-
íåå óëó÷øåíèå áóäåò óñòàíîâëåíî áëàãîäàðÿ áîëåå òî÷íîé, ïî ñðàâíåíèþ
ñî ñòàíäàðòíûìè, îöåíêå |Gpx, ¨q|2,1,ΩzBpx,ρq À ε´2`ρ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà òèïà L â (1) (ñì. Òåîðåìó 1.2). Çäåñü Bpx, ρq �
øàð ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì x P Ω, è, ÷òî âåñüìà âàæíî, ëîãàðèôìè÷åñêèé
ìíîæèòåëü `ρ :“ lnp2` ερ´1q èìååò ñòåïåíü 1.

Áîëåå òîãî, â �1.4 ïîêàçàíî, ÷òî ïðèñóòñòâóþùèé â (3) ëîãàðèôìè-
÷åñêèé êîýôôèöèåíò ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå
ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â íåêîòîðûõ âû-
ïóêëûõ ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòÿõ; ñì. Ëåììó 1.14. Ðàíåå íåîáõîäèìîñòü
ëîãàðèôìà áûëà äîêàçàíà ëèøü äëÿ àíàëîãè÷íûõ àïðèîðíûõ îöåíîê (â
÷àñòíîñòè, â [17] ïðè n “ 3).
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Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [14].
Â �2 äëÿ çàäà÷è (1) â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ óñòàíîâëåíû ÿâíûå

àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå íåâÿçîê â
íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ �1, â äàííîì ïàðàãðàôå, à òàê-
æå â �3, ìû îãðàíè÷èâàåì ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåí-
òàìè â äâóìåðíîé îáëàñòè, ïðè ýòîì íàøå âíèìàíèå ïåðåíåñåíî íà ñóùå-
ñòâåííî áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê
(ò. å. ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ñåòîê ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî
ñèëüíî ñïëþùåíû). Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèà-
ìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè, èõ àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (ò. å. ñòåïåíè èõ
ñïëþùåííîñòè) è ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Äàæå äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ïîëó÷àåìîãî èç (1) ïðè ε “ 1
è fu “ 0) íàì íåèçâåñòíû êàêèå-ëèáî àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàê-
ñèìóìà ìîäóëÿ ïðè îòñóòñòâèè ïðåäïîëîæåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè àñïåêòíî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòêè (ïîñêîëüêó ïðåäïîëîæåíèå î ëîêàëüíîé
êâàçèðàâíîìåðíîñòè ñåòêè ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì â ðàáîòàõ ïî äàííîé òå-
ìàòèêå). Åùå áîëüøèé èíòåðåñ àíèçîòðîïíûå ñåòêè ïðåäñòàâëÿþò â êîí-
òåêñòå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (òàêèõ,
êàê (1) ïðè ε ! 1), ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé õàðàêòåðíû
ïîãðàíè÷íûå è âíóòðåííèå ñëîè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ��2�3 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàññìîòðåíû ñòàí-
äàðòíûå ëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Ïóñòü Sh Ă H1

0pΩqXCpΩ̄q ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, àññîöèèðóå-
ìûì ñ òðèàíãóëÿöèåé T , à ÷èñëåííîå ðåøåíèå uh P Sh ïóñòü óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîîòíîøåíèþ (2), â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ xfp¨, uhq, vhyh :“ xf Ih , vhy,
ãäå fhp¨q :“ fp¨;uhq, à f

I
h � ñòàíäàðòíûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò

Ëàãðàíæà äëÿ fh. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî óã-
ëû âñåõ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ áëèçêè ê íåòóïûì. Òîãäà íàøà ïåðâàÿ
îöåíêà èç Òåîðåìû 2.9 ïðèíèìàåò âèä

}u´ uh}8 ;Ω ď C `h max
zPN

´

mintε,Hzu
›

›Jz
›

›

8 ;γz
`mintε2, H2

z u }ε
´2f Ih}8 ;ωz

¯

` C }fh ´ f
I
h}8 ;Ω , (4)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C is íå çàâèñèò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è èõ àñïåêò-
íûõ ñîîòíîøåíèé (ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè), à òàêæå îò ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà ε. (Äàííàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (2.44), (2.47), (2.21)
ñ Ëåììîé 2.17.) Çäåñü N ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ýëåìåíòîâ T , Jz
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îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé uh ÷åðåç ãðàíè-
öó ýëåìåíòà, ωz � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îêðóæàþùèõ âåðøèíó z P N , à
γz � ìíîæåñòâî ðåáåð âíóòðè ωz, Hz “ diampωzq, `h “ lnp2` εh´1

q, à h �
ìèíèìàëüíûé äèàìåòð îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè â T .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ε “ 1 ñîîòíîøåíèå (4) äàåò ñòàíäàðòíóþ àïîñòåðè-
îðíóþ îöåíêó, ñ òîé ñóùåñòâåííîé ðàçíèöåé, ÷òî çäåñü îíà óñòàíîâëåíà
äëÿ ñëó÷àÿ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îöåíêà (4) ïðàêòè-
÷åñêè èäåíòè÷íà ñ àïîñòåðèîðíîé îöåíêîé (3), ïîëó÷åííîé äëÿ ñèíãóëÿðíî
âîçìóùåííîãî ñëó÷àÿ ε P p0, 1s, îäíàêî ñåé÷àñ ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïðåä-
ïîëîæåíèÿ ëîêàëüíîé êâàçèðâàíîìåðíîñòè òðèàíãóëÿöèè.

Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè ñòàíäàðòíûõ äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ñëó-
÷àÿ ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòîê îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî îäíèì èç ñå-
ðüåçíûõ ïðåïÿòñòâèé ïðè èõ îáîáùåíèè íà ñëó÷àé àíèçîòðîïíûõ ñåòîê
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ñëåäàõ ïðè îöåíêå íåâÿçîê ÷åðåç ãðàíèöû
ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì â ïîëó÷àþùèõñÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ ïîÿâëÿþò-
ñÿ êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò àñïåêòíûõ ñîîòíîøåíèé ýëåìåíòîâ ñåòêè,
ïîýòîìó òàêèå îöåíêè ÷ðåçâû÷àéíî ãðóáû è íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ïðåîäîëåíèÿ äàííîãî òåîðåòè÷åñêîãî ïðåïÿòñòâèÿ è ïîòðåáîâàëîñü ðàçâè-
òèå íîâîãî òåîðåòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê íà
àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ñëàãàåìûõ â (4), ïîýëå-
ìåíòíûå íåâÿçêè }ε´2f Ih}8 ;ωz

íå îòðàæàþò àíèçîòðîïíîñòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ýëåìåíòîâ ñåòêè. Ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ (è, â íåêîòîðîì
ñìûñëå, àíèçîòðîïíóþ) îöåíêó äëÿ ïîýëåìåíòíûõ íåâÿçîê, áóäóò ââåäå-
íû â ðàññìîòðåíèå öåïî÷êè êîðîòêèõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ àíèçîòðîïíûå
óçëû (ñì. �2.6.4). Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà òàêèå
öåïî÷êè ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà, âûòåêàþùàÿ èç Òåîðåìû 2.15 :

}u´ uh}8 ;Ω ď C `h

”

max
zPN

´

mintε,Hzu
›

›Jz
›

›

8 ;γz

¯

` max
zPN zNpaths

´

mint1, ε´2H2
z u}f

I
h}8 ;ωz

¯

` max
zPNpaths

´

mintε,Hzu mintε, hzu}ε
´2f Ih}8 ;ωz

`mint1, ε´2H2
z u oscpf Ih ;ωzq

¯ı

` C }fh ´ f
I
h}8 ;Ω , (5)
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(êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (2.44), (2.58), (2.21) ñ Ëåììîé 2.17).
Çäåñü Npaths îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî óçëîâ, êîòîðûå çàäåéñòâîâàíû õîòÿ
áû â îäíîé öåïî÷êå, à hz „ H´1

z |ωz|. Ïîñêîëüêó äëÿ àíèçîòðîïíûõ óçëîâ
ñïðàâåäëèâî hz ! Hz, òî î÷åâèäíî, ÷òî îöåíêà (5) ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷-
íîé ïî ñðàâíåíèþ ñ (4). (Ïîñëåäíåå òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ â �2.5.4).

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [13].
Â �3, êàê è â �2, äëÿ çàäà÷è (1) â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ óñòà-

íîâëåíû ÿâíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà
îñíîâå íåâÿçîê äëÿ ñëó÷àÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñåòîê,
íî, â îòëè÷èå îò �2, çäåñü îöåíêè ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû â òàê íàçûâàåìîé
ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ~ ¨ ~ε ;Ω, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííûì âàðè-

àíòîì íîðìû â W 1
2 pΩq è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

~v~ε ;Ω :“
!

ε2
}∇v}22 ;Ω ` }v}

2
2 ;Ω

)1{2

.

Ïîñòîÿííûå â ïîëó÷åííûõ îöåíêàõ íå çàâèñÿò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåò-
êè, èõ àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì äëÿ èíòåð-
ïîëÿöèè ôóíêöèè Ãðèíà íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ ïðåäëîæåí íîâûé êâàçè-
èíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè àïîñòåðè-
îðíûìè îöåíêàìè äàííîãî òèïà, â ïîëó÷åííûõ íàìè îöåíêàõ îòñóòñòâóþò
íåæåëàòåëüíûå ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ (matching functions). Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äàæå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Â ðàìêàõ êðàòêîãî îïèñàíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà, íàøà
ïåðâàÿ îöåíêà èç Òåîðåìû 3.9 ïðèíèìàåò âèä

~uh ´ u~ε ;Ω ď C
!

ÿ

zPN
minthzHz, εHzu

›

›εJz
›

›

2

8 ;γz

`
ÿ

zPN

›

›mint1, Hzε
´1
u f Ih

›

›

2

2 ;ωz
`

›

›fh ´ f
I
h

›

›

2

2 ;Ω

)1{2

, (6)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C is íå çàâèñèò îò äèàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñåòêè è èõ àñïåêò-
íûõ ñîîòíîøåíèé (ò. å. ñòåïåíè èõ ñïëþùåííîñòè), à òàêæå îò ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà ε. (Äàííàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (3.14), (3.15), (3.25),
(3.26) ñ Çàìå÷àíèåì 3.10 è Òåîðåìîé 3.18.) Çäåñü N ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì



20

âåðøèí ýëåìåíòîâ T , Jz îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé ñêà÷îê íîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé uh ÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà, ωz � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îêðóæà-
þùèõ âåðøèíó z P N , γz � ìíîæåñòâî ðåáåð âíóòðè ωz, Hz “ diampωzq, à
hz „ H´1

z |ωz|.
Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î òðèàíãóëÿöèè â

Òåîðåìå 3.11 óñòàíîâëåíà è áîëåå òî÷íàÿ (õîòÿ è íåñêîëüêî áîëåå ñëîæ-
íàÿ) àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà, â êîòîðîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ (6), ãðóáî ãîâîðÿ,
ñëàãàåìûå mint1, Hzε

´1u áóäóò çàìåíåíû íà mint1, hzε
´1u, ïðè ýòîì â

îöåíêå ïîÿâÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ ïîýëåìåíòíû-
ìè íåâÿçêàìè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ íà îñíîâå íåâÿçîê âñå-
ãäà ïðèñóòñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, àíàëîãè÷íàÿ C â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
îöåíîê (4), (5) è (6), â òî âðåìÿ êàê âî âñåõ áîëåå ðàííèõ àïîñòåðèîðíûõ
îöåíêàõ â ýíåðãåòè÷ñêîé íîðìå íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ
ñåòêàõ, àíàëîãè÷íûõ ïîëó÷åííûì Ã. Êóíåðòîì è Ð. Ôåðôþðòîì7, òàêèå
ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ
(matching functions). Ïîñëåäíèå æå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îøèáêè ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ è ïðèíèìàþò óìåðåííûå çíà÷åíèÿ, åñëè ëèáî ñåòêà ëîêàëüíî
êâàçèðàâíîìåðíà, ëèáî åñëè ñåòêà, áóäó÷è àíèçîòðîïíîé, ïðàâèëüíî îðè-
åíòèðîâàíà ïî îòíîøåíèþ ê ðåøåíèþ. Â îáùåì æå ñëó÷àå ôóíêöèè ñî-
ãëàñîâàíèÿ çàâèñÿò îò àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòêè, è, òàêèì
îáðàçîì, ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ òèïà7 (àíàëîãè÷íûå C â (6)) ìîãóò ïðè-
íèìàòü íåîãðàíè÷åííî áîëüøèå çíà÷åíèÿ íà ñèëüíî àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ
(åñëè òîëüêî ñåòêà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàííîé ïî îòíîøåíèþ
ê ðåøåíèþ).

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî ïðèñóòñòâèå ïîäîáíûõ ôóíêöèé ñîãëàñîâà-
íèÿ â àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ âåñüìà íåæåëàòåëüíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
â �2 ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, â êî-
òîðûõ ôóíêöèè ñîãëàñîâàíèÿ âîîáùå îòñóòñòâóþò. Ïîýòîìó ñîâåðøåí-
íî åñòåñòâåííî, ÷òî, â áîëüøîé ñòåïåíè, â �3 ìû îïèðàåìñÿ íà òåîðåòè-
÷åñêèé àïïàðàò, îïèñàííûé â �2. Â òî æå âðåìÿ ïðåîäîëåí ðÿä äîïîë-
íèòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Íàïðèìåð, ìîäèôèöèðîâàííûé èí-
òåðïîëÿíò Ëàãðàíæà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè
Ãðèíà â �2, ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê â ýíåðãåòè-
÷åñêîé íîðìå äàæå â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïîýòîìó äëÿ èíòåðïî-
ëÿöèè ôóíêöèè Ãðèíà íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ ïîñòðîåí íîâûé êâàçèèí-
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òåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð, ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñàíû â Òåîðåìå 3.18 , è
êîòîðîé ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü íåçàâèñèìûé èíòåðåñ. Òàêæå íàì ïîòðåáó-
åòñÿ áîëåå òîíêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ,
è áóäóò îñëàáëåíû íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òðèàíãóëÿöèè, ñäåëàííûå
â �2 äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [16].
Ãëàâà 2, âêëþ÷àþùàÿ ��4�5, ïîñâÿùåíà ïîëóëèíåéíûì ïàðàáîëè÷å-

ñêèì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ äàííûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâà-
þòñÿ âðåìåííûå ïîëóäèñêðåòèçàöèè è ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûå ìåòîäû íà
îñíîâå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-Íèêîëñîí è ðàçðûâíîãî
ìåòîäà Ãàëåðêèíà dGprq ñ êâàäðàòóðîé Ðàäî. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè
ãëàâû ÿâëÿþòñÿ àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ
îøèáêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è äëÿ êëàññè÷åñêèõ, è äëÿ
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòîòà ïðåäëîæåííîãî òåîðåòè÷å-
ñêîãî ïîäõîäà ñâÿçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿíòîâ ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ ïî âðåìåíè, ñòåïåíü êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó ìåòîäà è ÿâëÿ-
åòñÿ áîëåå íèçêîé ïî ñðàâíåíèþ ñ òèïè÷íî èñïîëüçóåìûìè â ëèòåðàòóðå
èíòåðïîëÿíòàìè (íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ). Òàêæå âàæíóþ ðîëü
â ïðåäñòàâëåííîì àíàëèçå èãðàþò îöåíêè äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïàðàáîëè-
÷åñêîãî îïåðàòîðà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

Mu :“ Btu` Lu` fpx, t, uq “ 0 ïðè px, tq P Q :“ Ωˆ p0, T s,

ãäå L “ Lptq ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü Ω Ă Rn èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó.
Ïðè ýòîì íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå óñëîâèÿ:

upx, 0q “ ϕpxq ïðè x P Ω̄, upx, tq “ 0 ïðè px, tq P BΩˆ r0, T s.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â Ω̄ˆ r0, T s ˆ R, äèôôåðåí-
öèðóåìà ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó, à òàêæå ïðè íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
ïîñòîÿííûõ γ è γ̄ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

0 ď γ2
ď Bzfpx, t, zq ď γ̄2 ïðè px, t, zq P Ω̄ˆ r0, T s ˆ R.
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Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ñ L :“ ´ε24 “

´ε2
řn
i“1 B

2
xi
:

Mu :“ Btu´ ε
24u` fpx, t, uq “ 0 (7)

â îãðàíè÷åííîé ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè Ω Ă Rn ïðè n “ 1, 2, 3. Ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå áóäåò ðàññìîòðåíî â äâóõ ðåæèìàõ:

(i) ε “ 1, γ ě 0; (ii) ε ! 1, γ ą 0.

Çàìåòèì, ÷òî ðåæèì (ii) ñîîòâåòñòâóåò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîìó óðàâíå-
íèþ ðåàêöèè-äèôôóçèè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðîãî õàðàêòåðíû ðåçêèå ïîãðà-
íè÷íûå è âíóòðåííèå ñëîè. Âåñüìà âàæíî, ÷òîáû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè,
ïîëó÷åííûå äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ, áûëè ðîáàñòíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþ-
áàÿ çàâèñèìîñòü îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε äîëæíà áûòü ïðåäñòàâëåíà ÿâíûì
îáðàçîì5, à òàêæå ýôôåêòèâíîñòü òàêèõ îöåíîê íå äîëæíà óõóäøàòüñÿ
ïðè óìåíüøåíèè ε.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ãëàâû îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [11].
Â �4 ïðåäñòàâëåíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïîëóäèñêðåòíûõ ìåòî-

äîâ (áåç äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðà-
ôà, àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-
Íèêîëñîí è ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòâåòñòâåí-
íî â Òåîðåìàõ 4.8, 4.10 è 4.13. (Ýòè àïîñòåðèîðíûå îöåíêè òàêæå îáúåäè-
íåíû â âèäå áîëåå îáùåé îöåíêè (4.10).)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåçàâèñÿùåãî îò t îïåðàòîðà L íåÿâíîé ìåòîä Ýé-
ëåðà íà ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî âðåìåíè ttju ïðèíèìàåò
âèä

U j ´ U j´1

tj ´ tj´1
` LU j

` fp¨, tj, U
j
q “ 0 â Ω, j “ 1, . . . ,M ; U 0

“ ϕ.

Çäåñü U j P H1
0pΩq X CpΩ̄q � ÷èñëåííîå ðåøåíèå, àññîöèèðóåìîå ñ âðåìåí-

íûì óðîâíåì tj. À îöåíêà èç Òåîðåìû 4.8 äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèíèìàåò
âèä
›

›Um
´ up¨, tmq

›

›

8,Ω
ď pκ1 `m ` κ2q max

j“1,...,m´1

›

›U j
´ U j´1

›

›

8,Ω

`2κ0

›

›Um
´ Um´1

›

›

8,Ω
`κ0

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

e´γ
2ptm´sq

›

›fp¨, s, U j
q ´ fp¨, tj, U

j
q
›

›

8,Ω
ds ,

(8)
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ãäå m “ 1, . . . ,M , `m “ `mpγq :“
ştm
τm
s´1e´

1
2γ

2s ds ď lnptm{τmq.

Çäåñü (à òàêæå â áîëåå îáùåé îöåíêå (4.10)) ïðèñóòñòâóþò ïîñòîÿííûå
κ0, κ1 ą 0 è κ2 ě 0 èç ñëåäóþùèõ îöåíîê íà ôóíêöèþ Ãðèíà G ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ëèíåàðèçîâàííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà:

}Gpx, t; ¨, sq}1,Ω ď κ0 e´γ
2pt´sq,

ż t´τ

0

}BsGpx, t; ¨, sq}1,Ω ds ď κ1 `pτ, tq ` κ2,

ãäå x P Ω, τ P p0, ts, t P p0, T s, à `pτ, tq :“
şt

τ s
´1e´

1
2γ

2s ds ď lnpt{τq.
Çàìåòèì, ÷òî äàííûå ïîñòîÿííûå äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è (7) ïîëó÷åíû â
Ëåììå 4.2.

�5 ïîñâÿùåí îáîáùåíèþ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â �4, íà ñëó÷àé ïîë-
íîñòüþ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ. Â êà÷åñòâå äèñêðåòèçàöèé ïî ïðîñòðàíñòâó
èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû ïàðàãðàôà, àïîñòåðèîðíûå îöåíêè â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäó-
ëÿ äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, ìåòîäà Êðàíêà-
Íèêîëñîí è ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòâåòñòâåí-
íî â Òåîðåìàõ 5.9, 5.17 and 5.22. (Ýòè àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îáúåäèíåíû
â âèäå áîëåå îáùåé îöåíêè (5.8).)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåçàâèñÿùåãî îò t îïåðàòîðà L äëÿ ïîëíîñòüþ äèñ-
êðåòíîãî íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà íà ïðîèçâîëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå
ïî âðåìåíè ttju îöåíêà èç Òåîðåìû 5.9 ïðèíèìàåò âèä

›

›umh ´ up¨, tmq
›

›

8,Ω
ď κ0 e´γ

2tm
›

›u0
h ´ ϕ

›

›

8,Ω

` pκ1 `m ` κ2q max
j“1,...,m´1

!

›

›ujh ´ u
j´1
h

›

›

8,Ω
` ηj

)

` 2κ0

›

›umh ´ u
m´1
h

›

›

8,Ω
` pκ0 ` 1q ηm

` κ0

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

e´γ
2ptm´sq

›

›θhp¨, sq
›

›

8,Ω
ds . (9)

ãäå m “ 1, . . . ,M . Çäåñü ujh P Vh XH
1
0pΩq � ÷èñëåííîå ðåøåíèå, àññîöè-

èðóåìîå ñ âðåìåííûì óðîâíåì tj. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåòêà ïî
ïðîñòðàíñòâó è ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî Vh íå
çàâèñÿò îò j. (Òåîðåìà 5.9 äàåò àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó è äëÿ áîëåå îáùåãî
ñëó÷àÿ.) Âåëè÷èíà θh â (9) â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íà fp¨, s, U jq ´

fp¨, tj, U
jq â (8) (ñì. Çàìå÷àíèå 5.6).
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Íàêîíåö, íîâûå, ïî ñðàâíåíèþ ñ (8), âåëè÷èíû ηj â (9) îïèñûâàþò
îøèáêó, ïîðîæäàåìóþ äèñêðåòèçàöèåé ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðè îáîáùåíèè
ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà íà ñëó÷àé ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ
ìåòîäîâ ìû îïèðàåìñÿ íà òàê íàçûâàåìûå ýëëèïòè÷åñêèå ðåêîíñòðóêöèè
(elliptic reconstructions). Äàííûé òåõíè÷åñêèé àïïàðàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì
òåõíèêè íà îñíîâå ïðîåêöèè Ðèòöà (Ritz projection), ÷àñòî èñïîëüçóå-
ìîé ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê îøèáêè äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ
ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü
ηj â òåðìèíàõ ÿâíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíèâàòåëåé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èñïîëüçóåìîé ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè. Íàïðèìåð,
äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà âåëè÷èíà ηj ÿâíûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëåí-

íîå ðåøåíèå ujh è ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ
ujh´u

j´1
h

tj´tj´1
` fp¨, tj, u

j
hq.

Ãëàâà 3, âêëþ÷àþùàÿ ��6�7, ïîñâÿùåíà íåìîíîòîííûì ýëëèïòè÷å-
ñêèì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì óðàâíåíèÿì ðåàêöèè-äèôôóçèè. Ïîä íåìî-
íîòîííûìè ïîëóëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè áóäóò ïîíèìàòü-
ñÿ óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü ïî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè íå ÿâëÿåò-
ñÿ ìîíîòîííîé, ïîýòîìó òàêèå óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè â âèäå

Fu ” ´ε24u` bpx, uq “ 0, x “ px1, x2q P Ω Ă R2, (10a)

upxq “ gpxq, x P BΩ, (10b)

ãäå ε � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèé ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà-
÷åíèÿ, 4 “ B2

x1
` B2

x2
îáîçíà÷àåò îïåðàòîð Ëàïëàñà, à Ω ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-

÷åííîé äâóìåðíîé îáëàñòüþ.
Ïîëàãàÿ ε “ 0 â (10a), ïîëó÷àåì âûðîæäåííóþ âåðñèþ (10):

bpx, u0pxqq “ 0 äëÿ x P Ω. (11)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå u0 óðàâíåíèÿ (11), âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â (10b). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ ðåøåíèé (10)
õàðàêòåðíû ïîðãðàíè÷íûå ñëîè. Ðåøåíèÿ (10) ìîãóò òàêæå èìåòü âíóò-
ðåííèå ïåðåõîäíûå ñëîè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó Í.Í. Íåôåäîâà8 è [8]).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ b íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ìîíîòîííîé ïî u, ïîýòî-
ìó è âûðîæäåííîå óðàâíåíèå (11), è èñõîäíàÿ çàäà÷à (10) ìîãóò èìåòü
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íåñêîëüêî ðåøåíèé. Â ëèòåðàòóðå æå ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå íå-
ðåäêî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (10a) ìîíîòîííî ïî u è, áîëåå òîãî,
bupx, uq ą γ2 ą 0 ïðè ëþáûõ px, uq P ΩˆR1 äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé
ïîñòîÿííîé γ. Ïðè äàííîì óñëîâèè âûðîæäåííàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå u0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì â Ω̄ (÷òî, â ñèëó
êîìïàêòíîñòè Ω̄, ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè).
Òåì íå ìåíåå, äàííîå ãëîáàëüíîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñåðüåçíûì
îãðàíè÷åíèåì. Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âîçíèêàþùèå ïðè ìî-
äåëèðîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íåðåäêî èñïîëüçóþò
óðàâíåíèÿ òèïà (10), â êîòîðûõ bpx, uq íåìîíîòîííà ïî u.

Â �6 ðàññìîòðåíû ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (10) â ñëó÷àå ãëàä-
êîé îáëàñòè Ω. Öåëüþ ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
÷èñëåííûõ ðåøåíèé, à òàêæå èññëåäîâàíèå èõ òî÷íîñòè íà ñãóùàþùèõñÿ
â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ ñåòêàõ òèïà Áàõâàëîâà è Øèøêèíà. Óñòàíîâëåí âòî-
ðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì â ñëó÷àå ñåòêè
Øèøêèíà) â ñåòî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó ε ïðè óñëîâèè ε ď Ch. Çäåñü h ą 0 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
äèàìåòðîì ýëåìåíòîâ ñåòêè, â òî âðåìÿ êàê ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íå
ïðåâîñõîäèò Ch´2. Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñõîäèìîñòè ïðîèë-
ëþñòðèðîâàíû ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó íåìîíîòîííîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñî÷åòà-
íèè ñ íàëè÷èåì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ñòàíäàðò-
íûé òåõíè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöå-
íîê îøèáêè êàê äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ, òàê è äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ
÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì. Â äàííîì ïàðàãðàôå, ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé èñïîëüçó-
åòñÿ ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äèñêðåòíûõ
âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé, ïðè ýòîì ïîñëåäíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûìè
ìîäèôèêàöèÿìè àñèìòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Äàí-
íûé ïîäõîä ðàíåå èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ â ðàáîòàõ Ê.Ì. Ä'Àííóíöèî,
Ì. Ñòàéíçà è Ã. Ñàíà, à òàêæå â [1] äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, è âïåðâûå áûë îáîáùåí àâòîðîì äèññåðòàöèè íà ñëó÷àè
ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â [2, 6].

Çàäà÷à (10) â ãëàäêîé îáëàñòè Ω ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (êî-
òîðûå ìîæíî òàêæå íàéòè â ðàáîòàõ Ï. Ôàéôà è Í.Í. Íåôåäîâà8):

A1 Ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå âûðîæäåííîå ðåøåíèå, ò. å. âûðîæäåííàÿ çà-
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äà÷à (11) èìååò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå u0, óäîâëåòâîðÿþùåå
ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé γ ą 0 óñëîâèþ

bupx, u0q ą γ2
ą 0 äëÿ ëþáîãî x P Ω.

A2 Ãðàíè÷íîå óñëîâèå gpxq óäîâëåòâîðÿåò

ż v

u0pxq

bpx, sq ds ą 0 äëÿ ëþáîãî v P
`

u0pxq, gpxq
‰1
, x P BΩ.

Èñïîëüçóåìîå çäåñü îáîçíà÷åíèå pa, bs1 ñîâïàäàåò ñ pa, bs ïðè a ă b è
rb, aq ïðè a ą b, â òî âðåìÿ êàê pa, bs1 “ H ïðè a “ b.

Óñëîâèÿ A1 è A2 åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ çàäà÷è (10) è ãàðàíòèðóþò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîãðàíñëîéíîå ðåøåíèå u, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå u « u0

âî âíóòðåííåé ÷àñòè îáëàñòè, â òî âðåìÿ êàê âäîëü ãðàíèöû îáëàñòè âîç-
íèêàåò ïîãðàíè÷íûé ñëîé øèðèíû Opε| ln ε|q; ñì. Òåîðåìó 6.2.

Ðàññìàòðèâàåìûé íàìè ÷èñëåííûé ìåòîä èñïîëüçóåò äèñêðåòèçàöèþ
îáëàñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñãóùàþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè ïîãðàíñëîÿ êðè-
âîëèíåéíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòîê òèïà Áàõâàëîâà è Øèøêèíà, ÷èñëî óç-
ëîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò Ch´2. Çäåñü h ą 0 � ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð
ýëåìåíòîâ ñåòêè. ×òî êàñàåòñÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (10a), òî îíî àï-
ïðîêñèìèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé íà êðèâî-
ëèíåéíîé ïðÿìîóãîëüíîé ÷àñòè ñåòêè è ëèíåéíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè íà êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèè
Äåëîíå (Delaunay) âî âíóòðåííåé ÷àñòè îáëàñòè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èñïîëü-
çóåìîãî çäåñü òåõíè÷åñêîãî àïïàðàòà, êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì ðàññìàòðèâà-
åìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äèñêðåòèçàöèÿ îïåðàòîðà ´4
ñîîòâåòñòâóåòM -ìàòðèöå. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûå
íèæíèå è âåðõíèå ðåøåíèÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèè åãî òî÷íîñòè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà, Òåîðåìà 6.28 , óñòàíàâëèâàåò âòîðîé
ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè â ñåòî÷íîé íîðìå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó ε (ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì â ñëó÷àå ñåòêè
Øèøêèíà).

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [2], à îáîáùåíèÿ
äàííîãî ïîäõîäà êðàòêî îïèñàíû â �6.5 è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6, 8, 10].
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Â �7 çàäà÷à (10) ðàññìàòðèâàåòñÿ â âûïóêëîé ìíîãîóãîëüíîé îáëà-
ñòè. Íàëè÷èå óãëîâûõ òî÷åê íà ãðàíèöå BΩ ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì
ñëîæíîñòÿì â àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå. Â äîïîëíåíèå ê äîñòàòî÷íî ñòàí-
äàðòíûì ïîãðàíñëîéíûì ôóíêöèÿì, â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ïî-
ÿâëÿþòñÿ óãëîâûå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè. Ýòè óãëîâûå ôóíêöèè îïðåäå-
ëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â áåñêîíå÷íîì
âûïóêëîì ñåêòîðå, ÷òî ñåðüåçíî óñëîæíÿåò àíàëèç, ïîñêîëüêó äàæå ñóùå-
ñòâîâàíèå ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ äàëåêî íåî÷åâèäíî.

Îòìåòèì, ÷òî íàø èíòåðåñ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó çàäà÷è (10)
îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïîñòðîåííîå àñèìïîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âåðõíèå è íèæíèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïî-
ñòðîåíèè è òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ε-ðàâíîìåðíûõ ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (àíàëîãè÷íî �6). Íåêîòîðûå àñïåêòû ïî-
ñòðîåíèÿ òàêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ (10) êðàòêî îáñóæäàþòñÿ â �7.5.

Áóäóò òàêæå ñäåëàíû òå æå ïðåäïîëîæåíèÿ A1 è A2, ÷òî è â �6, à
òàêæå ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå.

A3 (Óãëîâûå óñëîâèÿ) Äëÿ êàæäîé óãëîâîé òî÷êè Pj ìíîãîóãîëüíîé îá-
ëàñòè Ω, ïðè gpPjq ‰ u0pPjq ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

bpPj, gpPjqq

gpPjq ´ u0pPjq
ą 0.

Îáñóäèì ïðåäïîëîæåíèå A3. Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì àíàëèçà, èçëîæåíèþ
êîòîðîãî ïîñâÿùåí äàííûé ïàðàãðàô, áóäåò èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ ðå-
øåíèé ïîëóëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

´4z ` fpzq “ 0 (12)

â áåñêîíå÷íîì ñåêòîðå. Óðàâíåíèå òèïà (12) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, ïî-
ñêîëüêó óãëîâûå ïîãðàíôóíêöèè, àññîöèèðóåìûå ñ âåðøèíîé Pj ìîãóò
áûòü îïèñàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) ïðè
fpzq “ bpPj, zq ñ óñëîâèåì z “ gpPjq íà ãðàíèöå ñåêòîðà. Êàê áóäåò ïî-
êàçàíî, ïðåäïîëîæåíèå A3 íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ z. Ðåçóëüòàò èç ðàáîòû Ã. Ñâèðñà ïîêàçûâàåò, ÷òî A3
òàêæå ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèÿ z îïðåäåëåííîãî òèïà. Áîëåå òîãî, â Òåîðåìå 7.17 ñ èñïîëüçîâàíèåì
A3 óñòàíîâëåíà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé (12). Äëÿ ýòîãî â Òåîðåìå 7.15 ïî-
êàçàíî, ÷òî ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà, âîçíèêàþùåãî ïðè
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ëèíåàðèçàöèè (12) îêîëî ðåøåíèÿ z è ðàññìàòðèâàåìîãî â ñîîòâåòñòâó-
þùåì ñåêòîðå ðàäèóñà R, ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è îòäåëåíî îò íóëÿ
ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé ðàâíîìåðíî ïî RÑ 8. Ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé
çàäà÷å (12) è ñîîòâåòñòâóþùåìó ëèíåàðèçîâàííîìó îïåðàòîðó, ÿâëÿåòñÿ
êëþ÷åâûì â �7, è ìîæåò òàêæå ïðåäñòàâëÿòü íåçàâèñèìûé èíòåðåñ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà uas äëÿ çàäà÷è (10) è äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è upxq, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà |u´uas| ď Cε2; ïîñëåäíåå ñôîðìóëèðîâàíî â âèäå Òåîðåìû 7.23. Òàêæå
óñòàíîâëåíû ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ äëÿ êîìïîíåíò ïîñòðîåííî-
ãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïîñëåäíèå ïîëó÷åíû ñ öåëüþ ïîñëåäó-
þùåãî ïîñòðîåíèÿ è òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ãëàä-
êèõ îáëàñòåé áûëè ïîëó÷åíû Ï. Ôàéôîì è Í.Í. Íåôåäîâûì8.

Ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûìè äëÿ
ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå íàøèì, áûëè ðàíåå ïîëó÷åíû Â.Ô. Áóòóçîâûì
äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà çàäà÷è (10). Íåëèíåéíàÿ æå çàäà÷à (10) â ïðÿ-
ìîóãîëüíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàëàñü â ðÿäå ðàáîò È.Â. Äåíèñîâà, íî ïðè
âåñüìà áîëåå ñèëüíûõ, ïî ñðàâíåíèþ ñ A3, îãðàíè÷åíèÿõ â óãëîâûõ òî÷-
êàõ îáëàñòè. Ñëåäóÿ ðàáîòàì Í.Í. Íåôåäîâà8, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â äàííîì ïàðàãðàôå èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ âåðõíèõ è
íèæíèõ ðåøåíèé. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîé
ìîäèôèêàöèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [5].
Â Çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
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