
На правах р^^писи 

ТИМЕРГАЛИЕВ БУЛАТ САМАТОВИЧ 

НЕРАВЕНСТВА ТИПА БРУННА-МИНКОВСКОГО 

Д Л Я СТЕПЕННЫХ МОМЕНТОВ ОБЛАСТЕЙ 

Специальность 01.01.01 — 
Вещественный, комплексный п функциональный анализ 

7 Ш 2017 
Автореферат 

дисссртацин на соискание ученой стенсни 
кандидата физико-математических иаук 

006657376 

Казань - 2017 



Работа выполнена на кафедре теории функций и нрнблнженнй Института 

математики и механики им. Н.И. Лобачевского ФГАОУ ВО «Казанский (При-

волжский) федерш1ы1ый университет». 

Научный руководитель: Авхадисв Фа1)ит Габидинович, 

доктор ({жзико-математических наук, iipo(|)eceo]), 

зав. ка(1)едрой ТФиП ИМиМ ФГАОУ ВО КФУ 

Официальные онноиенты: Лосев Александр Гео1)гнеиич, 

доктор физико-математических иаук, 

iipo(l)eccop ФГАОУ ВО 
«Волгоградский государственный университет», 

Мусин Ильдар Хамитович, 

доктор физико-математических наук, 

директор Института математики с ВЦ УНЦ РАН 

Вс;1у1цая 01)гаин;!ацня: ФГБОУ ВО «Пст1)озаводский 

государственный университет». 

Защита состоится «29» июня 2017 г. в IG часов 30 минут на заседании дис-

сертационного совета Д 212.081.10 при ФГАОУ ВО «Казанский (Приволжский) 

федеральный уинверситет» но ад])есу: 420008, Казань, ул. К])емлевекая, 35, Ин-

ститут математики и механики им. Лобачевского, ауд. G10. 

С диссертацией можно ознакомиться в научной библиотеке им. Н.И. Лоба-

чевского ФГАОУ ВО «Казанский (Приволжский) федерш1Ы1Ый y i i i H i e j j c u T e T » 

по адресу: 420008, Казань ул. Кремлевская, 35. Электронная версия размещена 

на сайте Казанского (Приволжского) федершн.ного уиивс1)ситета 

ht tp: / /kpfU.ru/dis_card?p_id=2377 

Автореферат разослан » H ^ 2017 г. 

Ученый секрета!)!) 

диссертационного совета Д 212.081.10, ^ 

кандидат физико-математических наук, доцент 

http://kpfU.ru/dis_card?p_id=2377


ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Дисссртацпоппая работа посвящена гюстроспню функционалов и доказатель-
ству для них неравенства типа Брунна-Минковского. 

Классическое неравенство Брунна-Мннковского сравнивает площади, объе-
мы областей и имеет вид: 

+ + (1) 

где \ и \ - мера множества И, OQ, Их-вынуклыс тола в R", По + {•̂ о + zi € 
К" : го 6 По,г1 е ПД-вскторная сумма (сумма Мннковского). 

Актуальность темы диссертации. Неравенство (1) впервые было полу-
чено Бруниом' в 1887 году для п < 3. В 1910 году Минковский^ доказал его для 
любых натуральных п. При этом, они оба показали, что равенство в (1) дости-
гается тогда и только тогда, когда По » являются равными с точностью до 
псрсиоса и расширения. 

Неравенство (1) играет важную роль в геометрии евклидовых пространств, 
в теории изонеримстрических задач и долгое время считалось, что его зиаче-
шю ограничивается только этими областями науки. Однако, в 1935 году Л.А. 
Люстс1)ник доказал, что неравенство (1) BCI)HO И для произвольных непустых 
ограниченных измеримых множеств По, П^ Алг.тсрнативиые доказательства 
этого утве])ждения были получены Р. Хеистоком и A.M. Макбетом в 1953 году, 
и X. Хадвигсром и Д. Охмаиом в 195G го;^'. Неравенство (1) при произвольных 
По, Hl принято называть общим неравенством Бруниа-Мипковского. С тех пор 
псравсиство Бруииа-Мииковского начало свой путь в область анализа. 

В 193С году А. Д. Александров и В. Фенхель независимо друг от дру-
га доказали неравенство, получившее название "неравенство Александрова-
Фенхеля", для смешанных объемов, обобщающее классическое неравенство 
Брунна-Минковского (1). 

В 195G году появляется работа X. Хадпнгера^, в которой для двух момен-
тов В1.Н1уклой области, а именно, момента отиосителыю центра масс и момента 

' П п п т , и . ülifr Ovale und Eifliichrn / И. Bnmn. - Müiu-licn, 1887. 
^Mhiko\v.ski, H. GcomeiHe der Zahlen / H. Minkow.ski. - Leipzig and Berlin, 1910. 

•'Hndwiger, IL Konkave eikrrjKrfmiktionale und hoher iragheitsmmncnte / IL Iladwigcr. - Comment Math. 

Ilelv., 19,10. - No. 30. - R 28.1-290. 



отпослтолыю гпнсрплоскости, 0!1])сдслс]111ых фупкциошиигмп 

h{ü) = j\s,pfdp, l2m = I\E,p\'dp, (2) 
Sí Sí 

где ü — ограниченная, выпуклая оГишсть в R", s — центр масс области f], Е 
— гинс1)нлоскость, проходящая ме1)св HOHTJ) масс; |S,PL — 1)асстоя11не от точки 
s до точки р, \Е,р\ ~ расстояние от точки р до ITIHCIHUIOCKOCTII Е, доказано 
слс;(у|01цее иеравсиство тина Бруина-Мннковского; 

> (1 - + j = 1,2. 

Здесь n , = (1 - 1)Пп + ííli = {(1 - t)po + ípi I p„ e n„, /д € Í2i}, t 6 [0,1], fio, 
fii — ог1)аниченныс, выпуклые области в R". 

Следующим важным этаном в развитии теории не])авенств Bisyiiiia-
Минковского ст.ик) появление в 1971-73 годах работ А. Прскона''^ н Л. Ла11ид-
лс1)а'', в кото])ых доказана след^'ющая функцноищи.ная версия неравенства 
Брунна-Минковско1'о. 

Теорема 1. Пусть О < t < 1 и пусть /O,/I,/Í — псогрпцптсльпыа пптогрпру-
смыс функции II К", удоплспюряюпцк; услопшо 

для всех х,у е R". Тогда 

1-1 

I h{x)dx > j fQÍx)dx j hix)dx 
Rn \R„ / \R„ / 

Следует отметить, что в 2(Ю0 году С. Г. Бобков и М. Ле;1у ноказгиш, что 
из неравенства Прекона-ЛаПндле1)а можно получить логари(1)мнческне нера-
венства Соболева, В 2ÜÜ1 году D. Core(lro-Eraus(]UÍH, R. .1. МсСаин н М. 
SchmuckenschlagcT до1«13<иш риманову ве{)сию не1)авенства Преконы-Лайндлера. 

''PriSkopa, A. Logarithmic concavc measures with application to stuhastic programming / A. I 'rikojm. - Acta. 

Sci. Mat., 1971. - No, 32. - P. 301-300. 
^Prdkoija, A. On logarithmic concave measures and factions j A. Prikojia. - Acta. Sci. Mat., 1973. - No. 34. -

P. 335-3.13. 

•^Lcindlcr, L. On a certain converse of Holder's ine.quality II / L. I.cilidlcr. - Acta. Sci. Mat., 1972. - No. 33. -

P. 217-223. 



Последние 30-40 лет тематика, связанная с неравенством Брушш-
Мнпковского, стремительно развивается. Это объясняется тем, что теория нера-
венств Брунна-Мннковского находит все болыно и больше применения в геомет-
рическом анализе, матоматнческоО физике и в теорнн вероятностей н матема-
тической статистике. Литература но неравенствам тина Брунна-Мннковского и 
основные результаты, появившиеся до 200G года, содержатся в обзорных рабо-
тах Р. UIiiaiV;ci)a^, Р. Гарднера® и Ф. Барта". Остановимся на обзоре работ за 
носледние 30-40 лет. 

Браскамн и Либ, позже другим снособом С. Борель, обобщили неравеиство 
Прекопа-Лайндлсра на случай функций /о, fi,h, удовлетворяющих более обще-
му условию, чем в теореме 1. 

Работы А. Т. Хованского и Б. Тесьс посвящены неравенству Александрова-
Фенхеля, которые ноказалн, что нс1)авснство Александрова-Фенхеля может 
быть получено из теоремы Ходжа об индексе. В этом направлении также рабо-
тали Ю. Окуньков, М. Л. Громов и И.О. Трудингер. 

С. Борель в 1983 году доказал неравенство тина Брунна-Мннковского для 
функционала, называемого емкостью. Условия, при которых достигается ра-
венство, были изучены в работе Л. А. Кафареллн, Д. Джернсона и Е. Лнба. 
Неравенство тина Брунна-Мннковского для емкости и условия достижения ра-
венства были нснользованы Д. Джерисоном для решения соответствующей про-
блемы Мннковского для емкостей из геометрического анализа. 

В 198G году В. Мнльманом было докггзано обратное неравенство Брунна-
Мннковского, занимающее важное место в теории локальных банаховых про-
странств. Позже X. Бан н П. Эрлнх обратное неравенство тина Брунна-
Мннковского доказали в пространстве Мннковского. А в 2012 году С. Бобковым 
и М. Мадиманом обратное неравенство Брунна-Мннковского было установлено 
для выпуклых мер. 

Р. Гарднер и П. Грончн получили дискретные неравенства тина Брунна-
Мннковского для целочисленной решетки, нснользующнсся в днскрстно;1 мате-
матике, комбинаторике н теории графов. Аналогичный результат был получен 

' Sdmcidcr , R. Convex BoiHcn: The Пптп-Minkowski theory / 11. Sdmoidcr. - Cninbridgc University Press, 1993. 
"Gardner, 11. J. The Пптп-Minkowski inequality / R. J. Gardner. - Bnll. Лшсг. Math. Soc., 2002. - No. 39. -

P. 3 r , h - m . 

'•^nartlie, F. The Bnmn-Minkowski theorem and related geometric and functional inequalities / F. Barthe. - Proc. 

International Congress Math., Mailrid, Spain, 200G. - P. ГЗгО-ЫШ. 



Б. Боллобасом ii И. Лидером для конечных подсетей. 
Наш интерес к данной тематике, прежде всего, связан с 1)аботой Г. Кэдн'", в 

которой для функн,н01н1ла 

1{П) = jdist'^iz, dü)dz, 

где dist{z,dQ.) — расстояние от точки z € fí до 1'раннцы Ш области ÍÍ, пве-
денного Ф.Г. Лнхаднсным", доказано след1.у101цсе неравенство тина Брунна-
Мннкоиского: 

> (1 _ + t e [0,1], k > o, 

где Í2( = (1 — t)Qo + íí^i ~ иараметрнчсскне суммгя Мннковского выпуклых 
областей fio, í^i-

Раз;|нч1н>1м Н1)Ш1ожснням нс{)авснства Брунна-Мннковского в геомет[)нче-
ском a i i i u i H j e , теории вероятностей посвящены работы С. Borell, Н.,1. Brascamp, 
С. Г. Бобкова, В. Н. Судакова, Л. Elirliard, R. М. Dudley, Cordero-Eraiisquiu. 
Изучению He¡)aBCHCTB тина Б[)у1Н1а-Мннковского посвящены также работы Е. 
Lulwak, Л. Flgalli, Е. Maggi, А. Pratelli, В. Beriidtsson, Р. Liu, S. Lv, P. Salani, R. 
.1. Gardner и Д]). 

Из нрнвед(;н1101Ч) обзо1)а следует, что весьма акч'угинлюй являсчтя задача 
датьнейтего развития теории иеравсиств Бруниа-Мииковского, а именно, за-
дача носч'роения новых функционалов области, для которых справедливы ие])а-
в(!нства типа Б1)уииа-Мииковского. Этим вои[)осам и носвящепа настоящая дис-
с(!р1ациоиная работа. 

Цель работы. Целью диссертацнонной |)аботы является ност1)осние но-
вых (1)ункн,ионалов области и доказательство для них зкцзавеиств типа Бруииа-
Минковского. Для достижения этой цели в работе используются два подхода. 

П(Ц)вый подход основан на методе Г. Кэди, который, в свою очередь, суще-
ственно использует Теорему 1 Прекопа-Лайндлера. Этот подход реализован в 
не[)вой главе диссертации, при помощи которого доказаны неравенства типа 
Бруиия-Мииковского для новых функционалов, являющихся кон(}юрмными и 

'"Kfíuly, G. On а Бгипп-ШтДотякг theorem for а geometric domain functional con-ridervd by Avhadiev / G. 

Kcmly. - .1. Iiicqual. Гнгс Appl. Math., 2Ü07. - No. 8. - Г. 1-10. 
^'Aii.K.'vu't:". Ф.Г. Решение оСювщс^оюй задачи Cen-llcuaua ¡ Ф. Г. Aiixívpicu. - Матсм. сб., 1098. - No. 180. 

- Г. 3-12. 



евклидовыми ^^oмcптaмII областей. Некоторые результаты первой главы обоб-
щают результаты Г. Кэди. 

Вто[)ой подход разработан памп с прпвлсчсписм методов X. Хадвигера и Г. 
Кэдп п реалпзовап во второ(1 п третьей главах дпсссртацпн. При помощи вто-
рого подхода докагзапы поравспства типа Бруппа-Мппковского для ряда новых 
(¡)упкцпопалоп области, обобщающих фупкциопалы (2) X. Хадвигера. При по-
строеппи этих функционалов сущоствсппо используется тот факт, что центр 
масс 8 области О. доставляет минимум функционалам (2) X. Хадвигера. 

Научная новизна. В дисссртацпонной работе построены новые функцио-
налы и для них доказаны неравенства типа Брунна-Минковского. Результаты, 
иолучеииые в диссертации, обобщают результаты Г. Кэди и X. Хадвигера. 

Практическая и теоретическая ценность. Работа носит теоретический 
характер. Результаты, полученные в днссертацнонной работе, могут быть полез-
ными для дальнейшего развития теории неравенств типа Брунна-Мпиковского 
и могут послужить некоторым инструментом в приложениях в области геомет-
рического анализа, математической физики и теории вероятностей. 

Апробация работы. Результаты днсссртацнн докладывались на итого-
вой научной конференции Казанского уинвсрситста (2013г.), на Междуна-
родных Казанских летних научных школах-конференциях "Теория функций, 
ее приложения и смежные вопросы"(Казань, 2013, 2015 гг.), па Всероссий-
ской молодежной школс-коифсреиции "Лобачевские чтения"(Казань, 2015), иа 
Международной школс-коифсроиции "Геометрический анализ и его приложе-
ния "(Волгоград, 201С), иа Международной школс-коиферепции "Алгебра, ана-
лиз, геометрия"(Кггзаиь, 2016), иа Международной конференции "Уфимская 
математическая конференция с международным участием "(УФА, 2016), иа се-
минаре по комилсксиому анализу и приложениям (Петрозаводск, 2016). 

Публикации. Осиопиыс результаты опубликованы в 10 работах, список ко-
торых приведен и конце автореферата. Среди них 4 работы в изданиях, реко-
мсидоваииых ВАК РФ для публикации результатов исследования. 

Объем и структура работы. Дисссртациоииая работа изложена иа 106 
страницах машшюиисиого текста и состоит из иведсипя, трех глав и списка 
литературы из 84 наименований. 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Внсдсннс содержит обоснование актустииюсти темы исследования, обзор ли-
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тсратуры по тсмо дпсссртацпи и краткое изложение осиоииых результатои. 
Первая глава посиящеиа локго<ттел!.стиу исравеиств типа Бруииа-

Миикоиского для фуикциоишюп, порожденных конфо])мнымн и енклндонымн 
характеристиками области и состоит из четырех иарагра(})ои. 

ПериьР! параграф §1.1 носит псиомогательиыП характс!). В нем ирииодятся 
известные <[)акты и сведения из геометрии, математического анализа и геомст-
рическо!! теории функций комплексной исремеииой, кото1)ЫС исиол1,зуются иа 
иротяжеиии всей работы. 

Второй иараграс}) §1.2 иосвящси доказательству неравенств тина Бруниа-
Мннковского для функционшюв, кото1)ые строятся при помощи конформных 
характеристик области. Пусп. Q — ограниченная многосвязная обласп, ком-
плексной нлоскостн и Ап(г) — коэ(1я})ицнснт гннсрболнчсской метрики с гауссо-
вой К1)ивизной, равио!\ -4. Он])еделим 1})уикциоиал области 

-.= 11 X^,'iz)dxciy, к 6 [0,-foo). 

Существенным моментом в доказательстве неравенства тина Брунна-
Мииковского для ([jyiiKHHOHiUia /4(12) является вывод оценки 1!нда 

где = (1 - ¿)По + -< = ( ! - ¿)го + tzi, го € По, 2, € Пь t € [0,1]. 
После этого, cjic;iyu схеме доказательства Кэдн, н;)нходнм к основному ре-

зультату этого нарагра(|)а, K0T0pi>iii с(1)ормули])ован в виде сзкщующей теоремы. 
Теорема 1.2.1. Пусть По н Hi — огрянпчсииыс облпсти произнолыюИ связ-

ности на комплексной нлоскостн С, Hj = {(1 — t)zu -Ь ¿zi | Ло € По,г1 6 Hj}, 
О < i < 1 — нарамстрнчаская сумма Мннконскою облпстсИ По п П^ То-
гда для функцнотиы ¡П снрансдлнно следующее нсраиснстпо тнна Брунна-
Мннконского 

> (1 - ¿ ) Я Г (По) + Vt S [0,1]. 

Если к = О, то получаем классическое неравенство Б{)унна-Мннковского. 
В заключение §1.2 нрнвсдены неравенства тина Б1)унна-Минконского для 

двух (¡¡уикционалов, которые неносрсдственио вытекают из теоремы 1.2.1. 



в §1.3 iicpaiiciicTiiO типа Вруипа-Мииковского доказывается для функциона-
лов, порожденных евклидовыми расстояниями от точки до границы области, 
вида 

и{к,Р,дП) = J dist''{x,dn)dx, ке{0,+оо), 
р 

где П — выпуклая область в R", Р — ограниченная область в R", причем Р CQ; 
dist{x,dn) — расстояние от точки х е F рр границы дО. области П 

Используя схему доказательства Кэдп, приходим к сле;ц/ю!цему основному 
результату §1.3: 

Теорема 1.3.1. Пусть Pq, Pi — ограниченные, а По, Oi — выпуклые области 
в К" (п > 2), нрнчсм РО С ПО, Р\ С Qi- Тогда для функционала U(k,P,dfl) 
справедливо следующее неравенство типа Брунна-Мннковского: 

и^{к, Pt, diït) > (1 - t)U^ik, Ро, дПо) + tU^ik, Pu дПг) Vi б [0,1], 

где Р( = (1 - i)Po -f- tPi, П( = (1 - t)Qo + iHi — параметрические суммы Мнн-
ковского областей Ро, Pi н По, Hi соответственно. 

Результаты этого naparpaijia обобщает результаты Г. Кэди. 
Последний нараграс}) §1.4 первой главы посвящен доказательству неравенств 

типа Вруина-Минковского для функционалов, представляющих собой комбина-
ции рассмотренных ранее функционалов, вида 

N(a, к, Р, П) = У Р, Q)dz, к € (О, +оо), z & Р, 
р 

где 
p„{z, Р,П) = (1 - a)dist{z,dn), z € Р, 

Xp{z) 

Р — ограниченная область в П — выпуклая область в R^, причем Р С П, а 6 
[0,1] — числовой параметр, \p{z) — коэффициент гннсрболпческой метрики. 

Основной результат §1.4 дается следующей теоремой. 
Теорема 1.4.1. Пусть Ро, Pi — ограниченные, аПо,П1 — выпуклые области 

в причем Ро С По, Pi С Hi, Р = (1 - t)Po -f iPi — нараметрнчсская сумма 
Мннковского областей Ро н Р\, t Ç. [0,1]. Тогда для функционала N{a, к, Р, П) 
снрапедлнпо неравенство тина Брунна-Мннковского 

N^{a,k,Pt,nt) > {1 - 1)М^{а,к,Ро,По) + tN^ia,k,Puni)Wt е [0 ,1] . 



Втор.ая глава диссертации иосиящсиа построению новых {1)ункционалов, 
и[)еде'!-авляю1цих собой степенные моменты областей, и доютзательству для них 
неравенств тина Б|)унна-М1н1ковского. Отметим, что результаты данной главы 
обобщают 1)езультаты X. Хадвиге])а. Следует также отметить, что подход, нс-
1ю;н,-ювапны1'1 в первой главе, который был основан на методе Г. Кэди, в данном 
елучас; не удается н1)нменить. Поэтому нами для доказательства не[)авенства 
•1'нна Б1)унна-Мш1Ковского предлагается новый подход, состоящий в совместном 
нснользовании методов Г. Кэди и X. Хадвигера. При этом метод Г. Кэди нрн-
влекается для получения вспомогательных результатов. 

В-1'о|)ая гла1!а состоит из трех на1тг!)а(1)01!. Первый на1)аг1)а(1) §2.1 носюнцсн 
носчроению (¡¡ункциошиюв области. П])!! их построении во внимание нринима-
ется тот (¡¡акт, что цснт!) масс а в (¡¡уикциошиюх (2) X. Хадвиге1)а однов1)емс1ню 
доставлжгг минимум этим (¡¡ункцнощитм. Учитывая это, в §2.1 снач!и1а вводит-
ся (функция переменных у = ( у ь Ш , - Л л ) ш'Ла 

¡[^^У) = У («1^1 - + - + - + ап|т„ - Уп\'') йх, 

aj{j = 1,7г), к е (О, -f оо), dx = dij... dXn 
и эта (¡¡уикцня исследуется на минимум в К". Покаиявается, что (¡¡ункция 1{к, у) 
HMCC'I'(П'ациона[)ную точку, (цннгадлежащую ?г-ме1)ному иаршиюлеиткуо' с 1)сб-
¡¡ами [iHiiiTj, HHixXj], j = l ,n , x = (x i , . . . ,x„). Выводятся достаточные усло-

j-GSi i 6 i ! 

ВИЯ, 111)11 вынолнении кото1)ых стацнона{)ная ч'очка является точкой минимума 
(¡¡ункции /(/о, у). П1)иводятся частные случаи (¡¡ункций 1{к, у), для которых точ-
ку лнншмума удается найти в явном виде. Эти 11риме])ы показывают, что точка 
минимума не всегда совпадает с центром масс области П. Более того, как было 
отмечено В1.ине, она может и не н1)инадлежать области П, но при этом rmiei)-
нлоскости Xj = Sj, j = 1,п имеют с областью П непустые нересечепия; здесь 
.S = ( .41 , . . . ,Sn) — точка минимума ([¡ункцни 1{к,у). 

Основным результатом §2.1 является построенный (¡¡ункционал области П 
вида 

1{к, = J - s / ' -f а2|х2 - Sil̂ ' 4-... + а„|х„ - dx, 

aj{j = l ,n) , к € (0,-foo), 
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где s = ( s i , . . . ,5„) e R" — точка мииимума функции I{k,ij). 
В §2.2 доказывается неравенство типа Брунна-Минковского для функцио-

нала 1{к,у). Для этого предлагается новый метод, основанный на совместном 
иснользоваини методов Г. Кэди и X. Хадвнгсра. Основной результат параграфа 
дается следующей теоремой. 

Теорема 2.2.1. Пусть По, — выпуклые области п R". Тогда функционал 
1(к, вогнут, т.е. имеет место неравенство 

1{к, Щ ) ^ > (1 - t)I{k, -f П(к, H i ) ^ , 

r4ení = { ( l - í )^o- t - í^ i I гоеПо, е Щ}, О < Í < 1, fc6(0,-foo). 
Параграф §2.3 посвящен построению одного класса функционалов типа 

1(к, П) и доказательству для них иеравспств тина Брупна-Мипковского. 
В основе построения функционала 1(к, П), к е (О, -foo) области П в §2.1 ле-

жала точка S = (si, S2, •••, s„), доставляющая минимум функции 1(к,у), принад-
лежащая п-мерпому параллелепипеду с ребрами [minxj, т г«х , ] , j = Tpñ, х = 

хеп xeíi 
{xi,x2,...,x„). Поэтому гиперплоскости Xj = Sj, j = l,n имели с областью П 
испустос псрссечсиис. В данном параграфе строится новый класс функционалов 
и для них доказываются иеравепства типа Брупна-Минковского, когда вместо 
точки минимума берутся точки у = {yi,...,y„), не принадлежащие п-мерпому 
параллелепипеду. В этом случае по крайней мерс одна гиперплоскость вида 
Xj = yj с областью П имеет пустое пересечение. Предположим, что I гипер-
плоскостей вида Xj - ijj = О, j = 1,1 имеют с областью П пустое пересечение. 
Если I = О, то имеем случай, рассмотренный в первых двух параграфах этой 
главы. Остальные гиперплоскости Xj — pj = О, j = 1 + 1,п имеют общие точки 
с областью П. 

Пусть выполнено следующее 
Условие А. Пусть П — ограниченная область в R", нрсдставнмая в виде Q = 

т 
и П', где области П' обладают следующим свойством: существуют функции 

! = 1 

непрерывные па проекции Qj области Ü' на гиперплоскость Xj = 
О, такие, что П' представнма в виде 

П' = {I е R" I = (Х1,..., Xj.uxj+u ...,хп)е П), 

< Xj < фЦх'), j = r+uí}, i = 

и 



Отмстим, что УСЛОБИС А гсомстричсски означает, что любая прямая, проходя-
щая через виут1)СИ1Иою точку области и параллельная оси ОХ^ {j = I + 1,п), 
перссскаст границу области И' только в двух точкггх. Заметим, что области 
И' (г = 1 , т ) в этом случае, вообще говоря, не являются выиуклылиь 

Определим ([)уик1Щои<и1Ы области П следующим об[)<1;юм: 

/((/г, = 1 («1^1 - + + + + 

+а„ |х„ - b'nhdx, a j{ j = l,íi), k € (О,+00), l = l , n , 

где Uj {j = 1,1) — произвольные действительные числа, удовлетворяющие усло-
вию: riiiicj)iiJiocKocTH Xj - ttj = О ис имеют общих точек с областью И; sj — 
точка минимума (¡¡уикциошиы = aj f ¡xj-yj¡''dx, существование которой 

доказано в §2.1, J = 1 + 1, п; /о(/с, Ü) = 1{к, Í2). 
Основным ре:)ул1,татом §2.3 является следующая 
Теорема 2.3.1. Пусть По, Hi — огрииичатыс области и М", удоилстио-

ряющис услоишо у\, и при к е (0,1), кроме того, псршюисплш Ijil/j) > О, 
j = I + 1,я. Тогда фуикциоти: Ii{k, П)^^ погнут, т.е. справедливо ¡ирапсистио 

Ii{k, П О ^ > {l-t)l![k, П „ ) ^ П ] ) ^ Vi е ¡0, 1], к е (0,+оо), 

г д е П( = {(1 - ¿)2о + 1г1 | с„ 6 По, щ е ПД, I = 1,71. 
Третья глава диссертации иосвящеиа иострооиию иоиых ([¡уикциоиалов, 

представляющих собой обобщенные стсисииыс момент!,!, 1! доказател!,ст!!у Д7!>! 
!Н!Х !!ер!1ве!1ст!!а Т!1!!!1 Бру!!!1а-Мп!!ко!!ского. П(п!учс!!!!!,!е !! это!5 1'ла!!е 1)езу;!ьта-
ТЫ в !!еК0Г01)!>!Х С7!у4аях обоб!И,а!ОТ peЗyJ!ЬTaTl,! !П'01)0Й 1'лав!>!. 

Трет!,я г;!ава состо!!т !13 трех 1!араграфов. В !!е1)вом 1!арагр<и1)о §3.1 д;!я !!0-
СТрОе!!1!Я 0д!!01-0 К7!аССа фу!!К!!,!!0!!<и!0!! !!р1!МС!!ЯСТСЯ !!ОДХОД, !1С1!0;!!.30!!а!!!1!,!Й !! 

§ 2 . 1 , В 0С!10!К; К0т0р014) ;!еЖ1!Т !!аХ0ЖДС1И!С ТОЧК!!, Д0СТа!!;!Я!0!!!,СЙ М!!!!!!К!уМ ф у ! ! К -

!Щ!! П !!СреМ0!1!!ЫХ у = {У1,У2, • . • ,Уп) !!ИДа 

1{у) = У (а1|11+ + 

где к 6 (О, 1] при т € ((),+оо) и /о е (О, 4-оо) при т = 1; a j ( j = фп) 6 
(О, -Нсхэ). Докюывается суищствоваиие ста!!,!!0!!а1)!!0Й точки фуики,!!!! 1{у), ири-
п а д л е ж а ! ц е й п - м с р и о м у ! !а ; )Ш!;!е ; !сии!1сду с ] )c6j )aMi! [miuTj, maxTj], j = l , n , 

leU 
12 



X = {xi,x2, . . . ,Xn )e i} . Приводятся достаточные условия, при выполнении ко-
торых стационарная точка является точкой минимума функции 1{у). Вынолпе-
нио достаточных условий минимума иллюстрируется на конкретных примерах. 

Основным результатом §3.1 является построенный функционал области вида 

1{к;т; П) = J - + • • • + anW - Sn\''T dx, 
n 

где s = (si,S2,... ,Sn) — точка минимума функции /(у); к е (0,1] при m € 
(0,1) и (1, -foc) и к 6 (О, -foc) при m = 1; a ^ j = î (n ) € (О, -l-oo) — произволь-
ные действительные числа. Отметим, что при m = 1 получаем функционал, 
изученный BO второй главе диссертации. 

В §3.2 доказывается неравенство типа Врунна-Минковского для функцио-
нала 1{к\т-,0). Для этого используется подход, который является развитием 
подхода §2.2. Основной результат параграфа дается следующей теоремой. 

Теорема 3.2.1. Пусть По, Hi — выпуклые области в R". Тогда функционал 
вогнут, т.е. имеет место неравенство 

1(к-, m; > (1 - t)I{k-, m; + И{к-, m; ПД 
где = {(1 - t)zo -Ь tzi I 20 е По, zj 6 ПД, О < i < 1, fc G (0,1], m G (О, +oo). 

Третий параграф §3.3 посвящен построению одного класса новых функ-
ционалов типа /(/;; m; П) и доказательству для них неравенств типа Врунна-
Минковского. Исследования данного параграфа развивают соответствующие 
исследования §§3.1, 3.2 и позволяют доказать неравенства типа Врунна-
Минковского при всех к G (О, -foo). 

§3.3 включает в себя три раздела. В первом разделе §3.3.1 строится видоиз-
мененный функционал области типа 1(к; m; П) вида 

1(к- m; fc"; Q) = J {аг\х, - sj|4 • • • + a„\x„ - f[ \xj - sjl'^'dx, 
n 1=1 

где к, OjU = l ,n) G (0,-Ьсх)), m, kj{j = l ,n) G [О,-foo), m -f ф О, = 
(fci,...,k„), = ki-\ f k,,; s = (sj, S2, • • •, Sn) € K" — точка, доставляющая 
минимум функции 

Ну) = / {qi\xi - yil ' + . . . + - у^ДУ П \XJ - y/'dx. 
п 1=1 
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Выводятся условия суищствоваиия точки минимума s, вынолнсчню которых 
нл;вост1)Н1)устся на конкретных 111)пме{)ах. 

BTOjioii раздел §3.3.2 посвящен доказательству неравенства тина Biiyiiiia-
Мннковского для видоизмененных функцноншюв /(fc; 77i;/с"; fi). 

Этот 1)аздел состоит из подразделов. В нервом нод1)азделе §3.3.2.1 нреднола-
1-ается, что к е (0,1]. Основной ])езультат этого нод1)аздела дается следу>о"О0 
•пщнмоП. 

Теорема 3.3.1. Пусп, fio, fii — выпуклые области и М", п > 2. То1да фуик-
щюшш вогнут, т.о. имеет место иеравсиство 

rAcilt = {{l-t)zu + t z i \ z u e n o , z i e fii}, 0 < i < 1,A; e (0,1], fc" = {ku. . . ,kn), 
m, kj{j =TJi)E [0, +oo), m + ^ 0. 

Bo ВТ01ЮМ подразделе §3.3.2.2 неравенство тнна Б1)унна-Мннковского для 
(jiyHKHHOHiuia дока-зывггстся нрн к е (1,+оо). При этом сунщ-
сгвенную роль ш'рает щщнчне в выражении (liyiiKHHOHiuia донолтпельиых 

Т1 
множителей вида П l^'j ~'^А'"'• При помощи замены переменных функционал 

i=i 
1{к;т;к";П) области fi представляется в виде функцноншнг области 

где = {ij = (г/1,.. .,уп) I Vj = xf^A j = Ml; X = (x i , . . . € fi}; 2p+ 1 
нечетное 1 число, удовлетворяющее условию 2р + 1 > к, 

!. _ 1.Р _ ^ 1.0 _ /1.V i.v\ 
2 р + 1 ' 

Если при к е (0,1] числа kj{j = Тдн) были нронзвольнымн из промежутка 
[О,+со), то нрн к е (1,+оо) на них накладывается ог])аннчення, а именно, 
чребуем, чтобы выиолиялиы, условия //J > О, j = Туп. Тогда к функционалу 

можно применить все рассуждения нрсды/о'щего иодглиде-
ла §3.3.2.1. В ¡юзультач'с нри.хо/ц1м к следующему основному ¡юзультату этого 
подраздела. 

Теорема 3.3.2. Пусть fi», fii - отрапичсппыс области в R", п > 2, иредста-
вили.к; в виде объсдиисиии конечного числа выпуклых областсП. Пусть вынол-
иеи1,1 условия 

2р+1 > к, к'- > О, J = En. 
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Тогда футциопал т; ^бластн вогнут, т.е. 
справедливо неравенство 

[Щ-, т; к^; П^^)] > (1 _ 

где = {(1 - ¿)го + ¿г̂  | го € € О < 2 < 1, = ^ к^, 
j=l 

к € (1,+оо), т е (0,+оо). 
Третий раздел 3.3.3 §3.3 посвящен доказательству перавепстса типа Бруппа-

Мннковского для функцнопалоп областн П пнда 

1а{к-, т; П) = [ (аИт! - а1|Ч • • • + а„\х„ - Д \хд - а^рах, 
п 7=1 

где к € (О, +оо), т, kj {j = l ,n) S [0,+оо), m + [А:"! ^ О, = Aij + • • • + 
kn, отличающихся от функционалов /(А;; m; А;"; П) только тем, что вместо точки 
минимума S = (s i , . . . ,5„) в данном случае берется произвольная точка а = 
(ai , . . . ,«„), не принадлежащая п-морному параллелепипеду (точка s минимума 
принадлежала этому параллелепипеду). В этом случае область Q лежит в одном 
из пересечений Щ = П где = {т G R" | (т, > 0}, и^ -

нормированный вектор с началом в точке О, ортогональный гиперплоскости 
Xj = О, ij = 0,1, j = 1,п; (г) = {ii...i„) — мультииндекс, (x,Uj)— скалярное 
произведение векторов х, щ. 

Основной результат данного раздела дастся следующими двумя теоремами. 
Теорема 3.3.3. Пусть fio, fii — произвольные ограниченные области 

в R", п > 2, полностью лежащие в псрссечснии H^iy Тогда функционал 
произвольных к е (0,1], m е (0,+оо), kj ( j = 

l ,n) е [О,+оо) вогнут, т.е. справедливо неравенство 

VA e [0,1], 
где fií = ( l - i ) f i o + ¿fii. 

Теорема 3.3.4. Пусть fio, fii — произвольные ограниченные областн в R", 
п>2, полностью лежащие в исрсссчспии Нцу Пусть выполнены условия 

2р + 1>к, щ>б, j = т;^. 
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Тогда фуикциошш [/„(А;,,; ; области при к е 
(1, +оо) иогиут, т.е. имеет место пераисистио 

¿€[0,1], 

где = (1 - + О < А < 1, = {у = {уи.. • ,Уп) \ % = 

= М , X = (хь . . . ,1„) € П,), I = 0,1; |А:»1 = Е 
^ - • - • 

В заключение аито]) выражает глубокую благодарность с1!оему научному ру-
ководителю Авхадневу Фариту Габнднповнчу за но;и;ержку, ценные советы, 
критические замечания и постоянное внимание к {¡аботе. 
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