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Общая характеристика работы 

Актуальность темы. В дампом дисссртацмомпом исслодомапии проно-
дптся изу'1с1тс ог1)ами'ют11.1х опс1)ато1)оп композиции и прострапстпах Со-
болеиа Орлпма, а также отоб1)ажеппГ|, п01)0жда10п1,их такие оператор1>1 
(отоб1)ажспие (р : П ^ В' П01)0ждает опс1)ато{) композиции р* по правилу 
р ' / = / о р дли любой / : О' к) . 

Для получения описания псследусм1.1х об'ьектоп решается несколько за-
дач. 

1) Нахождение необходимых и достаточных условий, при которых го-
мсомо{)(1)ИЗм р : О В', где В, В' области и К", п > 2, порождает 
ограпичеппый опс1)ато[) композиции р* : ->• Ь\[{В). Заметим, что 
если А-фуикции М,М\ , определяющие иростраисгва Соболева - Орлича, 
задаются ра1!систв0м М{и) = и'', Л/Ди) = и'\ где 1 < ? < р < оо, то задача 
сводится к случаю и1)остраиств Соболева Ь^. 

2) Оиисаиие свойств 1)е1'уляриости обратного отображения к гомеомор-
(1)изму класса Соболева 01)лича (порождающего ограпичеппый опе-
1)атор композиции р' : Ь\;^{В') -> Ь\,{В)) но известным свойствам регу-
ля1)иости прямого огображеппя. В качестве следствия доказ1.1вается теорема 
об условиях, при выполиеппи кото{)ых об1)атпый гомеомо1)физм порождает 
ограпичеииыГ! оие1)ато1) композиции другой пар|.1 пространств Соболева — 
01)лича, оп1)еделяемой по пс1)вой. 

3) Изучение вопроса о полупсп1)е{)ывпосгп снизу коэ(1)(1)пциепта искаже-
ния класса отоб{)ажеиий, порождающих ограппчешиий операто!) композиции 
ирострапств Соболева Орлича. Устаповлепие данного свойства для клас-
са отображений пг1)ает важную роль в псследоваппи ва1)пацпоппых задач, в 
частности задач тсо1)ип упругости. В настоящей 1)аботе оно п1)имепяется для 
доказательства существования решения задачи минимизации функционала 
зпергип. 

В исто1)ип изучения операторов композиции можно ш,¡делить три ос-
новных иаиравлепия, кото1)1.1е возникли щ)!! [¡ешении прикладных задач в 
1)азлпчпых областях. Пе1)вое папраююппе стало развиваться после публика-
ции Е. Шредером в 1871 1юду одной из наиболее ранних работ по теории 
оиорато1)ов композиции [1], в когоро!! он изучает слс;о'Юшую задачу: опреде-
лить функцию / и константу а такие, ч7по (/оТ)(г) = аф{г) для всех г 
ив соотаететиующей области, в которой определена функция Т. Решение 
этой задачи было предложено и статье [2) в 1881 году. В дальнейшем изуче-
ние опе1)агорои композиции в случае, когда порождающее его отображение 
является 1'оломор(1)пой (])упкцие1"1 и дейст1!ует между областями в С или С", 
стало классическим для данной теории. Первое систематическое исследова-
ние но данному нанравленню приведено в [табоге Г. Шва1)н,а 1969 года [3]. 
В последние годы изучение оне1)ато1)а композиции, порожденного голоморф-



пым отображением, пронодилос!. и различных (1>у||кциоиал1.11ых иростраи-
стиах (иростраистиа Я,„ iij)ocTi)aiicTna Бергмана и общие иространстиа Хар-
ди). В качестнс С01Ц)емеиных работ и данном iiaiii)ai!JicimH можно принести 
статьи С. Стенича [4-Gj, н которых изучается ограпичеииость и компактность 
оиерато1)а, дс1'|стную1н,сг0 из смешанного нространстна н нростраистно тина 
Блоха и Бергмана, а также рассмотрен случай несоного оие1)ато1)а компо-
зиции. Необходимость изучения оне1)атора композиции н указанных иыню 
npocTpaiicTiiax нозникаег и])!! рсшенни задач TOOjjiiH днффе1)енцирусмых ди-
намических систем, статистической механики и теории обобщешнах (¡¡уикциГ! 
(см., нанриме!), [7,8j). 

Сле;0'ю1цсс крупное нан1)анлснис снязаио с задачами тоиолог'ичсской! ди-
намики, теории Г1)уни н1)еобразонаний и изучением нснрерынных функций. 
Объектом исследонаиия н нем янляется оператор на топологических иро-
страистнах, порожденный иеирерыниым отображением. В качсстне и1)имера 
иринедем 1)аботы [9-11|. 

Третьим иа1Ц)анлснием н изучении оисрато1)ои композиции янляется ¡¡ас-
смотреиие оне1)аторон, деГютнующих иа iii)OCTi)aiicTTiax с мерой и ио1)ождси-
иых изме1)нмым 010б1)ажеиием. Вопросы о снойсгнах таких оие1)аторон ноз-
иикают и тco¡)ни эитроиии, э|)годнческой теории и классической механике 
(см. [12,13]). В нерную оче1)едь такие oиe¡)aтoI)ы рассматринались иа иро-
страистнах L,, (одно из наиболее ¡¡аниих систематических изложений исследо-
ваний li этом иаи1)анлеиии — работы Нордгреиа и Риджа [11,15]). Естестнеи-
иым разнигнем данной тематики янляется на1)|.и1юнаине исходных (|>уикцно-
иал1.т>1х и1)0страисгн. 

Особьн! иите{)ес при обзо1)е темы диссе1)тациоииого исследонаиия Н1)сд-
станляют 1)абот'ы С.К. Водоньянона и А.Д. Ухлона |1G-21], кото1)ые также 
можно отнести к т1)етт>ему ианранлеиию. В них были иолучеиы необходимые 
и достаточные условия, обеспечивающие ограниченность оие1)атора компози-
ции ¡р* : L—> ирост1)аисгн Соболева, действующих 110 правилу ((3*/ = fop. 

Отображения, ио1)ожда1ощне такие oiieiiaropbi, называются отображени-
ями с ограниченным (р,(7)-искажеиием, а при р = q = п этог класс совпадает 
с классом квазнк0И(1)0[)мт.1х отображсшй'! (см. [18]). История установления 
такой связи между Teoiaieii операторов композиции на Н1)остраистт1ах Собо-
лева и квазнконфо1)мным анализом бе1)ет начало в работах, иаиравлснных 
иа 1)ен1еиис задачи, с([)ормули1)ованной К).Г. Решетияком в 19G8 год.у: т1)ебо-
валось описать все изомо1)([)измы р* одио1)одиых пространств Соболева 
порожденных квазнкон(1ю1)мными отоб[)ажениями v? евклидова HiiocTjiaiiCTTia 
R" но правилу p*{f) = f op. 

Естестве ¡цюдолжеиием приведенных исследовашй! является изу-
чение свойств отображений, порождающих операторы композиции в других 
функциональных пространствах «соболевского тина». В данной диссе1)тацни 
проводится изучение таких oiiejiaTopoB в ¡цюстраиствах Соболева — Oiwiina. 

4 



Просчрапстпа Орлича обобщают Ь,, щюстраисгаа и более топко учтт.шают 
характер функции, их состаиляющих. 

Одним из <])уидамеиталыи.1Х ¡юзультагои и тео1)ии ¿,,-иростраистп яв-
ляется доказанная и 1910 году Ф. Рнссом (см. [22|) теорема о том, что 
(¿,,)* = где?/ двоПстисти.иЧ крнидекс,тоест1> 1 / р + 1 / р ' = 1 .Длядока-
затсл1>ства этого ((¡акта нсиолизустся исрамеистио ми < и''/р + у'''/р', и,м > 0. 
В 1912 г. и работе [23) это ие1)аве11ство было обобщено У. Юигом на случай 
выпуклых {(¡уикцнй (мг) < М{и) + Л/'(м)). На основании этих результатов в 
1931 г. 3. Бирибаум и В. Орлич опубликовали работу [24], заложившую ос-
нову георнн двойственных ([¡ункций и в дальнейшем приведшую к введению 
пространств Орлича. 

В 1932 году В. Орлич Г! статье [25], используя ноиятие двойственной 
(])ункцни, дает онредсление н1)ост1)аиств Дц/, снабжая их следующей нормой 

||м[| = sup 
reLn{D) 

J u{x)v{x)dx 

в изначалыиях нредиоложсниях Орлича (¡¡ункция М должна была удовле-
творят!. Дг-условию (раснрост1)ансние на более широкий класс было нолуче-
110 в 193G году в 1)аботс ]2С]). Вне{)вые T C I ) M I H I «ирост1)аиство Орлича» был 
иснользоваи в 1949 году в работе ]27] А. Зааиеиа. В 1950 X. Накано, а в 1955 
В. Люксембург (см. ]28, 29]) предложили 1!Т0{)0Й метод введения нормы в 
н1)0сг1)анстве Ьм, основанный на исиользованни (|)унк[цюиала Минковского 
и позволяющий И1)оводнт1. ее (¡¡актичсское ш.шнсление. Несмотря на то, что 
в работах X. Накано такая Н01)ма 6i,ijia введена на 5 лет [¡аш.ше, ее принято 
называт!. «ио{)мой Люксембу1)га». 

В качество одних из наиболее {¡аииих [¡абот, в которых 1!0зникают иро-
сг1)аиства Соболева Орлича, можно привести М0!10гра(1)ию Ю. Дубииско-
го [30], статьи Т.К. Доиальдсоиа и Н.С. Трюдсигера [31,32], а также рабо-
TI.I Р. Адамса ]33, 34]. Рассмотрение Н1)ост1)аиств Соболева - Орлича вме-
сто классшкхких соболевских иростраиств позволило иолучит!. более точные 
теоремы вложения ]32] (окоичагелг.иьн'! результат получен в терминах про-
странств 01)лича Лоренца, см. [35]). Дру1'0й важной изначальной мотиви-
ровкой рассмотрения так01'0 обобщения было peiiieime задачи Дирихле для 
эллиптических оиератори1.1х уравнений (см., например, [36]). 

Изучение нриведеиных ш.иие ¡¡абот иоз1юляет сделать вывод о том, ка-
кого рода улучшения и уточнения но сравнению со случаем Lj, возможно 
получить И])!! исиользованни иро(:т1)а!1ств OiuiiiHa. В рамках данной диссер-
тациоиной [¡абогы мы описываем необхо/и1Мые и достаточные условия, при 
Koi'opi.ix отображение!^ но1)ождает о|'раинчениый оператор композиции нро-
CTi)iiiicTB Орлича и Соболева Орлича. Получеит.1е [¡езулг.тат!.! исиол1.зу-
ются для изучения 1)егуля1)ности отоб|)ажений, об1)атн!.1х к гомеомо1)(|)измам 



класса Соболеаа — Орлича. Далее исслс;|^ется С1!011СТ1Ю замкнутости относи-
тельно локально ранномсрноИ сходимости отображении, порождающих опе-
ратор (/?*, необходимое для 1)е1нсния нариационных задач тео])!!!! ун1)у1'ости. 
Обобщение полученных и ])аботах |37, 38] 1)езультато11 и этом нан1)а11ленни 
даст иозможнос'п. изучить аналогичные проблемы теории упругости для бо-
лее широкого класса отображешнь 

Цели и задачи. Цель диссертационно!! работт.1 — изучение сноСюти 
отображснш"!, ио1)ожда1ощнх Ш'раиичснньн"! оие1)ато|) комиознцнн нро-
страистн Соболсна — Орлича. 

Основные ноложеиня, выносимые на защиту. 

• Устанонлены необходимые и досгаточш.ю услоння, при кого1)1.1х юмсо-
мо])фнзм енклидошях областей но])ождает ог1лшиченны{1 оие1)а101) ком-
позиции н1)0странсги Соболсна — Орлича. 

• Он1)еделены сиоГютна рыулярносгн отображения, 0братн010 к 10меомор-
физму класса Соболсна — Орлича, но нзнестным сноГюгнам ре1'уля1)носгн 
прямого отображения. 

• Доказана [10луне1ц)ср1.н1н0ст1. снизу козф(1)нциенто11 искажения отоб1)а-
жений из рассмот1)енных классом. 

• Используя иолученшле результат!.!, доказана тео1)ема сущестмонания за-
дачи минимизации функционала энергии для снецигин.шлх классом отоб-
¡тажеиий м усломнях нолнмынуклости и коэ])цитимности функции з;1на-
ссиной эие{)1Ч1и. 

Научная новизна. Все осномшле резул1.|'а1т,| ямляюлся ном!.1мн. 
Теоретическая и практическая значимость. Результаты носят тсо-

ротическн/) ха1)ак1'ор и могу ч' б|.1!1. нснол1.зома1н.1 снецналнсчами, р;1бо1'ающн-
ми м различшлх областях ¡тнализа, геомет1)ин, урамнений м частных нроизмод-
ных и теории унру10сти. Розулы'ат!.! дисссрчационишо нсслодомания М01'у1' 
быт1> применен!.! м образо!!ател1.ном нрочщссе ирч! 01)!'ан!13!щнн ычецкурсоч! 1!о 
теории фy!lкциoнaJ!l.l!!.1x 111)ост1)а!1стм и кмазнк0!1(|)0])м!10му а!1ал!!зу, !!1)една-
з!!аче!!1!ых для студентом, мач'нстран'том и аычнранто!! ш.чычтх учебных заме-
дечшй 

Апробация работы. Осночичые но;!оже!1!!я !1 1)езу;!!.тат|.| ¡чабот!.! !!ро-
шли а!!роба!1,н10 !1а следую1!|,нх 1!ауч1н.!х ко!!фе1)е!1!1,нях 1! сем1!!1а1)ах: 

• Между!!арод!1ая научная конферыччцчя «Метрические структур!.! и 
у!!рамляем1.!е сччстсм!,!». Номосиб1!рск, 2013. 

• Междуна1)од!1ая научччая К01!ферс1!!Ц1>! «Геометрччческнй аччаччнз !1 тео-
рия у!1ра!и!е1!1!я». Номоычбщчск, 201С. 

• Сом!Н!а1) 1!0 !еомет1)!!ческому а!]ал!1зу, И1!ст!!'тут математ!1К!1 !1м. 
С. Л. Соболе!1а СО РАН, Номос1!б!1рск. PyкoмoдитeJ!!.: д. (¡т.-м. н., Н1Ю(1)ес-
сор С. К. Вод0!!!.ян01!. 
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• Семинар лаборато1)ии 1с0мет1)ическ0й тсо1)И11 у111)а1)ле11ия, Институт 
математики им. С. Л. Соболеиа СО РАН, Ноиосибирск. Руководитель: д. ф.-
м. и., 111)офсссор А. А. Аграчсв. 

Публикации. Получеши.ю резул1.татт.1 оиубликоваш,! в пяти печатных 
изданиях [А1 А5|, из кото1)1.1х три изданы в журналах, рекомендованных 
ВАК [А1 А3|, н два в тезисах докладов и материалах конференций [А4, А5]. 
Все с(1)ормули[)ованные резулг.таты являются новыми и получены автором 
самостоятельно. Научному ¡¡уководителю С. К. Водопьянову принадлежат 
(})ормулировки задач и общее руководство работой. 

Структура и объем диссертации. Диссе1)тация состоит из введения, 
пяти глав, заключения и списка литературы. Список литературы содержит 
121 наименования и н1)иведен в Н01)ядке цттцювання. Общий об'ьем диссер-
тации составляет 98 страниц. 

Содержание работы 

Для удобства читателя используется та же нумерация утве1шдеиий и 
он1)еделений, что и в тексте диссертации. 

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых 
в рамках данной диссе1)тационной работы, и Н1)иводнтся обзор научной лите-
ратур1.1 но изучаемой проблеме. 

В главе 1 диссертационного исследования гиюдятся осиовш.ю понятия и 
доказываются всиомо1'агелы1ые утверждения. В параграфе 1.1 приводят-
ся основш.ю сведения из теории выпуклых функций н вводятся используе-
мые в работе обозначения. Далее он1)сделяются ирост1)анства Орлича Ьм, 
Н1)иводятся их свойства, используемые в диссертации, а также доказываются 
оценки на ио1)му Люксембурга для снсциази.ных классов Л'̂ -(1)ункций, опреде-
ляющих пространство Ад/. Параграф 1.2 посвящен описанию пространств 
Соболева Орлича и Ад/ и (1)01)мул1Ц)0вкс их основных сгюйств. Приво-
дится теорема вложения, аналогичная классической теореме Соболева. Кроме 
того, доказыгятется один из вариантов не1)авоиства Пуанкаре, применяемый 
в дальнейшем. В параграфе 1.3 приводится определение класса АСЬ и ап-
Н1)оксиматив1ЮЙ диффе1)сици1)уомости. Для аппроксимативно дифференци-
русм1.1Х функций гцянюдится (1)01)мула заметт неременной. Также вводится 
он1)едсленис, т'рающее важную рол1. во всем дальнейшем изложении: 

Определение 1.10. Отображпте •. О О' имеет конечное иска-жение 
{коиска-жети), если 0'р{х) = О (ас1] = 0) почти всюду па мпомссстве 

Условие конечности нскажеиня означает, что частные Н1)оизводиые отоб-
ражения обращаются в ноль почти всюду на множестве нулей Якобиана 



в п а р а г р а ф е 1 .4 дается oiii)o/;ejieiine и формулируются ociioiiiii.ie cnoii-
CTTia киазиа/урггиипых (¡¡уикций миожссти, определяются их 1Ю1)Х11яя и ниж-
няя Н1)оиз1!оди1.1е, а также нрииодятся дне леммы о иок1)1>ттии, спязаииые с 
определяемыми функциями. Сиедсния, нрииодимыс и параграфе 1.5, необ-
ходимы для (1)ормулиро1!ки и доказатсл1.стпаут11е1)ждс1Н1П iviam.i 4 и глаиы 5. 
В нем И1ЮДИТСЯ понятие кусочной (biting) сходимости и отмечаются се некото-
рые пажныо сиойстиа. Кроме того, для удобстиа читателя п параграфе 1.5 
приводится фо1)мули1Ювка TCOJ)OMI.I Мазура о cjiaGoii сходимос1Т1. 

В главе 2 определяются необходимые и достаточные условия, Н1)и кото-
рых гомеомо])(1)изм ip : D D', где D,D' — области в К", п > 2, 1Ю{юждаот 
ограниченн1.1й оператор композиции 

На но1)вом шаге, в п а р а г р а ф е 2.1, iiccjic^iyovat задача об ограниченно-
сти оиерато|)а композиции в И1юст1)апствах (){)лнча. Вводятся обозначения, 
нспол1.зуем1.1е ri дшп.пейпюм: 

й = 1пС7л//!п2, /3 = 1нСл/,/1н2, ^ = (1) 

где См.См^ — константы из Дг-условия для функций Л/ и Mi соответствен-
но. 

Устанавливается сираведливостт. следующих утверждений: 

Теорема 2.4. Пусть измеримое ошображеиис р : D D' порождает огра-
пичеппый оператор колтозгщаир' : Ljn,{D') и N-функции М, Mi 
удовлетворяют А2-уеловию. Тогда 

Достаточные условия, выраженные че1)ез обт.емную н))оизводную об-
ратного отображения, могут бг.тть нолучсиы без нщюжения дополнительных 
ограничений на Л^-(])ункцин. 

Теорема 2.5. Измеримое отображение р : D D' норо'ждаст ограничен-
ный оператор композицгш р' : Lm^D') —> Lm{D), earn 

j{y,p'')e Lj.:{D'), 

где F*{u) — функция, дополнительная к функции F{ii) = Mi{M~^{u)). 

Полученные результаты сравниваются с Teoi)eMoii, полученной [laiiee 
|'Рунной авто1)ов в статье |39]. Утверждения, доказанные в параграфе 2.1, 
являются отн1)авной точкот! в ренюнин основной задачи главы 2 в случае 
нрост1)анств Соболева — Ojwnna. Они позволяют выявить базовые ог1)ани-
чения на У-функцни, он1)едсляю1цис исследуемые пространства, связаны,le 
тол1,ко с особенностями н])остранств Ojuinna. 

В п а р а г р а ф е 2.2 фо1)мулнруются основные ноложсння главы 2. Нам 
потребуется следующее он1)сдоленнс: 



Определение 2.1. Для гомсомор(рпзма (р : О ^ О' будем рассматривать 
операторные функции искшяссния: 

[О, иначе; 

[о, иначе. 

В пе1)1!у10 очередь доказываегся следу10П1,ая вспомогательная теорема: 

Теорема 2.6. Пусть гомеоморфизм ¡р : О ^ О' порождает огран'иченный 
оператор композиции р* : -)• функции М и Мх удовлетво-
ряют А2-условию. Тогда 

Ф(Л') = вир 
V \ \1 \кц{Л ' ) \ \ } 

где С некоторая постоянная, является ограниченной монотонной счетно 
аддитивной функцией, определенной на открытых множествах из области 
О'. 

Используя н1>нвсдснную теорему, устанавливаем следующий ¡юзультат: 

Теорема 2.7. Пусть гомеоморфизм р : О О' порождает ограниченный 
оператор композиции р* : Г\ир{0') Ь\,{0) и N-функции М, Мх 
удовлетворяют А2-условит. Тогда верны следующие утверждения: 

\ ) р £ ЛСЬ(О); 
2) отображение р имеет конечное иска:яссние; 
4) конечна величина ЛА.„ = \\1<Д-,р) \ ^-^{0)11 = \\Ка{-,р) \ 

Ьос{0)\\ при Ы = Ых). 

Достаточные условия удается получить для А-фуикций несколько иного 
класса. 

Теорема 2.8. Гомеоморфтзм р : О О' порождает ограниченный опера-
тор композиции р' : ¿ '^ДД') П Ь1р(0') Ь\,{П), если фгункция ЛД удовле-
творяет А'-условию и выполнены следующие требования: 

1) реАСЦО); 
2) отобраок-.ение р имеет конечное искажение; 
3) конечна величина К^^ = I (-^Сд/ = \\Км{-,т) I 

при М Мх). 

Далее, о||е1)ато1) р' теорем 2.7 и 2.8 распространяется на все простран-
ство Для этого доказывается несколько утверждений, имеющих незави-
симый интерес. В результате (1)ормулн1)уегся следующее нредложеине: 
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Предложение 2.1. Пусть отображение ¡р : П О' порождает ограни-
ченный оператор композиции р* : Ь\1^{В') П Ь1р(П') —> Ь\,{0). Тогда рас-
пространение итого оператора по непрерыиности соопидает с оператором 
композиции р* : -> Ь\,{0). 

Параграф 2.2 зaIic¡)llIacтcя С1)а1111е1тем получепиых резульгагои с ра-
зул ¡латами работы [40|. 

В параграфе 2.3 рассмог1)сиы случаи более строгих ограиичсии!'! иаУ-
фуикции, определяющие 11рост1)аист1!а Соболева — Орлича, а именно функ-
ции вида 

гл. часы, М{и) = Q(u) = Сн"(111и)"'(1111пи)"^..(111...1пы)"", 

и А-фуикции, уд0влств01)Я10щис Д'-условию. Это иоз1Юляет приблизит!, ¡юоб-
ходим[,1с условия к досг<тточн1,ш. Особый интерес ¡¡¡¡едставляст тео1)ема 2.12. 

Теорема 2.12. Пусть (/¡упкции М и ЛД удоилетоорнют А'-уыооию и иы-
брапы так, что функция ЛД из рииепети 

ЛДЫ = Л/(2ЛД(к)), М2{и) = М{2М;{и)) (2) 

также удоалетиорлсш А'-условию. Гомеоморфгизм р : О О' порождает 
ограниченный оператор композиции р' : ПЫр^О') -> ДдДП) тогда 
и только тогда, когда выполнены слсдуннцие условия: 

\ ) р & ЛСЬ(П); 
2) отображение р имеет конечное искажение; 
3) конечна величина ЛД,д/ = \\Км{-,р) | ДиЛ ( ЛД.д/ = \\Км{%<р) | ¿эо|| 

при М = Л/] ). 
Норма оператора р* : П Ь1р(П') -> ДдДП) икиивилентна ве-

личине а гшенно аК^ м < < Лф.д/, где а — поло:>1сительная 
постоянная. 

Основной задачей главы 3 является ощюделение усла1И11) для гомео-
морфизма р € обеспечивающих pcl'yля¡)нocтl, об1)атного отображения. 
В параграфе 3.1 проведен ан;ин13 н.шравлений изучения сво^ютв обр;гт-
ного отображения но нз1!естт,1м свойствам ¡цшмого. Онределеш,! осношн.ю 
подходы к [тешеиию 'таких задач и с(])01)мулнрованы основные ¡)езул1,'таты по 
каждому нан1)авлеин10. 

В параграфе 3.2 (¡¡ормулщтуются основные ¡¡езучнлаты главы 3. 
Введем сле;|уюн1ую функцию иск;1жения для отображения р : О О': 

1См{х,р) = \ (ЛЛ-'(|./(л01))"-" 
10, иначе. 

если J{x,p) ф О, 

И) 



Также рассмот[)11м следующее усломне на А-функцнн (оно обоснечивает 
некоторые снонства для н1)остранства Соболева — Ciwiiria, cii онределяем1>1е). 

00 

l i w ) ^ dt<oo. (3) 

Доказывается следующая тео1)ема: 

Теорема 3.5. Пусть гомеоморфизм ip : D D' обладает следующими 
свойствами: 

1) € где N-функция M удовлетворяет условию (3); 
2) имеет конечное коискао/сение; 
3) fC^M = I L F , m \ < 
Тогда обратный гомеоморфизм имеет свойства: 

е WkvÀD'); 
5) <р ' имеет конечное иекао/еепие; 

G) A V , f , = I < 

Здесь N-функцгш F, F2 определяются равенствами: 

F-\u) = xi[M~\\lu)r-\ F2{u) = 

а функция Fi определяется из равенств: 
F(«) = F,{2F,{u)), F2{U) = F,{2F;{U)). 

Приводится н[)нмер, в котором в явном виде определяются функции F , 
Fi, F2 но нзвестшлм функциям Л/ и Л/р 

С помощью установленных резулг.татов параграфа 3.2 в параграфе 
3.3 доказываются теоремы об об1)атнмостн oнepaтo¡)a комнознцни для разных 
классов А-(])ункцнн. Приведем один из них. 

Теорема 3.7. Пусть функции Л/ м ЛД удовлетворяют А'-условию. Пусть, 
кроме того, N-функция M удовлетворяет условию (3). Если гомеоморфизм 
ip : D D' порождает ограниченный оператор композиции 

р- : L\,^{D') L\,{D) 

и имеет усонечпое коискаэнхние, то обратное отобра-жение : D' D 
пора-ждаеш ограниченный оператор композиции 

(р-^Г : L U D ) -> 4 , ( 0 ' ) 

и имеет конечное искао/сение. 

На следующем этане диссертационного исследования, в главе 4, рас-
сматривается вон[)ос о нолуненре1)ывности коз(])(1)Ицнснтов искажения нзу-
чешнлх ранее отоб1)ажсний. Пртищеи краткий обзор рсзул1.тато1!, связан-
ных с доказательством с1!0йства замкнутости для [¡азлнчных классов отоб-
[¡ажений. Данное свойство т р а с т важную роль (цти решенин задач теории 
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ущтугости. в частности, такие результаты для различных классом отоб1)ажс-
нин необходим!.! ДJ!Я доказатсч!!,С'!'!)а су1!1ссти0иания ])е!иеиия зад;1чи мини-
мизации (1)у1!К!1,но!1а;!а Э!1ер1'ии. В !1астоя1цей работе м!.1 получаем !10Д0бн1.!е 
с!юйст!!а д/!Я !1екот0р01'0 класса 1юмеоморфизмо!1, !1орождаю1цих 01'раничси-
1!!,!й 0!!срат'0р комнозиции 111)ост])анстн Соболеиа ()])лича. В фо[)мулиру-
емом ниже рсзул!.тато !1рсдно;!а1'аем, что Л -̂(1)у!1КЦИя М{и) удо!и!е'гио1)яет' 
Д2-ус;!отно, а (¡¡ункция Л/Ди) удоилетиоряег Д'-услоиию. Кроме то1'о, фу!1к-
ция М2{и), 0!1ределяемая ])а11енст1!ами (2), также должна удоилсттюрятч. Дг-
услоиию. 

Т е о р е м а 4.4. Пусть сохраняющие ориеттщию гомеоморфизмы послеОо-
вательпости <Рк '• П —> О', удоилетиоряют условиям теоремы 
2.8. Пусть шак'же локально равномерно сходится к гомеоморфиз-
му (ро : 1) О', а сходится слабо к некоторой вектор-функции 
и е Ь1[{В) и, кроме итого, 

1) существует ограпиченная в последовательность фуункций 
С^ € такая, что 

для почти всехх € О, если М < М\; 
2) существует ограниченная последовательность С/; > О пикая, что 

< с , , 

если М ~ Л/]. 
Тогда существует футсция С € пикая, что некоторая подпоследо-

вательность функций М2{Ск) сходится в 7сусочпом смысле к М2{С). Кро-
ме того, предельное отобраыссние (рп сохраняет ориентацию и порождает 
ограниченный операто]) композиции : причем 

1) К„{х,1ро) < {М2{С{х))у/'> для почти всехх Е О, если М < Л//; 
2) < Иш «V!« М = Л/ь 

к-юо 
Дш!ес и1)и1юдится слсдстиие из этой теорем!,I, которое будет ис!10Л!>30!!а-

110 и г л а в е 5. 
Г л а в а 5 иосияицмнт дакпзитсльсгпу •!'ео1)ем|,! су!!ц'с'!'!!0!1а!!1!я смс1!!а!1!!ой 

К1)ае1ЮЙ задачи для стацио!1а1)ной теории унру10стт1. В п а р а г р а ф е 5.1 да-
ется мат'ем;ттт1ческая модел!. иет!ииейио1"| тео1)ии у!1ру1'ости и 0иис!.1иа10'тся 
сущссгпующис подходы к [)е1!1е!!И!0 1!0ста!!ле!!!!0й задачи. Для класса ¡'инс])-
у!1ругих мат'е1)иало1! и случае ко1'да ишрузки, И1)иложени1>1е к те/!у, являются 
замороже1ин,1ми, она с!юдится (см., нанриме]), (41|) к задаче минимизации 
(})ункцио!!ала !10Л!10й Э!1е1)1тн1 

/(<р) = 1\У{х, Оф))(1х 
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па мпожсстпс допустимых деформаций. Функция \V{x,F) удоилетпоряет 
двум важным условиям: иолииыиуклости и коэрцитнвности (определения 
н1)иведсны в параграфе 5.1). 

()ни1)аяс1> на ¡¡езультап.! [38], в параграфе 5.2 для А-функции Л/2 и 
постоянной L > О вводим сле^о'ющне классы допустимых деформаций, сов-
падающих иа Г1)аиицо с некоторым 1'омсомо1)фнзмом: 

?/(Л/2, L) = {р : D D' — гомеомор(])изм с конечным искажением, 

р S W}{D), 1{р) < <x^,J[x,p) > О для н.в. X е D, ||//л/,п(-, v) I Ьд/JI < L, 
^p\iю = Щдо II- II- Iia дО), 

/{„(7, L) = {р : D D' — ¡ омеоморфизм с конечным искажением, 
р G Wl{D),I(p) < (x^,j{x,p) > О для н.в. X G 0,\\К„,ф;р) I L4 < L, 

pliiD = p\i)D II- II- iia dD). 

Функции искажения //л/,„(х, !/j) и //„.„(x, ¡/з) — частшяй случай функций 
Км{х, р) и Л'„(х, р), он1)едсленных ¡¡анес, А-(1)ункция М\{и) в которых имеет 
вид и". 

Иснол1>зуя приводимые в параграфе 5.2 1)сзул1.таты для отоб[)ажений 
с конечным искажением, мы устанавливаем сн1)аведливостт. сле;;ующей тео-
рем i.i: 

Теорема 5.3. Пусть функция \V{x, F) уОовлстооряст 'условиям поливы-
шуклосши и коор'ципшвности W{x,F) > d\F\'^ + д{х), а класс допустимых 
дсформаци-и Ti[M2, L) не пуст, L > 0. Тогда существуень 'хотя бы одно отоб-
раокаше р^) € 'Н„{'У, L) (7 ив равенств (l)j такое, что 

/(V3o) = iiif/(i/3), реП{М2,Ь). 

В заключении диссертации щяиюдеиы итоговые ¡¡езулвтаты и перспек-
тивы далыюГинего ¡¡азвития. 
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