
Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå àâòîíîìíîå îáðàçîâàòåëüíîå
ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ

¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿

Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Ïÿòîâ Ïàâåë Íèêîëàåâè÷

R-ìàòðè÷íûé ôîðìàëèçì â äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè êâàíòîâûõ ãðóïï è â èíòåãðèðóåìûõ

ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Ðåçþìå äèññåðòàöèè

íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

äîêòîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà - 2020



Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèÿì R-ìàòðè÷íîãî ôîðìàëèç-
ìà â òåîðèè êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð, ïîñòðîåíèèè q-àíàëîãîâ äèôôå-
ðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé äëÿ êâàíòîâûõ ëèíåéíûõ ãðóïï è
â èçó÷åíèè íåêîòîðûõ èíòåãðèðóåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ìîäåëåé
êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïîä R-ìàòðè÷íûì ôîðìàëèçìîì ìû ïîíèìàåì òåõíè-
êó, îñíîâàííóþ íà èñïîëüçîâàíèè R-ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû êîñ,
à â íàøåì ñëó÷àå, áîëåå êîíêðåòíî, àëãåáð Ãåêêå, â ïîñòðîåíèè è èçó÷åíèè
ðàçíîîáðàçíûõ ñòðóêòóð íà êâàíòîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è â ðàññìîòðåíèè ìàò-
ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ïðåäñòàâèì êðàòêî ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Ïåðâûé è âòîðîé ðàçäåëû ðàáîòû ïîñâÿùåíû îïðåäåëåíèþ è âûÿñíåíèþ
ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâà êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð. Â ðàçäåëå 1
ìû äàåì êðàòêîå îïèñàíèå ïðèìåíÿåìîé â äàëüíåéøåì R-ìàòðè÷íîé òåõíè-
êè è äàåì îïðåäåëåíèå êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé (ÊÌ-) àëãåáðû òèïà GL(n).
Â ðàçäåëå 2 ââîäèòñÿ êîììóòàòèâíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà ÊÌ-
àëãåáðû, îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðû ïîðîæäàþùèõ åå ýëåìåíòîâ è ïðåäúÿâëÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè � ñîîòíîøåíèÿ Íüþòîíà. Çàòåì, ôîðìóëèðóåòñÿ
îñíîâíàÿ ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà î ÊÌ-àëãåáðàõ òèïà GL(n) � q-àíàëîã òåîðå-
ìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè.

Â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ðàçäåëàõ ìû èçó÷àåì ãåéçåíáåðãîâ äóáëü íàä êâàí-
òîâîé ëèíåéíîé ãðóïïîé. Ýòîò äóáëü ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàíèåì àëãåáðû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ãðóïïå. Îí ñòðîèòñÿ êàê ñïåöèàëüíîå ñìýø-
ïðîèçâåäåíèå äâóõ çàìå÷àòåëüíûõ ÊÌ-àëãåáð: RTT-àëãåáðû è àëãåáðû óðàâ-
íåíèÿ îòðàæåíèé. Â ðàçäåëå 3 äàíî îïðåäåëåíèå ãåéçåíáåðãîâûõ äóáëåéGL(n)
è SL(n) òèïîâ, çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì q-àíàëîãà òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè
ñòðîèòñÿ èõ ñïåêòðàëüíîå ðàñøèðåíèå, è, â êà÷åñòâå ïîïóòíîãî ðåçóëüòà-
òà, ïîëó÷àþòñÿ 2 ñåðèè äèíàìè÷åñêèõ R-ìàòðèö ëèíåéíîãî òèïà. Ðàçäåë 4
ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ çàìå÷àòåëüíîé ñåðèè àâòîìîðôèçìîâ ãåéçåíáåðãî-
âà äóáëÿ. Ýòè àâòîìîðôèçìû áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå Ë.Ôàääååâûì è
À.Àíòîíîâûì è ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû èìè êàê îïåðàîðû äèñêðåòíîé ïî âðå-
ìåíè ýâîëþöèè ìîäåëè q-äåôîðìèðîâàííîãî âîë÷êà Ýéëåðà. Ìû âû÷èñëÿåì
îïåðàòîð ýâîëþöèè ýòîãî âîë÷êà.

Ðàçäåëû 5 è 6 ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà
ëèíåéíûõ êâàíòîâûõ ãðóïïàõ. Àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïî-
ðîæäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ ìàòðèöàìè ãåíåðàòîðîâ: ìàòðèöåé ãåíåðàòîðîâ RTT-
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àëãåáðû êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå; ïàðîé ìàòðèö ãåíåðàòîðîâ äâóõ
àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, èãðàþùèõ ðîëü áàçèñîâ ëåâî- è ïðàâî-èíâàðè-
àíòíûõ ïðîèçâîäíûõ Ëè; è ìàòðèöåé áàçèñíûõ 1-ôîðì íà ãðóïïå, ïîðîæäà-
þùèõ êâàíòîâóþ âíåøíþþ àëãåáðó äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Â ðàçäåëå 5
äàåòñÿ îïðåäåëåíèå òàêèõ àëãåáð òèïîâ GL(n) è SL(n) è ñòðîèòñÿ îòîáðà-
æåíèå âíåøíåé ïðîèçâîäíîé. Â ðàçäåëå 6 ñòðîèòñÿ ñïåêòðàëüíîå ðàñøèðåíèå
àëãåáð äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ; èçó÷àþòñÿ òðè ñåðèè çàìå÷àòåëüíûõ
àâòîìîðôèçìîâ íà ýòèõ àëãåáðàõ, îáîáùàþùèõ àâòîìîðôèçìû ðàçäåëà 4; à
çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ àâòîìîðôèçìîâ ñòðîèòñÿ àíòè-èíâîëþöèÿ óíè-
òàðíîãî òèïà äëÿ àëãåáð äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Â ñåäüìîì ðàçäåëå ðàáîòû R-ìàòðè÷íûé ôîðìàëèçì ïðèìåíÿåòñÿ â ïî-
ñòðîåíèè ôàêòîðèçîâàííûõ ôîðìóë äëÿ äâóõ ñåðèé ðåøåíèé êâàíòîâîãî óðàâ-
íåíèÿ Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà. Ýòè ðåøåíèÿ èìåþò îòíîøåíèå ê ìîäåëè
èíòåãðèðóåìîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà Raise and Peel, ââåäåííîãî â ðàñ-
ñìîòðåíèå ß. äå Ãèðîì, Á.Íèåíõîéñîì, Ï.Ïèðñîì è Â.Ðèòòåíáåðãîì ñ öåëüþ
ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè îòêðûòûõ À.Ðàçóìîâûì è Þ.Ñòðîãàíîâûì êîì-
áèíàòîðíûõ ñâîéñòâ ñïèíîâîé öåïî÷êè XXZ, ïðîÿâëÿþùèõñÿ â åå íåôèçè÷å-
ñêîì ðåæèìå.

Íåáîëüøèå èñòîðè÷åñêèå ââåäåíèÿ ïðåäïîñëàíû êàæäîìó òåìàòè÷åñêîìó
áëîêó äèññåðòàöèè. Âî ââåäåíèè ê ïåðâîìó ðàçäåëó êðàòêî èçëàãàåòñÿ èñ-
òîðèÿ èçó÷åíèÿ êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð. Â íà÷àëå òðåòüåãî ðàçäåëà
îáñóæäàåòñÿ èñòîðèÿ ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ. Â ïðåäèñëîâèè ê ïÿòîìó ðàçäåëó
îïèñûâàåòñÿ èñòîðèÿ è îáñóæäàþòñÿ ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ íà êâàíòîâûõ ãðóïïàõ. Âî ââåäåíèè ê ñåäüìîìó ðàçäåëó èç-
ëàãàåòñÿ èñòîðèÿ êâàíòîâûõ óðàâíåíèé Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà è èõ ïðè-
ìåíåíèÿ ê ìîäåëè Raise-and Peel. Íàøè èñòîðè÷åñêèå çàìåòêè íå ïðåòåíäóþò
íà ïîëíîòó îáçîðà âñåãî êðóãà âîïðîñîâ ïî êàæäîé èç ýòèõ îáøèðíûõ òåì. Ìû
óïîìèíàåì, â ïåðâóþ î÷åðåäü, èññëåäîâàíèÿ, ïîâëèÿâøèå íà èññëåäîâàíèÿ â
äàííîé äèññåðòàöèè.

Â âîñüìîì è äåâÿòîì ðàçäåëàõ äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó, è ñïèñîê ïðåäñòàâëÿåìûõ ê çàùèòå ñòàòåé.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì äåñÿòîì ðàçäåëå ìû ïåðå÷èñëÿåì íåäàâíèå ïðîäâèæå-
íèÿ â íàïðàâëåíèè èññëåäîâàíèé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è îáñóæäàåì ïåð-
ñïåêòèâíûå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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1 Êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå àëãåáðû

Ñ ñàìîãî ñîçäàíèÿ ëåíèíãðàäñêîé øêîëîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè êâàíòîâî-
ãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÊÌÎÇ) â åãî ôîðìàëèçìå ïðîñìàòðè-
âàëèñü íåÿâíî êîíñòðóêöèè òåîðèè êâàíòîâûõ ãðóïï. Èõ îòêðûòèå ïðèíàä-
ëåæèò Â. Äðèíôåëüäó [D1].

R-ìàòðè÷íûé ôîðìàëèçì â òåîðèè êâàíòîâûõ ãðóïï àêòèâíî ðàçâèâàëñÿ
ñ êîíöà 80-õ ãîäîâ â ïðèëîæåíèè ê êâàíòîâûì èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì è
â èññëåäîâàíèÿõ ïî íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè êâàíòîâûõ ãðóïï. Ïîìèìî
èçíà÷àëüíî ïðèñóòñòâîâàøèõ â ôîðìàëèçìå ÊÌÎÇ, òàê íàçûâàåìûõ, RTT-
àëãåáð, � êâàíòîâàííûõ àëãåáð ôóíêöèé íà ãðóïïàõ Ëè [FRT], âàæíóþ ðîëü
â ðàçâèòèè òåîðèè è ïðèëîæåíèé êâàíòîâûõ ãðóïï ñûãðàëî åùå îäíî çàìå÷à-
òåëüíîå ñåìåéñòâî àëãåáð, ïîðîæäàåìûõ ìàòðè÷íûìè êîìïîíåíòàìè: àëãåáðû
óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé [Ch1, KS]. Ïðè çíà÷èòåëüíûõ ðàçëè÷èÿõ â ñòðóêòóðå
è â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ äâóõ ñåìåéñòâ â èõ èññëåäîâàíèè âîçíèêàþò
îáùèå êîíñòðóêöèè (êâàíòîâûé ñëåä, êâàíòîâûé äåòåðìèíàíò, q-îáîáùåíèÿ
ñîîòíîøåíèé Íüþòîíà è òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè), ðîäíÿùèå èõ ñ êëàñ-
ñè÷åñêèìè ìàòðè÷íûìè àëãåáðàìè (ñì. [EOW, NT, PS, Zh]). Ïîýòîìó åñòå-
ñòâåííûì øàãîì ñòàëî îáúåäèíåííèå ýòèõ äâóõ ñåìåéñòâ â åäèíîì ñåìåéñòâå
êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ (ÊÌ-) àëãåáð, ïðåäëîæåííîå íåçàâèñèìî è èç ðàçíûõ
ñîîáðàæåíèé â ðàáîòàõ [H, IOP1]. Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ ýòèõ àëãåáð ñòàíåò
ïðåäìåòîì íàøåãî èçó÷åíèÿ â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ.

Êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå àëãåáðû � ñåìåéñòâî àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ åäè-
íèöåé, ïîðîæäàåìûõ íàáîðîì ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíò {Mij}ni,j=1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ êâàäðàòè÷íûì ñîîòíîøåíèÿì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ
çàäàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì, òàê íàçûâàåìûõ, R-ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïïû êîñ è îïðåäåëÿþò ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè ãåíåðàòîðîâMij. Èìåííî òè-
ïè÷åñêèå ñâîéñòâà R-ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîçâîëÿþò äîêàçûâàòü ñòðóê-
òóðíûå ðåçóëüòàòû î ÊÌ-àëãåáðàõ. Îíè îïðåäåëÿþò êîíêðåòíûé âèä òîæ-
äåñòâ Ãàìèëüòîíà-Êýëè è ñòðóêòóðó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîäàëãåáð â ÊÌ-
àëãåáðàõ.

Ìû íà÷íåì ñ êðàòêîãî îáçîðà R-ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû êîñ,
îòíîñÿùèõñÿ ê òèïó ãåêêåâñêèõ. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ â ïîñòðî-
åíèè ñåìåéñòâ ÊÌ-àëãåáð ëèíåéíûõ òèïîâ: GL(n), SL(n), GL(n|m). Ïåðâûå
äâà ñåìåéñòâà áóäóò îñíîâíûìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ â ýòîì ðàçäåëå.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå C-ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V , dimV = n. Çà-
ôèêñèðîâàâ â íåì áàçèñ {vj}nj=1, ìû îòîæäåñòâëÿåì îïåðàòîðûX ∈ End(V ⊗n)
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ñ ìàòðèöàìè Xk1k2...kn
j1j2...jn

.
Äëÿ âñÿêîãî X ∈ End(V ⊗m) è äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

Xi ∈ End(V ⊗n), n ≥ i+m− 1, îïåðàòîð, ìàòðèöà êîòîðîãî èìååò âèä

(Xi)
k1...kn
j1...jn

= I
k1...ki−1
j1...ji−1

X
ki...ki+m−1
ji...ji+m−1

I
ki+m...kn
ji+m...jn

. (1.1)

Çäåñü è äàëåå ñèìâîëîì I îáîçíà÷àåòñÿ òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Îïåðàòîð R ∈ Aut(V ⊗2), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñîòíîøåíèå

R1R2R1 = R2R1R2, (1.2)

íàçûâàåòñÿ R-ìàòðèöåé.
Îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè P ∈ Aut(V ⊗2): P (u⊗v)=v⊗u ∀u, v ∈ V ÿâëÿåòñÿ

R-ìàòðèöåé. Åñëè R � R-ìàòðèöà, òî è R−1 ÿâëÿåòñÿ R-ìàòðèöåé.
Âñÿêàÿ R-ìàòðèöà R ïîðîæäàåò ñåðèþ ïðåäñòàâëåíèé ρR ãðóïï êîñ Bn

ρR : Bn → Aut(V ⊗n) , gi 7→ Ri, 1 ≤ i ≤ n− 1. (1.3)

Çäåñü ñèìâîëàìè gi îáîçíà÷åíû àðòèíîâû ãåíåðàòîðû ãðóïïû êîñ.
R-ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êîñî îáðàòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ΨR ∈

End(V ⊗2), òàêîé ÷òî

Tr(2)R12ΨR23 = Tr(2)ΨR12R23 = P13 . (1.4)

Â çàïèñè ýòîé ôîðìóëû ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå Xij, óêàçûâàþùåå ÿâ-
íî ïîðÿäêîâûå íîìåðà ïðîñòðàíñòâ V , â êîòîðûõ îïåðàòîð X äåéñòâóåò íå
òîæäåñòâåííî (íàïðèìåð, P13 = P j1j3

i1i3
Ij2i2 ). Ñèìâîëîì Tr(i) çäåñü è äàëåå ìû

îáîçíà÷àåì îïåðàöèþ âçÿòèÿ ñëåäà â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì i.

Äëÿ êîñî îáðàòèìîé R-ìàòðèöû R îïðåäåëèì îïåðàòîð DR ∈ End(V )

DR1 = Tr(2)ΨR12. (1.5)

R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî êîñî îáðàòèìîé, åñëè DR îáðàòèìà. Åñëè R-ìàòðèöà R
ñòðîãî êîñî îáðàòèìà, òî R−1 òîæå ñòðîãî êîñî îáðàòèìà [Gu], ïðè÷åì

(DR−1)
−1
2 = = Tr(1)ΨR12.

Êîñî îáðàòèìîé R-ìàòðèöå R ñîïîñòàâèì C-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå TrR :
End(V ) ⊗W → W èç ïðîñòðàíñòâà n×n ìàòðèö, ñ êîìïîíåíòàìè ïðèíàä-
ëåæàùèìè C-ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó W , â ïðîñòðàíñòâî W

TrR(M) =
∑

n

j,k=1DR

k
jM

j
k ∀M ∈ End(V )⊗W. (1.6)
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Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ R-ñëåäîì. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðåñòàíîâ-
êà P ñòðîãî êîñî îáðàòèìà, à TrP ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ñëåäîì. Õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì R-ñëåäà ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

TrR (2)R1 = I1. (1.7)

R-ìàòðèöà R, ÷åé ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì, íà-
çûâàåòñÿ ãåêêåâñêîé. Ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí òàêîé R-ìàòðèöû âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(R− qI)(R + q−1I) = 0, (1.8)

ãäå q ∈ C\{0} � îòëè÷íûé îò íóëÿ êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð.
R-ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (1.3), ïîðîæäàåìûå ãåêêåâñêèìè R-ìàòðèöàìè,

ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáð Èâàõîðè-Ãåêêå Hn(q), ÷üè àðòèíîâû ãåíå-
ðàòîðû gi óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòè÷íûì óñëîâèÿì (gi − q1)(gi + q−11) = 0 �
ñîîòíîøåíèÿì Ãåêêå. Â àëãåáðàõHn(q) ìîæíî çàäàòü íàáîð, òàê íàçûâàåìûõ,
áàêñòåðèçîâàííûõ ãåíåðàòîðîâ

gi(x) = 1 + x−1
q−q−1 gi, x ∈ C\{0}, i = 1, . . . , n− 1, (1.9)

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

gi(x) gi+1(xy) gi(y) = gi+1(y) gi(xy) gi+1(x), (1.10)

gi(x)gi(x
−1) = (qx−q−1)(qx−1−q−1)

(q−q−1)2 1, (1.11)

èìåíóåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿìè ßíãà-Áàêñòåðà è ñîîòíîøåíèÿìè
óíèòàðíîñòè. Áàêñòåðèçîâàííûå ýëåìåíòû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð Èâàõîðè-Ãåêêå. Â ÷àñòíîñòè, ñ èõ ïîìîùüþ çàäàþòñÿ
ðåêóððåíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðû ïðèìèòèâíûõ öåíòðàëüíûõ èäåìïîòåí-
òîâ a(n), s(n) ∈ Hn(q) [J, Gy]:

a(1) = s(1) = 1,

a(i+1) = qi

[i+1]q
a(i) gi(q

−2i) a(i), s(i+1) = q−i

[i+1]q
s(i) gi(q

2i) s(i) ∀ i ≥ 1, (1.12)

gja
(n) = a(n)gj = −q−1a(n), gjs

(n) = s(n)gj = qs(n) ∀j : 1 ≤ j ≤ n− 1.

Çäåñü [i]q = (qi − q−i)/(q − q−1) � ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ q-÷èñåë. Âî
èçáåæàíèå ñèíãóëÿðíîñòåé ïðè îïðåäåëåíèè a(n), s(n) ìû ïîëàãàåì

[i]q 6= 0 ∀ i : 2 ≤ i ≤ n. (1.13)
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Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñòðîãî êîñîîáðàòèìàÿ ãåêêåâñêàÿ R-ìàòðèöà R íàçû-
âàåòñÿ R-ìàòðèöåé òèïà GL(n), åñëè â ïîðîæäàåìîì åé ïðåäñòàâëåíèè ρR
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

rank ρR(a(i)) > 0 ∀ i = 1, . . . , n, ρR(a(n+1)) = 0. (1.14)

Êàê ïîêàçàíî â [Gu], äëÿ R-ìàòðèö òèïà GL(n) âåðíî ñîîòíîøåíèå

rank ρR(a(n)) = 1.

Ýòî ïîçâîëÿåò ââîäèòü ïîíÿòèå q-îïðåäåëèòåëÿ â êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àë-
ãåáðàõ, ñâÿçàííûõ ñ òàêèìè R-ìàòðèöàìè (ñì. íèæå).

Ñåðèÿ R-ìàòðèö Äðèíôåëüäà-Äæèìáî

R(DJ) =
n∑

j,k=1

qδjkEjk ⊗ Ekj + (q − q−1)
∑
j<k

Ejj ⊗ Ekk, (1.15)

ãäå (Ejk)
m
l := δjm δkl, j, k,m, l = 1, . . . ,n, � áàçèñ ìàòðè÷íûõ åäèíèö, ÿâëÿ-

åòñÿ íàèáîëåå èçâåñòíûì, íî äàëåêî íå åäèíñòâåííûì ïðèìåðîì R-ìàòðèö
òèïà GL(n). Â äàííîì ïðèìåðå n = dimV = n, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî
íå òàê (êîíòðïðèìåðû ïîñòðîåíû â [Gu]). Ê òèïó GL(n) îòíîñÿòñÿ òàêæå
ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå îáîáùåíèÿ R-ìàòðèö (1.15) [R1], ñåìåéñòâî R-ìàòðèö
Êðåììåðà-Æåðâå [CG, IO] è äð.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà {R,F} R-ìàòðèö R è F íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé R-
ìàòðè÷íîé ïàðîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

R1 F2 F1 = F2 F1R2 , R2 F1 F2 = F1 F2R1 , (1.16)

Ðàâåíñòâà (1.16) íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè òâèñòà. Ïàðû R-ìàòðèö {R,P}
è {R,R} ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè.

Ñîâìåñòíûì ïàðàì ñòðîãî êîñîîáðàòèìûõ R-ìàòðèö {R,F} ìû áóäåì ñî-
ïîñòàâëÿòü êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå àëãåáðû M(R,F ). Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ
íàì ïîòðåáóåòñÿ ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà W = C〈1,M b

a〉, ïîðîæäà-
åìàÿ åäèíèöåé è êîìïîíåíòàìè n×n ìàòðèöû M = ‖M b

a‖na,b=1. Ìû òàêæå

áóäåì èñïîëüçîâàòü i-êîïèè ìàðèöû M : Mi, i ≥ 1, çàäàâàåìûå ðåêóððåíòíî
ñ èñïîëüçîâàíèåì R-ìàòðèöû F

M1 := M1, Mi := Fi−1Mi−1F
−1
i−1 ∀ i > 1. (1.17)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå F = P i-êîïèè îïåðàòîðà M ∈ End(V ) ⊗W ñîâïàäàþò ñ
åãî îáû÷íûìè êîïèÿìè (1.1): Mi = Mi.
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Îïðåäåëåíèå 1.2. [H, IOP1]. Ïóñòü {R,F} � ñîâìåñòíàÿ ïàðà ñòðîãî êî-
ñîîáðàòèìûõ R-ìàòðèö. Ôàêòîð-àëãåáðà ñâîáîäíîé àëãåáðû W = C〈1,M b

a〉,
a, b = 1, . . . ,n, ïî äâóñòîðîííåìó èäåàëó, ïîðîæäàåìîìó ñîîòíîøåíèÿìè

R1M1M2 = M1M2R1, (1.18)

íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé (ÊÌ-) àëãåáðîé è îáîçíà÷àåòñÿM(R,F ).
Â ñëó÷àå, åñëè R � ãåêêåâñêàÿ R-ìàòðèöà (R-ìàòðèöà òèïà GL(n)),

ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà M(R,F ) íàçûâàåòñÿ ãåêêåâñêîé ÊÌ-àëãåáðîé
(ÊÌ-àëãåáðîé òèïà GL(n)).

Â àëãåáðåM(R,F ) äëÿ âñåõ i-êîïèé ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâM âûïîëíÿþò-
ñÿ ñîîòíîøåíèÿ [IOP1]

RiMiMi+1 = MiMi+1Ri, ∀ i ≥ 1, (1.19)

ïðè÷åì ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà i ñîîòíîøåíèÿ (1.19) ýêâèâàëåíò-
íû.

Ïîæàëóé, íàèáîëåå âàæíûìè ïðèìåðàìè êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð,
àâëÿþòñÿ àëãåáðû, îòâå÷àþùèå ñîâìåñòíûì ïàðàì {R,P} è {R,R}.

Ïàðå {R,P} îòâå÷àåò, òàê íàçûâàåìàÿ, RTT -àëãåáðà [D1, FRT]. Îáû÷íî
ìàòðèöó åå ãåíåðàòîðîâ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì T . Ñîîòíîøåíèÿ (1.18) â äàí-
íîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

R1T1T2 = T1T2R1. (1.20)

Ïàðå {R,R} îòâå÷àåò àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé [Ch1, KS]. Ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó ãåíåðàòîðîâ ýòîé àëãåáðû ñèìâîëîì L. Ñîîòíîøåíèÿ
(1.18) äëÿ ãåíåðàòîðîâ ýòîé àëãåáðû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

R1L1R1L1 = L1R1L1R1. (1.21)

Îáà ýòè ñåìåéñòâà ÊÌ-àëãåáð èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè è èçó-
÷åíèè èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îáà ñåìåéñòâà îá-
ëàäàþò äîïîëíèòåëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. Íàì áóäåò â äàëü-
íåéøåì âàæíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ýòèõ àëãåáð: â ñëó÷àå R = R(DJ)

RTT-àëãåáðà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê àëãåáðà êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé íà ãðóï-
ïå GL(n), àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êâàíòîâàíèåì àë-
ãåáðû ïðàâî-èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà GL(n). Ïðè-
ìåíåíèå ýòèõ àëãåáð â ïîñòðîåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà êâíòî-
âûõ ãðóïïàõ ìû îáñóäèì ðàçäåëàõ 3 è 5. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ñôîðìó-
ëèðóåì îáùèå äëÿ âñåõ ÊÌ-àëãåáð GL(n) òèïà ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòàòû.
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2 Ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû è q-àíàëîã

òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè

Ðàññìîòðèì â ÊÌ-àëãåáðåM(R,F ) ëèíåéíóþ îáîëî÷êó åäèíèöû è âñåõ ýëå-
ìåíòîâ âèäà

ch(x(k)) := TrR (1 . . . k)

(
ρR(x(k))M1M2 . . .Mk

)
∀ k ≥ 1, (2.1)

ãäå x(k) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïîâîé àëãåáðû C[Bk]. Áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ñèìâîëîì C(R,F ).

Óòâåðæäåíèå 2.1. C(R,F ) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîäàëãåáðîé ÊÌ-àëãåáðû
M(R,F ). Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó ïîäàëãåáðó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïðèíàä-
ëåæèò åå öåòðó: C(R,R) ⊂ Z[M(R,R)].

Ïðèìå÷àíèÿ.

• Àáåëåâîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîäàëãåáð RTT-àëãåáð áûëà âïåðâûå îò-
ìå÷åíà â ðàáîòå [Mai], ãäå ïðîâåðÿëàñü êîììóòàòèâíîñòü ýëåìåíòîâ C(R,P ),
íàçûâàåìûõ ñòåïåííûìè ñóììàìè (ñì. íèæå). Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî
àáåëåâîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÊÌ-àëãåáð ïðèâåäåíî â [IOP1].

• Öåíòðàëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû äëÿ àëãåáð óðàâíåíèÿ
îòðàæåíèé äîêàçûâàëàñü â [D2, R2] ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèè êâà-
çèòðåóãîëüíûõ àëãåáð Õîïôà. Â ôîðìàëèçìå ÊÌ-àëãåáð äîêàçàòåëüñòâî
öåíòðàëüíîñòè ïðèâåäåíî â [IP2].

Ïðè èçó÷åíèè óìíîæåíèÿ â õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ àëãåáðàõ ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ñëåäóþùèå íàáîðû ýëåìåíòîâ.

Ñòåïåííûå ñóììû pi, i ≥ 0:

p0 := TrR(I) 1 (=q−n[n]q1 â GL(n) ñëó÷àå), p1(M) := TrR(M),

pk(M) := TrR (1 . . . k) (Rk−1 . . . R2R1M1M2 . . .Mk) , k = 2, 3, . . . . (2.2)

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÊÌ-àëãåáð ãåêêåâñêîãî òèïà òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ei, i ≥ 0:

e0 := 1,

ek(M) := TrR (1 . . . k)

(
(ρR(a(k))M1M2 . . .Mk

)
, k = 1, 2, . . . . (2.3)
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Ïðè ýòîì äëÿ êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ek íà ïàðàìåòð q íàêëàäûâàþòñÿ
îãðàíè÷åíèÿ q : [i]q 6= 0 ∀i = 2, . . . , k. Îòìåòèì, ÷òî â ÊÌ-àëãåáðàõ òèïà
GL(n) ÷èñëî íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ei êîíå÷íî: en+i = 0 ∀i > 0.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì óêàçûâàòü àðãóìåíò â îáîçíà÷åíèè ñòåïåííûõ
ñóìì è ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ëèøü â ñëó÷àÿõ, êîãäà
åãî îòñóòñòâèå ìîæåò âûçâàòü ïóòàíèöó (ñì., íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå 3.2).

Óòâåðæäåíèå 2.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà ãåêêåâñêîé ÊÌ-àëãåáðû
ïîðîæäàåòñÿ íàáîðîì ñòåïåííûõ ñóìì {pi}i≥0. Ïðè óñëîâèè [i]q 6= 0 ∀i ≥ 2,
îíà òàêæå ïîðîæäàåòñÿ íàáîðîì ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ {ei}i≥0. Ýòè äâà íàáîðà ãåíåðàòîðîâ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé q-àíàëî-
ãàìè ñîîòíîøåíèé Íüþòîíà

k−1∑
i=0

(−q)i ei pk−i = (−1)k−1 [k]q ek ∀ k ≥ 0. (2.4)

Ïðåäñòàâëåíèå íàáîðà ãåíåðàòîðîâ {M b
a}a,b=1,...,n ÊÌ-àëãåáðû â âèäå ìàò-

ðèöû ïîçâîëÿåò íå òîëüêî êîìïàêòíûì îáðàçîì çàïèñûâàòü ñîîòíîøåíèÿ íà
íèõ (1.18). Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ÊÌ-àëãåáð ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå àíàëîãà òåîðå-
ìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ M . Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ýòîé
òåîðåìû íàì òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìàòðè÷íîé ñòåïåíè M .

Ìàòðèöà

(Mk)1 = TrR (2 . . . k) (Rk−1 . . . R2R1M1M2 . . .Mk) , k = 2, 3, . . . (2.5)

íàçûâàåòñÿ k-îé ìàòðè÷íîé ñòåïåíüþ ìàòðèöû M ãåíåðàòîðîâ ÊÌ-àëãåáðû
M(R,F ). Ìû èñïîëüçóåì íàä÷åðêíóòûé ñèìâîë k â îïðåäåëåíèè (2.5), ÷òîáû
èñêëþ÷èòü âîçìîæíóþ ïóòàíèöó ñ îáîçíà÷åíèåì îáû÷íîé ìàòðè÷íîé ñòåïåíè
Mk. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì M 1 = M , M 0 = I.

Äëÿ ìàòðèö L ãåíåðàòîðîâ àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé M(R,R) (1.21)
ïîíÿòèÿ íàä÷åðêíóòîé è îáû÷íîé ìàòðè÷íûõ ñòåïåíåé ñîâïàäàþò: Lk ≡ Lk.

Íàä÷åðêíóòóþ ìàòðè÷íóþ ñòåïåíü, êàê è îáû÷íóþ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè ? ê
ïàðàì ìàòðèö M è N :

M ?N = M · φ(N), (2.6)

ãäå φ � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà

φ(N)1 = TrR (2) (N2R12) , (2.7)
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à ñèìâîëîì "·" îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ îáû÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Îòîáðà-
æåíèå φ çàäàåòñÿ ïî ñîâìåñòíîé ïàðå ñòðîãî êîñîîáðàòèìûõ R-ìàòðèö {R,F}
è ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì [OP].

Ýêâèâàëåíòíîé ôîðìîé îïðåäåëåíèÿ (2.5) ÿâëÿåòñÿ

Mk = M ?M ? . . . ? M︸ ︷︷ ︸
k ðàç

, (2.8)

ïðè ýòîì àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ? ïðèâîäèò ê àääèòèâíîñòè ïðîöåäóðû
âîçâåäåíèÿ â íàä÷åðêíóòóþ ñòåïåíü

Mk ? M j = Mk+j.

Òåîðåìà 2.3. (q-àíàëîã òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè).
Äëÿ ìàòðèöû M ãåíåðàòîðîâ ÊÌ-àëãåáðû òèïà GL(n) âûïîëíÿåòñÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå òîæäåñòâî

n∑
i=0

(−q)iMn−i ei = 0 . (2.9)

Ïðèìå÷àíèÿ.

• Ñîîòíîøåíèÿ Íüþòîíà äëÿ àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé áûëè âûâåäåíû
â ñòàòüÿõ [PS, GPS1], èõ îáîùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ãåêêåâñêîé
ÊÌ-àëãåáðû äîêàçàíî â [IOP1]. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ÊÌ-àëãåáðû
èñïîëüçîâàâøååñÿ â [IOP1], îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåííîãî âûøå. Ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé äîêàçûâàåòñÿ â [IOP2].

• Òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, ñâÿçàí-
íûõ ñ R-ìàòðèöåé Äðèíôåëüäà-Äæèìáî (1.15), áûëè äîêàçàíû â [NT].
Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé òèïà
GL(n) ïðåäñòàâëåíî â [GPS1], à íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ÊÌ-àëãåáðû
òèïà GL(n) â [IOP1]. Ðàíåå âàðèàíòû òîæäåñòâ Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ
íåêîòîðûõ ïðèìåðîâ RTT-àëãåáð îáñóæäàëèñü â [EOW].

• Â ðàáîòàõ È.Ãåëüôàíäà, Â. Ðåòàõà è ñîàâòîðîâ (ñì.[G-T] è ññûëêè â
íåé) ðàññìàòðèâàëîñü èíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè íà ñëó-
÷àé íåêîììóòàòèâíûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Â ýòîì ïîäõîäå ââîäèò-
ñÿ ïîíÿòèå êâàçèäåòåðìèíàíòà, ïîçâîëÿþùåå ñòðîèòü àíàëîãè ôîðìóë
è óòâåðæäåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìàòðèö äëÿ íàèáîëåå îáùåãî ñå-
ìåéñòâà àëãåáð ïîðîæäàåìûõ ìàòðè÷íûìè êîìïîíåíòàìè. Ïðè ýòîì íå
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èñïîëüçóþòñÿ R-ìàòðèöû è íå íàêëàäûâàþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå êâàäðà-
òè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ íà ìàòðè÷íûå ãåíåðàòîðû (1.18). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ìàòðè÷íûõ ñòåïåíåé ïðèìåíÿåòñÿ êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ìàòðè÷íîãî
óìíîæåíèÿ; ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òîæäåñòâà
çàìåíÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè, ïðè÷åì êîìïîíåíòû ýòèõ ìàò-
ðèö ÿâëÿþòñÿ íå ìíîãî÷ëåíàìè, à ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ãåíåðàòî-
ðîâ àëãåáðû. Òàêóþ öåíó ïðèõîäèòñÿ çàïëàòèòü çà áîëüøóþ îáùíîñòü
ðàññìîòðåíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, îòâå÷àþ-
ùèõ R-ìàòðèöå Äðèíôåëüäà-Äæèìáî (1.15), õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òîæäå-
ñòâà Ãåëüôàíäà, Ðåòàõà è ñîàâòîðîâ ñîâïàäàþò ñ (2.9), îäíàêî äëÿ ÊÌ-
àëãåáð îáùåãî âèäà ñâÿçè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òîæäåñòâ â äâóõ ïîäõîäàõ
íå ïðîñìàòðèâàåòñÿ.

Èç òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îáðà-
òèìîñòè ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ KM-àëãåáðû òèïà GL(n) êàê ïî îòíîøåíèþ
ê îáû÷íîìó ìàòðè÷íîìó óìíîæåíèþ, òàê è ïî îòíîøåíèþ ê óìíîæåíèþ ?
(2.6), ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîñòü ýëåìåíòà en. Â àëãåáðàõM(R,F ) òèïà GL(n) ñ
ýëåìåíòîì en ñâÿçûâàþò ïîíÿòèå êâàíòîâîãî îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ãåíåðà-
òîðîâ M (ñì. íèæå).

Ðàññìîòðèì ôàêòîðèçàöèþ ÊÌ-àëãåáðû GL(n) òèïà ïî ñîîòíîøåíèþ âè-
äà en ∼ 1. Òàêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ïðèâîäèò ê êîíòðîëèðóåìîìó è èíòåðåñíîìó
ðåçóëüòàòó â ñëó÷àå, åñëè ýëåìåíò en ïðèíàäëåæèò öåíòðó ÊÌ-àëãåáðû. Â àë-
ãåáðàõ óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé óñëîâèå öåíòðàëüíîñòè en âûïîëíåíî âñåãäà. Â
RTT-àëãåáðàõ óñëîâèÿ öåíòðàëüíîñòè êâàíòîâîãî îïðåäåëèòåëÿ îïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 2.4. [Gu] Â RTT-àëãåáðå (1.20) òèïà GL(n) äëÿ êâàíòîâîãî
îïðåäåëèòåëÿ en è ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû T âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ

T en = en (OR)−1 T OR, (2.10)

ãäå âçàèìîíîîáðàòíûå ìàòðèöû OR, (OR)−1 çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

OR1 = [n]q TrR (2, . . . , n+1)

(
P1P2 . . . Pn ρR(a(n))

)
, (2.11)

(O−1
R

)1 = [n]q TrR (2, . . . , n+1)

(
ρR(a(n))Pn . . . P2P1

)
.

Ðóêîâîäñòâóÿñü ýòèì ðåçóëüòàòîì, ìû ìîæåì âûäåëèòü ïîäêëàññ RTT-
àëãåáð òèïà SL(n).
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Ðàññìîòðèì RTT-àëãåáðóM(R,P ) òèïà GL(n). Êâàí-
òîâûì îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû åå ãåíåðàòîðîâ T íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò1

detRT := Tr (1...n)

(
ρR(a(n))T1T2 . . . Tn

)
= qn

2

en(T ), (2.12)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàþùàÿ åå R-ìàòðèöà R òàêîâà, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ìàòðèöà OR (2.11) ñêàëÿðíà. Â òàêîì ñëó÷àå êâàíòîâûé îïðåäåëèòåëü
ïðèíàäëåæèò öåíòðó àëãåáðû, è ôàêòîð-àëãåáðàM(R,P ) ïî ñîîòíîøåíèþ
detRT = 1 íàçûâàåòñÿ RTT-àëãåáðîé òèïà SL(n).

Âàæíûì ñâðéñòâîì RTT-àëãåáð òèïà SL(n) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîñòü ìàò-
ðèöû ãåíåðàòîðîâ T èëè, èíûìè ñëîâàìè, íàëè÷èå îòîáðàæåíèÿ àíòèïîäà
T 7→ T−1 : T T−1 = T−1 T = I, êîòîðîå ïðåâðàùàåò åå â àëãåáðó Õîïôà (ñì.
[FRT]). ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ T−1 äàåòñÿ ôîðìóëîé

(T−1)1 = qn(n−1) [n]q TrR (2, . . . , n)

(
T2 . . . Tn ρR(a(n))

)
. (2.13)

Õîðîøî èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè RTT-àëãåáð òèïà SL(n) ÿâëÿþòñÿ êâàíòî-
âàííûå àëãåáðû ôóíêöèé íà ãðóïïàõ SL(n) [FRT], â ïîñòðîåíèè êîòîðûõ èñ-
ïîëüçóþòñÿ R-ìàòðèöû Äðèíôåëüäà-Äæèìáî (1.15), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì îïðåäåëåíèÿ (2.5). Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî äëÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ R-
ìàòðèö òèïà GL(n) [R1] óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ (2.5), êàê ïðàâèëî, íå âûïîë-
íÿþòñÿ.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû çàéìåìñÿ èññëåäîâàíèåì ñòðóêòóðû ãåéçåíáåð-
ãîâà äóáëÿ (îïðåäåëåíèå ñì. íèæå) íàä RTT-àëãåáðàìè òèïà SL(n).

3 Êâàíòîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ëè-

íåéíûõ ãðóïïàõ

Ãåéçåíáåðãîâ äóáëü íàä êâàíòîâîé ãðóïïîé áûë ââåäåí âåäåí â ðàññìîòðå-
íèå â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòàõ Ì.Ñåìåíîâà-Òÿí-Øàíñêîãî
è äð. [S, AF1, SWZ2]. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îí ÿâëÿåòñÿ ñìýø-
ïðîèçâåäåíèåì êâàíòîâàííîé óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû è äâîé-
ñòâåííîé åé àëãåáðû Õîïôà (ñì. [Mon]). Â äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè ãåéçåíáåðãîâ äóáëü ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êâàíòîâàíèå àëãåá-
ðû äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ãðóïïå Ëè èëè, èíà÷å, êâàíòîâàíèå

1Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòà detRT âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû îí áûë ãðóïïî-
âûì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîóìíîæåíèÿ ∆(T jk ) =

∑n
m=1 T

j
m ⊗ Tmk .
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àëãåáðû ôóíêöèé íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ãðóïïû Ëè. Ïîñêîëüêó êî-
êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ ãðóïï Ëè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè ôàçîâûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè ïðè ôîðìóëèðîâêå êëàññè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé, ñòîèò
îæèäàòü, ÷òî ãåéçåíáåðãîâ äóáëü ñûãðàåò àíàëîãè÷íóþ ðîëü â òåîðèè êâàí-
òîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû çàíèìàåìñÿ èçó÷åíèåì ñòðóêòóðû ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ
íàä RTT-àëãåáðîé òèïà SL(n). Ìû ñòðîèì åãî ñïåêòðàëüíîå ðàñøèðåíèå è
ââîäèì â ñïåêòðàëüíî ðàñøèðåííîì äóáëå íîâûé íàáîð ãåíåðàòîðîâ. Âû÷èñ-
ëåíèå ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ýòèõ ãåíåðàòîðîâ äàåò íîâûé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ R-ìàòðèö GL(n) òèïà, êàê èçâåñòíîé ñåðèè, òàê è
ðàíåå íå âñòðå÷àâøåéñÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ ãåíå-
ðàòîðîâ ìû ðåøèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè êâàíòîâîé ìîäåëè
q-äåôîðìèðîâàííîãî èçîòðîïíîãî âîë÷êà [AF1, AF2].

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ðàññìîòðèì ïàðó ÊÌ-àëãåáð, àññîöèèðóåìûõ ñî ñòðîãî
êîñîîáðàòèìîé R-ìàòðèöåé R: RTT-àëãåáðóM(R,P ), ïîðîæäàåìóþ ìàò-
ðèöåé ãåíåðàòîðîâ T ñ ñîîòíîøåíèÿìè (1.20), è àëãåáðó óðàâíåíèÿ îòðà-
æåíèéM(R,R), ïîðîæäàåìóþ ìàòðèöåé ãåíåðàòîðîâ L ñ ñîîòíîøåíèÿìè
(1.21). Ãåéçåíáåðãîâûì äóáëåì ýòèõ àëãåáð íàçûâàåòñÿ àëãåáðà, ãåíåðàòî-
ðàìè êîòîðîé âûñòóïàþò êîìïîíåíòû ìàòðèö T è L, óäîâëåòâîðÿþùèå,
ïîìèìî (1.20) è (1.21), åùå è ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì (3.3) ìåæäó
êîìïîíåíòàìè T è L. Äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì âñå ñîîòíîøåíèÿ âìåñòå:

R1T1T2 = T1T2R1, (3.1)

R1L1R1L1 = L1R1L1R1, (3.2)

R1L1R1T1 = γ2 T1L2, ãäå γ ∈ {C\0} . (3.3)

Äëÿ ýòîé àëãåáðû â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå HDγ(R).
Àëãåáðà HDγ(R) íàçûâàåòñÿ ãåéçåíáåðãîâûì äóáëåì ãåêêåâñêîãî òèïà

(òèïà GL(n)), åñëè èñïîëüçóåìàÿ â åå ïîñòðîåíèè R-ìàòðèöà R îòíîñèòñÿ
ê ãåêêåâñêîìó òèïó (òèïó GL(n)).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ SL(n) ðåäóêöèè ýòîé àëãåáðû ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâî÷-
íûå ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ en(T ) è en(L).

Óòâåðæäåíèå 3.2. [IP2]. Â ãåéçåíáåðãîâîì äóáëå HDγ(R) òèïà GL(n) âû-
ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Len(T ) = q−2γ2n en(T ) (OR)−1 LOR, (3.4)

T en(L) = q2γ−2n en(L)T. (3.5)
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Îïðåäåëåíèå 3.3. Ðàññìîòðèì ãåéçåíáåðãîâ äóáëü HDγ(R) òèïà GL(n).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ çàäàþùåé åãî R-ìàòðèöû R ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàò-
ðèöà OR (2.11) ñêàëÿðíà, à ïàðàìåòðû γ è q ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì γn = q.
Â òàêîì ñëó÷àå ôàêòîð-àëãåáðà HDγ(R) ïî ñîîòíîøåíèÿì2

detRT = qn
2

en(T ) = 1, en(L) = q−1 1 (3.6)

íàçûâàåòñÿ ãåéçåíáåðãîâûì äóáëåì òèïà SL(n) è îáîçíà÷àåòñÿ HDSL(n)(R).

Ïðîêîììåíòèðóåì êëàññè÷åñêèé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä q → 1 äëÿ àëãåáðû
HDSL(n)(R), çàäàâàåìîé ñ ïîìîùüþ R-ìàòðèöû Äðèíôåëüäà-Äæèìáî (1.15).

Ïðîèçâåäåì ëèíåéíóþ çàìåíó è ïåðåîáîçíà÷åíèå ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû

T → t : tjk = T jk , L→ ` : `jk =
(
δjk1− q

1−n2
n Ljk

)
/(q − q−1), (3.7)

è ó÷òåì óñëîâèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

R(DJ)

q→1−→ P, R2
(DJ)

q→1−→ I + (q − q−1)P, γ2 = q2/n q→1−→ 1 + (q − q−1) 1
n . (3.8)

Ñîîòíîøåíèÿ íà ãåíåðàòîðû ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ (3.1)�(3.3) è óñëîâèÿ SL(n)
ðåäóêöèè (3.6) â ïðåäåëå q → 1 ïðèíèìàþò âèä

[t1, t2] = 0,

[`1, `2] = P12(`2 − `1), (3.9)

[`1, t2] = (P12 − 1
n I12) t2,

Tr ` = 0, det t = 1,

÷òî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè sl(n) ïðàâî-
èíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé `jk, äåéñòâóþùèõ íà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèÿõ
tjk ãðóïïû Ëè SL(n). Òàêîé êëàññè÷åñêèé ïðåäåë îïðàâäûâàåò èíòåðïðåòàöèþ
ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ HDSL(n)(R) êàê êâàíòîâàíèÿ (ò.å., q-äåôîðìàöèè) àëãåá-
ðû äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà SL(n).

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ãåéçåáåðãîâà äóáëÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ öåíòðàëü-
íî ðàñøèðèòü ÊÌ-àëãåáðó GL(n) òèïà M(R,R) ñ èñïîëüçîâàíèåì êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû åå ãåíåðàòîðîâ L.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ C(µ1, . . . , µn).
Â ïðåäïîëîæåíèè àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ãåíåðàòîðîâ ei(L) õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû C(R,R) àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèéM(R,R) çà-

2Íîðìèðîâêà ýëåìåíòà en(L) áóäåò â äàëüíåéøåì îáúÿñíåíà.
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äàäèì åå âëîæåíèå C(R,R) ↪→ C(µ1, . . . , µn), ïðè êîòîðîì îáðàçàìè ãåíåðàòî-
ðîâ ei(L) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

ei(L) 7→ ei(µ1, . . . , µn) :=
∑

1≤j1<...<ji≤n
µj1µj2 . . . µji ∀ i = 0, 1, . . . , n , (3.10)

Ýòî âëîæåíèå çàäàåò ñòðóêòóðó C(R,R)-ìîäóëÿ íà C(µ1, . . . , µn).

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ñïåêòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðà-
æåíèéM(R,R) òèïà GL(n) íàçîâåì àëãåáðó

M(R,R) := M(R,R)
⊗

C(R,R)
C(µ1, . . . , µn).

Èíûìè ñëîâàìè, àëãåáðàM(R,R) ïîëó÷àåòñÿ ðàñøèðåíèåì àëãåáðûM(R,R)
íàáîðîì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò n âçàèìíî êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ
µ1, µ2, . . . , µn, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

eα(L) = eα(µ1, . . . , µn), Lij µα = µα L
i
j (3.11)

∀ i, j = 1, . . . ,n, ∀α = 1, . . . , n.

Ïåðåìåííûå µα ìû áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûìè ïåðåìåííûìè.

Ôàêòîð-àëãåáðó àëãåáðûM(R,R) ïî ñîîòíîøåíèÿì

en(L) =
n∏

α=1

µα = q−11 (3.12)

áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé
òèïà SL(n).

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ÷èñëî N ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû Lij íå îáÿçàíî
ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì n åå ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî, äëÿ ÊÌ-àëãåáð,
ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì R-ìàòðèöû Äðèíôåëüäà-Äæèìáî (1.15), ýòî
äåéñòâèòåëüíî òàê.

Â ñïåêòðàëüíî ðàñøèðåííîé àëãåáðåM(R,R) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå òîæäå-
ñòâî (2.9) òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè ïðèíèìàåò ôàêòîðèçîâàííûé âèä:

n∏
α=1

(L− qµαI) = 0 . (3.13)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñëó÷àå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé îïåðàöèÿ ?-óìíîæå-
íèÿ ìàòðèö (2.6) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì, è ïîýòîìó
ôîðìóëà (3.13) ïîäðàçóìåâàåò ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ôàêòîðîâ.
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Ïîëüçóÿñü (3.13), ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïîëíûé íàáîð âçàèìíî îðòîãîíàëü-
íûõ ìàòðèö-ïðîåêòîðîâ

P α =
n∏
β=1
β 6=α

(L− qµβI)

q(µα − µβ)
: P αP β = δαβ P

α ,
n∑

α=1

P α = I , (3.14)

ïðè÷åì ñòðîêè è ñòîëáöû ïðîåêòîðà P α ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè
ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ L, îòâå÷àþùèìè ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ qµα

LP α = P αL = qµαP
α . (3.15)

Íàøåé ñëåäóþùåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñïåêòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ
ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ HDSL(n)(R).

Îïðåäåëåíèå-òåîðåìà 3.5. [IP2]. Ñïåêòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì ãåéçåíáåð-
ãîâà äóáëÿ òèïà SL(n) íàçîâåì ðàñøèðåíèå àëãåáðû HDSL(n)(R) (ñì. îïðå-
äåëåíèå 3.3) íàáîðîì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò n âçàèìíî êîììóòðèóþ-
ùèõ ïåðåìåííûõ µ1, . . . , µn, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì (3.11), (3.12),
à òàêæå ñîîòíîøåíèÿì

(P βT )µα = q2(δαβ− 1
n )µα (P βT ) ∀α, β = 1, . . . , n , (3.16)

ãäå P α � ìàòðèöû-ïðîåêòîðû (3.14).

Îïðåäåëåíèå 3.5 òðåáóåò ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñîîòíîøåíèé (3.16) è (3.3)
ñ âûðàæåíèåì (3.11) ãåíåðàòîðîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû eα(L) â âè-
äå ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ
µα. Äîêàçàòåëüñòâî ñîâìåñòíîñòè ïðîâåäåíî â [IP2].

Â ðàáîòå [AF1] À.Àëåêñååâ è Ë. Ôàääååâ ïðîíàáëþäàëè íà êëàññè÷åñêîì
óðîâíå è ïîñòóëèðîâàëè íà êâàíòîâîì óðîâíå ïðèñóòñòâèå äèíàìè÷åñêèõ R-
ìàòðèö â ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ îïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîâ ãåéçåí-
áåðãîâà äóáëÿ, îêàçàâøèõñÿ óäîáíûìè â îïèñûâàíèè äèíàìèêè q-äåôîðìèðî-
âàííîãî âîë÷êà. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà ìû ïðèâåäåì îïèñà-
íèå ñïåêòðàëüíî ðàñøèðåííîãî ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ, â êîòîðîì äèíàìè÷åñêèå
R-ìàòðèöû âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì â ñïåêòðàëüíîì ðàñøèðåíèè ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ HDSL(n)(R)
íàáîð ìàòðèö

W α = P αT, α = 1, . . . , n. (3.17)

Ñ ó÷åòîì îáðàòèìîñòè ìàòðèöû T , â òåðìèíàõ êîìïîíåíò ýòèõ ìàòðèö è
ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ µα ìîæíî âûðàçèòü âñå ãåíåðàòîðû ãåéçåíáåðãîâà
äóáëÿ:

T =
∑n

α=1W
α, L =

∑n
α=1 qµαW

αT−1.

17



Òåîðåìà 3.6. [IP2] Çàäàäèì ïîêîìïîíåíòíî äâå n2×n2 ìàòðèöû RS(q;µ)
γδ
αβ

è RA(q;µ)
γδ
αβ, α, β, γ, δ = 1, . . . , n.

Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû RS(q;µ) èìåþò âèä:

RS αα
αα = q, RS αβ

αβ = −(q − q−1)µβ
µα − µβ

, RS αβ
βα =

q−1µα − qµβ
µα − µβ

∀α 6= β, (3.18)

à RA(q;µ) èìååò íåíóëåâûå êîìïîíåíòû

RA αα
αα = −q−1, RA αβ

αβ = −(q − q−1)µβ
µα − µβ

, RA αβ
βα =

q−1µβ − qµα
µα − µβ

∀α 6= β,

RA βα
αα = −RA αβ

αα =
(q4 − 1)µα ϕαβ
q(µα − µβ)

∀α 6= β, (3.19)

ãäå ϕαβ :=
∏
σ 6=α,β

µσ − q2µα
µσ − µβ

Îáå ýòè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-
Áàêñòåðà

R(µ)12R(∇1(µ))23R(µ)12 = R(∇1(µ))23R(µ)12R(∇1(µ))23. (3.20)

çäåñü ∇1 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî
ñäâèãà ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ

∇1 = diag{∇α} n
α=1 : ∇α(µβ) = q2Xαβµβ,

ãäå Xαβ = δαβ − 1
n ∀α, β = 1, . . . , n. (3.21)

Ñïåêòðàëüíîå ðàñøèðåíèå àëãåáðû HDSL(n)(R) ìîæíî çàäàòü â òåðìèíàõ
ìàòðèö ãåíåðàòîðîâ W α, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

W α µβ − q2(δαβ− 1
n )µβW

α = 0 ∀α, β = 1, . . . , n,

S
(2)
1 [W α

1 W
β
2 R1 −

n∑
α′,β′=1

RS(q;µ)
α β

α′β′W
α′

1 W
β′

2 ] = 0, (3.22)

A
(2)
1 [W α

1 W
β
2 R1 −

n∑
α′,β′=1

RA(q;µ)
α β

α′β′W
α′

1 W
β′

2 ] = 0,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ

A(2) = ρR(a(2)) =
qI −R
q + q−1

, S(2) = ρR(1− a(2)) =
q−1I +R

q + q−1
. (3.23)
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Ïðèìå÷àíèÿ.

• Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå
Æ.-Ë. Æåðâå è À. Íåâå [GN]. Çàòåì, ñåðèè äèíàìè÷åñêèõ R-ìàòðèö,
âêëþ÷àÿ è ñåðèþ RS(q;µ), ñòðîèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìå-
òîäîâ â ðàáîòàõ [F, AF1, Is, EV1, EV2]. Ñèñòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê äèíà-
ìè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ßíãà-Áàêñòåðà è äèíàìè÷åñêèì R-ìàòðèöàì áûë
ïðåäëîæåí Äæ. Ôåëüäåðîì [Fe] è â äàëüíåéøåì ðàçâèâàëñÿ â ðàáîòàõ Ï.
Ýòèíãîôà, À. Âàð÷åíêî è äð. (ñì. îáçîð [ES]). Ñåðèÿ R-ìàòðèö RA(q;µ),
íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, â ðàìêè ýòîé êëàññèôèêàöèîííîé ñõåìû íå
óêëàäûâàåòñÿ è ðàíåå â ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àëàñü.

• Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.6 äèíàìè÷åñêèå R-ìàòðèöû
RA/S(q;µ) âû÷èñëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåì (íå áîëåå òðåõ)
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì ñàìè îíè îêàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì
íåëèíåéíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3.20).

• Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äèíàìè÷åñêèå R-ìàòðèöû RA/S(q;µ) â ñîîòíîøå-
íèÿõ (3.22) çàäàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî òèïîì SL(n) íåäèíàìè÷åñêîé R-
ìàòðèöû R è íå çàâèñÿò îò åå êîíêðåòíîãî âèäà.

4 Ýâîëþöèÿ q-äåôîðìèðîâàííîãî èçîòðîïíîãî âîë÷êà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû çàíèìàåìñÿ èññëåäîâàíèåì äèíàìèêè ìîäåëè q-äåôîð-
ìèðîâàííîãî âîë÷êà Ýéëåðà, Ýòà ìîäåëü, ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå êîòî-
ðîé äåéñòâóþò â ãåéçåíáåðãîâîì äóáëå, áûëà ïðåäëîæåíà À.Àëåêñååâûì è
Ë.Ôàääååâûì [AF1, AF2]. Ìû îïðåäåëèì åñòåñòâåííûå äèíàìè÷åñêèå ïåðå-
ìåííûå ìîäåëè è ïîñòðîèì åå îïåðàòîð ýâîëþöèè.

Ðàññìîòðèì öåïî÷êó îòîáðàæåíèé θ ìàòðèö ãåíåðàòîðîâ ãåéçåíáåðãîâà
äóáëÿ

{T, L} θk−→ {T (k), L(k)} ∀ k ≥ 0 :

T (0) = T, T (k + 1) = LT (k) = Lk+1 T, L(k) = L. (4.1)

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, îòîáðàæåíèå θ ñîãëàñóåòñÿ ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3.1)�
(3.3) èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ îáùåãî âèäà HDγ(R). Áîëåå
òîíêîé ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ñîâìåñòíîñòè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ñîîòíîøåíèÿìè
SL(n)) ðåäóêöèè (3.6). Â ýòîé ïðîâåðêå êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò âûáîð íîðìè-
ðîâêè ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ L: en(L) = q−1 1.
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Óòâåðæäåíèå 4.1. Îòîáðàæåíèå θ (4.1) çàäàåò àâòîìîðôèçì ãåéçåíáåð-
ãîâà äóáëÿ HDSL(n)(R).

Â ðàáîòàõ [AF1, AF2] ñåðèÿ àâòîìîðôèçìîâ (4.1) áûëà èíòåðïðåòèðîâà-
íà êàê ýâîëþöèÿ q-äåôîðìèðîâàííîãî êâàíòîâîãî èçîòðîïíîãî âîë÷êà â äèñ-
êðåòíîì âðåìåíè. Êëþ÷åâóþ ðîëü â òàêîé èíòåðïðåòàöèè äîëæíî áûëî ñûã-
ðàòü ïðåäñòàâëåíèå â âèäå âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà àëãåáðû

T (k + 1) = LT (k) = ΘT (k) Θ−1, (4.2)

ãäå îïåðàòîð Θ, áóäó÷è ýëåìåíòîì ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ, èãðàåò ðîëü îïåðà-
òîðà (äèñêðåòíîé) ýâîëþöèè âîë÷êà. Îäíàêî, â ðàìêàõ àëãåáðû HDSL(n)(R)
òàêîãî ýëåìåíòà íàéòè íå óäàëîñü. Ìû îñóùåñòâèì ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà Θ â
ðàìêàõ ñïåêòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû HDSL(n)(R). Ïðè ýòîì òàêæå ïî-
ÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ýâîëþöèþ q-äåôîðìèðîâàííîãî èçîòðîïíîãî
âîë÷êà è â íåïðåðûâíîì âðåìåíè.

Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ L ïðè àâòîìîðôèçìå (4.1),
à òàêæå àëãåáðàè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ (3.12), áóäåì
èñêàòü Θ â âèäå

Θ = Θ(µ1, . . . , µn−1). (4.3)

Òî÷íåå, ìû áóäåì èñêàòü îïåðàòîð ýâîëþöèè Θ â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà ïî
ïåðåìåííûì µα, α = 1, . . . , n− 1.

Óòâåðæäåíèå 4.2. Îïåðàòîð ýâîëþöèè Θ (4.2), (4.3) â ñïåêòðàëüíîì ðàñ-
øèðåíèè ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ HDSL(n)(R) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé

qµα Θ(∇α(µβ)) = Θ(µβ) ∀α = 1, . . . , n− 1, (4.4)

ãäå ∇α � îïåðàòîðû êîíå÷íûõ ñäâèãîâ, ââåäåííûå â (3.21).

Ââåäåì óäîáíóþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè îïåðàòîðà Θ
ïàðàìåòðèçàöèþ êîýôôèöèåíòà äåôîðìàöèè q è ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ

q = exp(2πi τ), q1/nµα = exp(2πixα) :
n∑

α=1

xα = 0. (4.5)

Òåîðåìà 4.3. [IP2] Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (4.4) â êëàññå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ
ïî ïåðåìåííûì xα, α = 1, . . . , n− 1, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Θ(a), a = 1, 2:

Θ(1)(xα) =
∑
~k∈Zn−1

exp
{
πi (~k, Ω~k) + 2πi (~k , ~x)

}
, Ωαβ = 2τ(δαβ − 1

n), (4.6)

Θ(2)(xα) = exp
{
− πi

2τ

∑n
β=1 x

2
β

}
= exp{−πi (~x, Ω−1~x)}, (Ω−1)αβ = 1

2τ (δαβ + 1). (4.7)
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Çäåñü Θ(1) = θ(~x,Ω) � òåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà, τ � åå ìîäóëÿðíûé ïàðà-
ìåòð, Ω � (n− 1)× (n− 1) ìàòðèöà ïåðèîäîâ (ñì. [Mum, Ig]).

Ðÿä Θ(1) ñõîäèòñÿ, åñëè êîýôôèöèåíò äåôîðìàöèè óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ |q| < 1. Â ñëó÷àå, åñëè q ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì êîðíåì èç 1, ðÿä Θ(1)

ìîæíî çàìåíèòü êîíå÷íîé ñóììîé.
Âûðàæåíèå Θ(2) ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà τ è

ïåðåìåííûõ xα. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ Θ(1), ëîãàðèôìè÷åñêàÿ çàìåíà ïåðå-
ìåííûõ µα 7→ xα (4.5) äëÿ Θ(2) èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðåøåíèÿìè Θ(1) è Θ(2) äàåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ìîäóëÿðíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [Mum], ãëàâà 2, ðàçäåë 5).

Θ(2)(~x) =
(

(−2 i τ)
n−1

n

)1/2 θ(~x, Ω)

θ(Ω−1~x, −Ω−1)
. (4.8)

Â ñëó÷àå |q| = 1 ðåøåíèå Θ(2) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óíèòàðíûé
îïåðàòîð ýâîëþöèè q-âîë÷êà çà åäèíè÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ãàìèëü-
òîíèàí ìîäåëè èìååò âèä: H = −π(~x, Ω−1~x).

5 Êâàíòîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà ëè-

íåéíûõ ãðóïïàõ

Èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà êâàíòîâûõ ãðóïïàõ íà÷à-
ëèñü ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ îòêðûòèåì êâàíòîâûõ ãðóïï. Îáùèå ðàìêè
äëÿ òàêèõ ïîñòðîåíèé áûëè çàäàíû ïîñòóëàòàìè áèêîâàðèàíòíîñòè Ñ.Âîðî-
íîâè÷à [W] è R-ìàòðè÷íîé èäåîëîãèåé [FRT]. Äîñòàòî÷íî áûñòðî óäàëîñü
ïîñòðîèòü êâàíòîâàíèå âíåøíåé àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì è îïðå-
äåëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë äëÿ ãðóïï ñåðèè GL(n) (ñì. ðàáîòû [Ju, Mal1,
Mal2, Su1, Su2, Tz, SWZ1, SWZ2, Zu] è îáçîðû [Is, KSch]). Â òî æå âðåìÿ ïî-
ïûòêè êâàíòîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ãðóïï ñåðèè SL(n)
â ðàìêàõ ïîäõîäà Âîðîíîâè÷à çàêîí÷èëèñü áåçðåçóëüòàòíî. Îêàçàëîñü, ÷òî
ïðîöåäóðà SL-ðåäóêöèè íåñîâìåñòèìà ñ êëàññè÷åñêèì ãðàäóèðîâàííûì ïðà-
âèëîì Ëåéáíèöà, ïðèìåíÿåìûì ïðè âû÷èñëåíèè âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà
ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ íà êâàíòîâûõ ãðóïïàõ ñåðèè SL(n) ñ èñïîëüçîâàíèåì q-äåôîðìè-
ðîâàííîé âåðñèè ïðàâèëà Ëåéáíèöà. Ýòà ñõåìà áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ
[FP1, FP2]. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êâàíòîâûõ ãðóïï ñåðèé O(n), Sp(2n) óäîâëå-
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òâîðèòåëüíîé êîíñòðóêöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äî ñèõ ïîð íå
èçâåñòíî (ñì., íàïð., [AIP]).

Ìû ðàññìîòðèì àëãåáðó äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà ëèíåéíîé êâàí-
òîâîé ìàòðè÷íîé ãðóïïå, ïîðîæäàåìóþ êîìïîíåíòàìè ÷åòûðåõ ìàòðèö-ãåíåðà-
òîðîâ:

‖T ij‖ni,j=1 � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè íà êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé ãðóïïå,

‖Ωi
j‖ni,j=1 � ïðàâî-èíâàðèàíòíûå 1-ôîðìû,

‖Lij‖ni,j=1 � ïðàâî-èíâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå Ëè,

‖K i
j‖ni,j=1 � ëåâî-èíâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå Ëè.

Ñ ìàòðèöàìè ãåíåðàòîðîâ T è L ìû óæå âñòðå÷àëèñü â ïðåäûäóùèõ ðàç-
äåëàõ, ïðè ýòîì â îòñóòñòâèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïðîèçâîäíûå Ëè L
îòîæäåñòâëÿëèñü ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îïðåäåëÿåò àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ òèïîâ GL(n) è SL(n).

Îïðåäåëåíèå-òåîðåìà 5.1. Âñÿêîé R-ìàòðèöå R òèïà GL(n) (ñì. îïðåäå-
ëåíèå 1.1) ñîïîñòàâëÿåòñÿ àëãåáðà DCGL(n)(R), ïîðîæäàåìàÿ êîìïîíåíòàìè
ìàòðèö-ãåíåðàòîðîâ T , Ωg, L, K, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

R1T1T2 = T1T2R1, (5.1)

R1L1R1L1 = L1R1L1R1, (5.2)

R1L1R1T1 = q2/n T1L2, (5.3)

R1K2R1K2 = K2R1K2R1, (5.4)

T2R1K2R1 = q2/nK1T2, (5.5)

R1Ω
g
1R1Ω

g
1 = − Ωg

1R1Ω
g
1R
−1
1 , (5.6)

R1Ω
g
1R
−1
1 T1 = T1Ω

g
2, (5.7)

R1L1R1Ω
g
1 = Ωg

1R1L1R1, (5.8)

K1Ω
g
2 = Ωg

2K1, K1L2 = L2K1. (5.9)

Ïðåäïîëîæèì, R-ìàòðèöà R èìååò òèï GL(n) è îòâå÷àþùàÿ åé ìàòðè-
öà OR (2.11) ñêàëÿðíà. Òàêîé R-ìàòðèöå ñîïîñòàâëÿåòñÿ àëãåáðà DCSL(n)(R),

22



ïîðîæäàåìàÿ êîìïîíåíòàìè ìàòðèö-ãåíåðàòîðîâ T , Ω, L, K, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ òåì æå ñîîòíîøåíèÿì, ÷òî è ÷åòâåðêà T , Ωg, L, K, çà èñêëþ÷åíèåì
ñîîòíîøåíèÿ (5.6), êîòîðîå çàìåíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

R1Ω1R1Ω1 + Ω1R1Ω1R
−1
1 = κq

(
Ω2

1 + R1Ω
2
1R1

)
, (5.10)

κq = qn(q−q−1)
nq+qn(q−q−1) , ïðè óñëîâèè nq + qn(q − q−1) 6= 0.

Íà ãåíåðàòîðû àëãåáðû DCSL(n)(R) äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ
SL(n)-ðåäóêöèè

detRT = qn
2

en(T ) = 1, en(L) = en(K) = q−1 1, Tr
R
(Ω) = 0. (5.11)

Çäåñü âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà en(K) äàåòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè, ÷òî è
äëÿ en(L) (ñì. (2.3)), ñ çàìåíîé R-ìàòðèöû R = R12 → R21 = PRP .

Îòîáðàæåíèå

{T, L,K} 7→ {T, L,K}. Ω 7→ Ωg − qn

nq
Tr

R
(Ωg) I (5.12)

çàäàåò ãîìîìîðôèçì âëîæåíèÿ DCSL(n)(R) ↪→ DCGL(n)(R).

Ïðèìå÷àíèÿ.

• Êâàíòîâàíèå âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì GL(n)
òèïà Ωg � ñîîòíîøåíèÿ (5.6)-(5.8) � áûëî âïåðâûå ïðåäëîæåíî â ðàáîòàõ
[SWZ1, Zu]. Ôîðìóëû SL(n)-ðåäóêöèè ýòîé âíåøíåé àëãåáðû � (5.10)�
(5.12) � ïîëó÷åíû è ïðîâåðåíû íà ñîâìåñòíîñòü ñ ñîîòíîøåíèÿìè (5.1)-
(5.9) â [IP2, FP1].

• Àëãåáðû DCGL(n)(R), DCSL(n)(R) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì íàäåëÿþòñÿ ñòðóê-
òóðàìè áèêîâàðèàíòíîãî áèìîäóëÿ íàä àëãåáðîé Õîïôà (5.1) (ñì., íàïð.,
[KSch]). Èìåííî íàëè÷èå òàêîé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò
ðàññìàòðèâàòü ýòè àëãåáðû â êà÷åñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ èñ÷èñëåíèé
íà êâàíòîâûõ ãðóïïàõ.

Îòîáðàæåíèå âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà àëãåáðàõDCGL(n)(R),DCSL(n)(R),
ñîâìåñòíîå ñ ïðîöåäóðîé SL(n)-ðåäóêöèè, çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé.

Òåîðåìà 5.2. [FP1]. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (5.1)�
(5.10) ïðåîáðàçóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò àëãåáð DCGL(n)(R), DCSL(n)(R) òàê,
÷òîáû â êàæäîì èç åãî ñëàãàåìûõ ìîíîìîâ êîìïîíåíòû ìàòðèö-ãåíåðàòîðîâ
áûëè óïîðÿäî÷åíû ñëåâà-íàïðàâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K − Ω− T − L.

23



Äåéñòâèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d íà êàæ-
äîì èç óïîðÿäî÷åííûõ ìîíîìîâ çàäàåòñÿ R-äåôîðìèðîâàííûì ïðàâèëîì Ëåéá-
íèöà:

d(K . . .) = Kd(. . .), d(. . . L) = d(. . .)L, (5.13)

d(Ω . . .) = (Ω2 − Ω d)(. . .), (5.14)

d(T1T2 . . . Tk) =
{
I + κq(S

(k)
R (I)− I)

}−1

S
(k)
R (Ω)T1T2 . . . Tk, (5.15)

ãäå äëÿ ëþáîé n× n ìàòðèöû X

S
(k)
R (X1) = X1 +

k−1∑
i=1

Ri . . . R2R1X1R1R2 . . . Ri. (5.16)

Çàäàííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå d îáëàäàåò ñâîéñòâîì d2 = 0, è ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð DCGL(n)(R), DCSL(n)(R).

Ïðèìå÷àíèÿ.

• Ïðè êëàññè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå (3.7), (3.8) àëãåáðû DCGL(n)(R) è
DCSL(n)(R) ïðåâðàùàþòñÿ âî âíåøíèå àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì,
ñíàáæåííûå äåéñòâèåì ïðîèçâîäíûõ Ëè, íà ãðóïïàõ GL(n) è SL(n), ñî-
îòâåòñòâåííî. Ãåíåðàòîðû Ωj

k ïðè ýòîì ïðåâðàùàþòñÿ â äèôôåðåíöèàëü-
íûå 1-ôîðìû

∑
n

p=1(t
−1)jp dt

p
k, à ñîîòíîøåíèÿ (5.14)-(5.16) ïðåâðàùàþòñÿ

â ïðàâèëà äåéñòâèÿ âíåøíåé ïðîèçâîäíîé íà ôóíêöèÿõ è íà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ôîðìàõ.

• Îáðàòèìîñòü ìàòðèö {I+κq(S
(k)
R (I)−I)} ∀ k = 2, 3, . . . , ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-

äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîððåêòíîñòè ôîðìóë (5.15), çàäàþùèõ
äåéñòâèå âíåøíåé ïðîèçâîäíîé íà êâàíòîâàííûõ ôóíêöèÿõ. Ýòî óñëîâèå
íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà êâàíòîâà-
íèÿ q. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåõíèêîé [FP2], äëÿ àëãåáð äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èñ÷èñëåíèé òèïîâ GL(n) è SL(n) ìîæíî ïîëó÷èòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ
â ÿâíîì âèäå

q :
n∑
k=1

qmk 6= 0 ∀mk ∈ Z. (5.17)

Âñå çàïðåùåííûå óñëîâèÿìè (5.17) çíà÷åíèÿ q ëåæàò â êîëüöå 1/2 <
|q| < 2. Ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëü-
íûå òî÷êè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |q| = 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
(5.17) êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà (5.14)-(5.16) ñîâïàäàþò ñ äåðàìîâñêèìè
êîãîìîëîãèÿìè ãðóïï Ëè GL(n), SL(n) [FP2].
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6 Ñïåêòðàëüíîå ðàñøèðåíèå è àíòèèíâîëþöèÿ äëÿ àë-

ãåáð äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Çäåñü ìû îáñóäèì êîíñòðóêöèþ àíòè-èíâîëþöèè óíèòàðíîãî òèïà äëÿ àëãåáð
äèôôåðåíöèàëüíûõ èñ÷èñëåíèé íà ëèíåéíûõ êâàíòîâûõ ãðóïïàõ, ââåäåííûõ
â ðàññìîòðåíèå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïðè ýòîì íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè äâå
äîïîëíèòåëüíûå ñòðóêòóðû íà àëãåáðàõ DCGL(n)(R), DCSL(n)(R): ðàçëîæåíèå
Ãàóññà äëÿ ìàòðèö L èK ãåíåðàòîðîâ ïðîèçâîäíûõ Ëè, à òàêæå ñïåêòðàëüíîå
ðàñøèðåíèå ýòèõ àëãåáð, àíàëîãè÷íîå îáñóæäàâøåìóñÿ â ðàçäåëå 3.

Çàéìåìñÿ ñíà÷àëà ñïåêòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì, êîòîðîå ìû îñóùåñòâèì ñ
èñïîëüçîâàíèåì íàáîðîâ ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ ìàòðèö ãåíåðàòîðîâ ïðî-
èçâîäíûõ Ëè L è K, à òàêæå ìàòðèöû

F j
k = (LT K T−1)jk, (6.1)

êîìïîíåíòû êîòîðîé òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ îòðàæåíèé. Óñëîâèÿ
SL(n)-ðåäóêöèè (5.11) ïîðîæäàþò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ F [P2]

en(F ) = q−n
2

1. (6.2)

Ïî àíàëîãèè ñî ñïåêòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì àëãåáðû ïðàâî-èíâàðèàíòíûõ
ïðîèçâîäíûõ Ëè L (ñì. îïðåäåëåíèå 3.4) çàäàäèì ñïåêòðàëüíîå ðàñøèðåíèå
àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, ïîðîæëàåìûõ ìàòðèöàìè K è F

eα(K) = eα(ν1, . . . , νn), K i
j να = ναK

i
j,

eα(F ) = eα(ρ1, . . . , ρn), F i
j ρα = ρα F

i
j (6.3)

∀ i, j = 1, . . . ,n, ∀α = 1, . . . , n.

Óñëîâèÿ SL(n)-ðåäóêöèè äëÿ íàáîðîâ ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ {να} è {ρα}
èìåþò âèä

en(K) =
n∏

α=1

να = q−11, en(F ) =
n∏

α=1

ρα = q−n
2

1. (6.4)

Âîñïîëüçîâàâøèñü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè òîæäåñòâàìè òåîðåìû 2.3, ïîñòðîèì
ïîëíûå íàáîðû âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö-ïðîåêòîðîâ

Qα =
n∏
β=1
β 6=α

(K − qνβI)

q(να − νβ)
: QαQβ = δαβ Q

α ,
n∑

α=1

Qα = I , (6.5)

Sα =
n∏
β=1
β 6=α

(F − qρβI)

q(ρα − ρβ)
: SαSβ = δαβ S

α ,
n∑

α=1

Sα = I . (6.6)
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Îïðåäåëåíèå-òåîðåìà 6.1. [P2].
Ñïåêòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì àëãåáð DCGL(n)(R), DCSL(n)(R) íàçîâåì èõ ðàñ-
øèðåíèå íàáîðîì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò 3n âçàèìíî êîììóòèðóþùèõ
ïåðåìåííûõ µ1, . . . , µn, ν1, . . . , νn, ρ1, . . . , ρn, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíè-
ÿì (3.11), (3.16), (6.3), à òàêæå ñîîòíîøåíèÿì

µαK = K µα, να Y = Y να ∀Y = L,K,Ω, (6.7)

ρα Z = Z ρα ∀Z = T, L,K, (6.8)

να (TQβ) = q2(δαβ− 1
n ) (TQβ) να, (6.9)

q2δασ(P β ΩP σ)µα = q2δαβµα (P β ΩP σ), (6.10)

q2δασ(Sβ ΩSσ) ρα = q2δαβρα (Sβ ΩSσ) ∀α, β, σ = 1, . . . , n. (6.11)

Ïðè ñïåêòðàëüíîì ðàñøèðåíèè àëãåáðû DCSL(n)(R) ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîïîë-
íÿþòñÿ íàáîðîì óñëîâèé SL(n)-ðåäóêöèè (3.12), (6.4).3

Â àëãåáðàõ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà ëèíåéíûõ êâàíòîâûõ ãðóï-
ïàõ èìååòñÿ ñåðèÿ îòîáðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ àîâòîìîðôèçìó ýâîëþöèè q-
äåôîðìèðîâàííîãî âîë÷êà (4.1). Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò îïèñàíèå ýòèõ
îòîáðàæåíèé è èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ ñïåê-
òðàëüíî ðàñøèðåííûõ àëãåáð.

Òåîðåìà 6.2. [P2]. Îòîáðàæåíèÿ θL, θK è θF çàäàâàåìûå íà ãåíåðàòîðàõ
ôîðìóëàìè

θL : T 7→ LT, Ω 7→ LΩL−1, L 7→ L, K 7→ K; (6.12)

θK : T 7→ TK, Y 7→ Y ∀Y = L,K,Ω; (6.13)

θF : T 7→ T, Ω 7→ FΩF−1, L 7→ L, K 7→ K. (6.14)

ïîðîæäàþò àâòîìîðôèçìû àëãåáð DCGL(n)(R), DCSL(n)(R). Ýòè àâòîìîðôèç-
ìû âçàèìíî êîììóòàòèâíû.

Îñóùåñòâèâ çàìåíó êîýôôèöèåíòà äåôîðìàöèè q è ñïåêòðàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ {µα, να, ρα}

q = e2πi τ , q1/nµα = e2πixα, q1/nνα = e2πiyα, qnρα = e2πizα : (6.15)∑n
α=1 xα =

∑n
α=1 yα =

∑n
α=1 zα = 0,

3Â [P2] ïðè îïðåäåëåíèè ñïåêòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ôîðìóëû (6.7)-(6.11) äîïîëíåíû ñîîòíîøåíèåì
[ρα, Tr

R
X] = 0, ãäå X � ëþáîé ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí îò Ω è F . Ïîëüçóÿñü ïðèåìîì èç çàìå÷àíèÿ 3.4

[P2], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóë (6.11).
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áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåêòðàëüíîå ðàñøèðåíèå àëãåáð äèôôåðåíöèàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ ôîðìàëüíûìè ðÿäàìè ïî ïåðåìåííûì xα, yα, zα. Â ðàñøèðåííûõ
òàêèì îáðàçîì àëãåáðàõ DCGL(n)(R), DCSL(n)(R) ýëåìåíò

Θ(t1,t2,t3) = exp{− iπ
2τ

∑n
α=1(t1x

2
α − t2y2

α + t3z
2
α)} (6.16)

çàäàåò 3-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ,

θ(t1,t2,t3) : u 7→ Θ(t1,t2,t3) u (Θ(t1,t2,t3))
−1 ∀u ∈ DCGL(n)(R),DCSL(n)(R), (6.17)

ïðè÷åì
θL = Θ(1,0,0), θK = Θ(0,1,0), θF = Θ(0,0,1). (6.18)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ ãàóññîâà ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö ãåíåðàòîðîâ
ïðîèçâîäíûõ Ëè. Ïðè ýòîì ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìàòðåíèåì àëãåáðDCGL(n)(R(DJ)),
DCSL(n)(R(DJ)), êîíñòðóèðóåìûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì R-ìàòðèöû Äðèíôåëüäà-
Äæèìáî (1.15). Äåëî â òîì, ÷òî ïðîöåäóðà ãàóññîâà ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö ãåíå-
ðàòîðîâ â íàñòîÿùèé ìîìåíò ðàçðàáîòàíà ëèøü äëÿ ñåìåéñòâà àëãåáð óðàâ-
íåíèÿ îòðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé R-ìàòðèöåé. Äàëåå âî âñåõ ñîîòíîøåíèÿõ
ýòîãî ðàçäåëà ïîä R ïîíèìàåòñÿ R(DJ).

Ñëåäóÿ [FRT], ââåäåì äâå âçàèìíî êîììóòàòèâíûõ ïàðû RTT-àëãåáð, ïî-
ðîæäàåìûõ êîìïîíåíòàìè âåðõíå/íèæíå-òðåóãîëüíûõ ìàòðèö4

L(±) = ||L(±)j

i || n
i,j=1, K(±) = ||K(±)j

i || n
i,j=1,

ñ ñîîòíîøåíèÿìè

R1L
(±)
2 L

(±)
1 = L

(±)
2 L

(±)
1 R1, R1L

(+)
2 L

(−)
1 = L

(−)
2 L

(+)
1 R1,

R1K
(±)
2 K

(±)
1 = K

(±)
2 K

(±)
1 R1, R1K

(+)
2 K

(−)
1 = K

(−)
2 K

(+)
1 R1, (6.19)

(L(−))ii(L
(+))ii = (K(−))ii(K

(+))ii = 1 ∀ i = 1, . . . , n.

Â SL(n) ñëó÷àå îíè äîïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿìè

n∏
i=1

(L(±))ii = 1,
n∏
i=1

(K(±))ii = 1. (6.20)

Êàê èçâåñòíî, àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â òåð-
ìèíàõ ïàðû òàêèõ âåðõíå/íèæíå-òðåóãîëüíûõ RTT-àëãåáð (ñì. íàïð., [KSch],

4Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ R-ìàòðèö Äðèíôåëüäà-Äæèìáî n = dimV = n.
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ñòð.345-347). Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ ãàóññîâûì ðàçëîæåíèåì. Äëÿ ìàò-
ðèö ïðîèçâîäíûõ Ëè îíà èìååò âèä

L = qn−1/n(L(−))−1L(+) , K = qn−1/nK(+)(K(−))−1 . (6.21)

Ãàóññîâî ðàçëîæåíèå ìîæíî íåïðîòèâîðå÷èâûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü íà àë-
ãåáðû DCGL(n)(R), DCSL(n)(R), òî åñòü, äîîïðåäåëèòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíî-
øåíèÿ êîìïîíåíò òðåóãîëüíûõ ìàòðèö L(±), K(±) ñ êîìïîíåíòàìè âñåõ ìàò-
ðèö T , L, K, Ω è ñî ñïåêòðàëüíûìè ïåðåìåííûìè µα, να, ρα (ñì., íàïð., [P2],
ðàçäåë 4).

Äëÿ àëãåáð (6.19) èçâåñòíî îòîáðàæåíèå àíòè-èíâîëþöèè óíèòàðíîãî òèïà
(ñì., íàïð., [AF2])

(L(±))† = (L(∓))−1, (K(±))† = (K(∓))−1. (6.22)

Çäåñü ñèìâîëîì ” † ” îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèö �
êîìïîçèöèÿ àíòèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ àíòè-èíâîëþöèè è ìàòðè÷íîãî òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà îïåðàöèÿ áûëà ñîâìåñòíà ñ àëãåáðàè÷åñêè-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè (6.19), äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

R† = PR−1P. (6.23)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âåðíî äëÿ R-ìàòðèö Äðèíôåëüäà-Äæèìáî, åñëè ïàðàìåòð
êâàíòîâàíèÿ q ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè: |q| = 1.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå îïåðàöèè † äëÿ
àëãåáð äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà ëèíåéíûõ êâàíòîâûõ ãðóïïàõ.

Òåîðåìà 6.3. Äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ DCGL(n)(R), ïîñòðîåííîãî ïî R-ìàòðèöå Äðèíôåëüäà-Äæèìáî
(1.15) ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà äåôîðìàöèè q = e2πiτ , τ ∈ R, îòîáðàæåíèå †
(6.22) äîîïðåäåëèì ôîðìóëàìè

µ†α = µ−1
α , ν†α = ν−1

α , ρ†α = ρ−1
α , (6.24)

L† = q1/n−nL(−)(L(+))−1, (6.25)

K† = q1/n−n(K(+))−1K(−), (6.26)

T † = qn−1/n(K(−))−1 Θ( 1
2 ,

1
2 ,

1
2 )

(
T−1

)
(L(−))−1, (6.27)

(Ωg)† = −L(−) Θ( 1
2 ,

1
2 ,

1
2 )

(
F−1Ωg

)
(L(−))−1, (6.28)

F † = L(−) Θ( 1
2 ,

1
2 ,

1
2 )

(
F−1

)
(L(−))−1, (6.29)
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ãäå àâòîìîðôèçì Θ( 1
2 ,

1
2 ,

1
2 ) çàäàåòñÿ â (6.16), (6.17).

Àíòèëèíåéíûé àíòè-ãîìîìîðôèçì àëãåáðû †, çàäàííûé íà ãåíåðàòîðàõ
ôîðìóëàìè (6.24)-(6.29), ÿâëÿåòñÿ àíòè-èíâîëþöèåé: †2 = id.

Îãðàíè÷åíèå † íà ñïåêòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîäàëãåáðû DCSL(n)(R) ÿâëÿ-
åòñÿ èíâîëþòèâíûì àíòèãîìîìîðôèçìîì äâóõ ïîäàëãåáð, ãåíåðàòîðàìè ïðàâî-
èíâàðèàíòíûõ 1-ôîðì â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, Ω (5.12) è
Ω†:

Ω† = (Ωg)† − qn

nq
Tr

Rop
(Ωg)†I, Tr

Rop
(Ωg)† = −Tr

R
(F−1Ωg), (6.30)

ãäå Rop = PRP .

7 Ôàêòîðèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèé êâàí-

òîâûõ óðàâíåíèé Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì åùå îäíó îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ R-ìàòðè÷íîé òåõ-
íèêè � åå ïðèëîæåíèå â èññëåäîâàíèè ðåøåíèé êâàíòîâûõ óðàâíåíèé Êíèæ-
íèêà-Çàìîëîä÷èêîâà.

Êâàíòîâûå (èíà÷å íàçûâàåìûå q-äåôîðìèðîâàííûìè èëè ðàçíîñòíûìè)
óðàâíåíèÿ Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà (qKZ) âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ëèòåðàòó-
ðå, êàê óðàâíåíèÿ íà ôîðì-ôàêòîðû è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè èíòåãðè-
ðóåìûõ êâàíòîâîïîëåâûõ è ñòàòôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé [Sm, JM]. Â ìàòåìàòèêå
ýòè óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèé àôôèííûõ êâàíòîâûõ
ãðóïï [FR] è àôôèííûõ (äâîéíûõ) àëãåáð Ãåêêå [Ch2]. Ñ ìîìåíòà îòêðûòèÿ,
ïîæàëóé, îñíîâíîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé óäåëÿëîñü ðåøåíèÿì óðàâíåíèé
qKZ, ñâÿçàííûì ñ òåíçîðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ïðåäñòàâëåíèé àôôèííûõ
êâàíòîâûõ ãðóïï è àëãåáð Ãåêêå (ñì. îáçîð [EFK] è ññûëêè â íåì).

Íîâàÿ îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ óðàâíåíèé qKZ îòêðûëàñü â ñâÿçè ñ îáíàðóæå-
íèåì À.Ðàçóìîâûì è Þ.Ñòðîãàíîâûì çàìå÷àòåëüíûõ ïðîÿâëåíèé êîìáèíà-
òîðèêè çíàêîïåðåìåííûõ ìàòðèö è ïëîñêèõ ðàçáèåíèé â ñâîéñòâàõ îñíîâíûõ
ñîñòîÿíèé ñïèíîâîé öåïî÷êè XXZ [RS1], ïðàâäà, â åå íåýðìèòîâîì ðåæèìå.
Â äàëüíåéøåì ãèïîòåçû Ðàçóìîâà-Ñòðîãàíîâà ïîëó÷èëè ïîëíîöåííóþ ôèçè-
÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â ïðèëîæåíèè ê O(1) ìîäåëè ïåòåëü [BGN, RS2] è ê
ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà `Raise and Peel' [dG-R, P-N]. Ñâÿçü íàáëþ-
äåíèé Ðàçóìîâà-Ñòðîãàíîâà ñ óðàâíåíèÿìè qKZ áûëà óñòàíîâëåíà Â.Ïàñêüå,
Ô. Äè Ôðàí÷åñêî è Ï.Çèíí-Æþñòåíîì [Pa, DFZ1], ÷òî ïîçâîëèëî îáîñíîâàòü
íåêîòîðûå èç íàáëþäåíèé Ðàçóìîâà-Ñòðîãàíîâà, à òàêæå ïîëó÷èòü íîâûå ðå-
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çóëüòàòû î âçâåøåííûõ ïåðå÷èñëåíèÿõ çíàêîïåðåìåííûõ ìàòðèö è ïëîñêèõ
ðàçáèåíèé (ñì., íàïð., [KP, DF2, DFZ2]).

Â êîíòåêñòå ãèïîòåçû Ðàçóìîâà-Ñòðîãàíîâà ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé qKZ, ñâÿçàííûå ñ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáð Òåìïåð-
ëè-Ëèáà5 íà ïóòÿõ Äèêà è èõ îáîáùåíèÿìè. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì
ôàêòîðèçîâàííûå âûðàæåíèÿ äëÿ òàêèõ ðåøåíèé. Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé
óðàâíåíèé qKZ íà îòêðûòîì ñåãìåíòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äâóõ òèïîâ,
îáîçíà÷àåìûõ íèæå ñèìâîëàìè A è B. Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òèïà A ïîäîá-
íûå âûðàæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå À. Êèðèëëîâûì è À. Ëàñêó ïðè èññëå-
äîâàíèè ýëåìåíòîâ Êàæäàíà-Ëþñòèãà äëÿ ãðàññìàíèàíîâ [KL]. Îòìåòèì, ÷òî
ïðèìåíåíèå ôàêòîðèçîâàííûõ ôîðìóë ïîçâîëèëî ñäåëàòü íîâûå íàáëþäåíèÿ
î ñâîéñòâàõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè `Raise and Peel', è ïîëó÷èòü íî-
âûå ðåçóëüòàòû ïî ñâÿçè ðåøåíèé qKZ ñ ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêîé
ïëîñêèõ ðàçáèåíèé è çíàêîïåðåìåííûõ ìàòðèö è ñ ðåøåíèÿìè äèñêðåòíûõ
óðàâíåíèé Õèðîòû (ñì. [P1, APR, dGPZ]).

Ïðè ôîðìóëèðîâêå óðàâíåíèé qKZ íàì ïîòðåáóþòñÿ áàçîâûå ñâåäåíèÿ îá
àëãåáðàõ Òåìïåðëè-Ëèáà è èõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Àëãåáðà Òåìïåðëè-Ëèáà T AL (q) òèïà A � ýòî ôàêòîð-
àëãåáðà àëãåáðû Ãåêêå HL(q) ïî ñîîòíîøåíèþ a(3) = 0 (ñì. (1.12)). Íàì
áóäåò óäîáíî çàäàâàòü åå â òåðìèíàõ íîâûõ ãåíåðàòîðîâ ei, ñâÿçàííûõ ñ
àðòèíîâûìè ãåíåðàòîðàìè gi ñîîòíîøåíèÿìè

ei = gi − q1 ∀ i = 1, . . . , L− 1.

Â òåðìèíàõ íîâîãî íàáîðà ãåíåðàòîðîâ ïðàâèëà óìíîæåíèÿ â T AL (q) çàäà-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

e2
i = τei, τ = −[2]q, eiei±1ei = ei,

eiej = ejei ∀ i, j = 1, . . . , L− 1 : |i− j| > 1, (7.1)

Àëãåáðà Òåìïåðëè-Ëèáà T BL (q, ω) òèïà B ïîëó÷àåòñÿ ðàñøèðåíèåì àëãåá-
ðû T AL (q) äîáàâëåíèåì ãåíåðàòîðà e0, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿì

e2
0 = − [ω]q

[ω+1]q
e0, e1e0e1 = e1, e0ei = eie0 ∀ i = 2, . . . , L− 1. (7.2)

Çäåñü ω ∈ Q � ïàðàìåòð, òàêîé ÷òî [ω + 1]q 6= 0.

5Àëãåáðû Òåìïåðëè-Ëèáà � ôàêòîð-àëãåáðû àëãåáð Ãåêêå, ÷üè R-ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçàíû
äâîéñòâåííîñòüþ Øóðà-Âåéëÿ ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè êâàíòîâîé ãðóïïû Uq(sl2).
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Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ãðàôè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ýòèõ àëãåáð, â êî-
òîðîì ãåíåðàòîðàì ei è e0 ñîïîñòàâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî êâàäðàòèêè è òðå-
óãîëüíèêè, äâèãàþùèåñÿ ñâîáîäíî âäîëü âåðòèêàëüíûõ ëèíèé. Ïîçèöèÿ ýòèõ
ëèíèé íà îñè àáñöèññ çàäàåòñÿ èíäåêñîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ãåíåðàòîðà:

i 0

ei = , e0 = . (7.3)

Íåòðèâèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà (7.1) è (7.2) â ãðàôè÷å-
ñêîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò âèä, ñîîòâåòñòâåííî:
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(7.5)

Ðàññìîòðèì ëåâûå èäåàëû â àëãåáðàõ Òåìïåðëè-Ëèáà, ïîðîæäàåìûå ïðî-
åêòîðàìè ñëåäóþùåãî âèäà

T AL (q) : IAL = e1e3 · . . . · e2bL2 c−1, (7.6)

T AL (q) : IBL =

{
e1e3 · . . . · eL−1, åñëè L íå÷åòíî,
e0e2 · . . . · eL, åñëè L ÷åòíî.

(7.7)

Ïðîåêòîðû IAL , I
B
L ïðèìèòèâíû, è â ïîðîæäàåìûõ èìè èäåàëàõ ðåàëèçóþòñÿ

íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð T AL (q), T BL (q, ω), ñîîòâåòñòâåííî. Ãðà-
ôè÷åñêè áàçèñíûå ýëåìåíòû ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå
ïóòåé Äèêà (Dyck paths) è êðèâûõ ãîëîñîâàíèÿ (ballot paths).

Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïóòåì Äèêà α äëèíû L íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü L+ 1 íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë α = (α0, α1, . . . , αL) òàêàÿ, ÷òî
α0 = 0, αi+1 − αi = ±1 è αL = 0/1 ïðè L ÷åòíîì/íå÷åòíîì.
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Ðèñ. 1: Äåéñòâèå ãåíåðàòîðà e1 íà ýëåìåíòå |α〉 = e4(e3e5e7)(e2e4e6e8e10)I
A
12: e1|α〉 = e4e10I

A
12.

Êðèâîé ãîëîñîâàíèÿ α äëèíû L íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L + 1
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë α = (α0, α1, . . . , αL) òàêàÿ, ÷òî αL = 0 è
αi+1 − αi = ±1.

Ìíîæåñòâà ïóòåé Äèêà è êðèâûõ ãîëîñîâàíèÿ äëèíû L áóäåì îáîçíà-
÷àòü DAL è DBL , ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäîìó ïóòè Äèêà α (êàæäîé êðèâîé ãîëîñîâàíèÿ β) äëèíû L âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíò ëèíåéíîãî áàçèñà èäåàëà |α〉 (|β〉), ïîðîæ-
äåííîãî ïðîåêòîðîì IAL (IBL ), ïî ïðàâèëó, êîòîðîå èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñóíêàìè:

|α〉 =

L=11
-�

�� �� �� �� ��@@ @@ @@ @@ @@
�� �� �� �� �� ��@@ @@ @@ @@ @@
�� �� �� �� ��@@ @@ @@ @@ @@
�� �� ��@@ @@ @@
��@@

-�

|β〉 =

L=11

�� �� �� �� �� ��@@ @@ @@ @@ @@
�� �� �� �� ��@@ @@ @@ @@ @@ @@

�� �� �� �� ��@@ @@ @@ @@ @@
�� ��@@ @@@@

α = (0, 1, 2, 3, 4, 3, 2, 3, 2, 1, 2, 1), β = (3, 2, 1, 2, 3, 2, 3, 2, 1, 2, 1, 0),

|α〉 = e4(e3e5e7)(e2e4e6e8e10)I
A
11, |β〉 = (e0e4e6)(e1e3e5e7e9)I

B
11.

Äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ ei, i ≥ 0, íà ýëåìåíòàõ wα ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ êàê ïðîöåññ îñàæäåíèÿ êâàäðàòîâ èëè òðåóãîëüíèêîâ íà ïðîôèëü, çà-
äàâàåìûé ïóòåì Äèêà, èëè êðèâîé ãîëîñîâàíèÿ. Îí ìîæåò ïðèâåñòè ê ðîñòó
ïðîôèëÿ (ïàäåíèå â òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà), îòðàæåíèþ îò ïîâåðõíî-
ñòè ïðîôèëÿ (ïàäåíèå â òî÷êó ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà), èëè ê ëàâèíîîáðàç-
íîìó îñûïàíèþ ïðîôèëÿ (ïàäåíèå íà ñêëîí, ñì. Ðèñ.1). Òàêîå ãðàôè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü äåéñòâèå àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà
â ïðåäñòàâëåíèÿõ íà ïóòÿõ Äèêà (êðèâûõ ãîëîñîâàíèÿ) êàê ñòîõàñòè÷åñêèé
ïðîöåññ ðîñòà îäíîìåðíîé ïëåíêè íà ñåãìåíòå ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé (ñì., íàïð., [P1]).

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ |Ψ〉A è |Ψ〉B, ïðåäñòàâëÿþùèõ èç ñå-
áÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ |α〉 â ïðåäñòàâëåíèè íà ïó-
òÿõ Äèêà (òèï À), èëè íà êðèâûõ ãîëîñîâàíèÿ (òèï B) ñ êîýôôèöèåíòàìè
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ψα, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ â êîëüöå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ îò L ïåðåìåííûõ
q±xi, i = 1, 2, . . . , L:

|Ψ(x1, . . . , xL)〉A/B =
∑

α∈DA/BL

ψα(x1, . . . , xL)|α〉.

Óðàâíåíèÿ qKZ íà ñåãìåíòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà A/B � ýòî ñè-
ñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû âåêòîðà |Ψ〉A/B:

Ri(xi − xi+1)|Ψ〉A/B = πi|Ψ〉A/B ∀ i = 1, . . . , L− 1, (7.8)

K
A/B
0 (−x1)|Ψ〉A/B = π0|Ψ〉A/B, (7.9)

|Ψ〉A/B = πL|Ψ〉A/B. (7.10)

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé ïðèñóòñòâóþò îïåðàòîðû πi, 0 ≤ i ≤ L, äåé-
ñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêàìè èëè îòðàæåíèÿìè íà àðãóìåíòàõ êîýôôèöèåíòíûõ
ôóíêöèé ψα:

πiψα(. . . , xi, xi+1, . . .) = ψα(. . . , xi+1, xi, . . .),

π0ψα(x1, . . .) = ψα(−x1, . . .), πNψα(. . . , xL) = ψα(. . . ,−λ− xL).

Çäåñü λ ∈ C � ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèé qKZ, íà-
çûâàåìîé åãî óðîâíåì (ñì. [EFK]).

Â ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ïðèñóòñòâóþò îïåðàòîðû Ri(u) è K0(u), ÿâëÿ-
þùèåñÿ áàêñòåðèçàöèÿìè ãåíåðàòîðîâ àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà ei è e0, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ri(u) ïîäîáíû ýëåìåíòàì gi(x) (1.9), óæå âñòðå÷àâøèìñÿ ðàíåå ïðè
îáñóæäåíèè êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð. Îíè óäîâëåòâîðÿþò àääèòèâíûì
âåðñèÿì óðàâíåíèé ßíãà-Áàêñòåðà (1.10) è ñîîòíîøåíèé óíèòàðíîñòè (1.11).
K0(u) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò àääèòèâíîìó âàðèàíòó óðàâíåíèé îòðàæåíèÿ ñî
ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì è ñîîòíîøåíèÿì óíèòàðíîñòè (ñì. [dGP]). Âñå óïî-
ìÿíóòûå óðàâíåíèÿ íà Ri(u) è K0(u) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ñîâìåñòíîñòè äëÿ
óðàâíåíèé qKZ.

ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåàòîðîâ Ri(u) è K0(u) èìåþò âèä

Ri(u) =
[1− u]q − [u]q ei

[1 + u]q
,

KA
0 (u) = 1, KB

0 (u) =
k(u, δ) + [2u]q[ω + 1]q e0

k(−u, δ)
, (7.11)

k(u, δ) = [ω+δ
2 + u]q[

ω−δ
2 + u]q.
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Çäåñü δ ∈ Q � åùå îäèí ïàðàìåòð, âëèÿþùèé íà ïîâåäåíèå âåêòîðà |Ψ〉B íà
ëåâîé ãðàíèöå ñåãìåíòà.

Ñîîòíîøåíèÿ (7.8)-(7.10) ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì óðàâíåíèé qKZ â âè-
äå óäîáíîì äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ïðè ïîñòðîåíèè ôàêòîðèçîâàííûõ
ôîðìóë äëÿ èõ ðåøåíèé ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå àëãåáðàè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå.

Óòâåðæäåíèå 7.3. Ñîîòíîøåíèÿ (7.8) è (7.9) òèïà B ýêâèâàëåíòíû îáðà-
çîì ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∑
α∈DA/BL

ψα(x1, . . . , xL) (ei|α〉) =
∑

α∈DA/BL

(Ti − q1)ψα(x1, . . . , xL)|α〉, (7.12)

è∑
α∈DBL

ψα(x1, . . . , xL) (e0|α〉) =
∑
α∈DBL

(
T0 + q−ω1

qω+1 − q−ω−1

)
ψα(x1, . . . , xL)|α〉. (7.13)

Çäåñü îïåðàòîðû Ti, T0, ðåàëèçóþùèå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáð Ãåêêå òèïîâ A
è B íà ïðîñòðàíñòâå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ îò ïåðåìåííûõ q±xi, i = 1, 2, . . . , L,
äàþòñÿ ôîðìóëàìè

Ti = q − 1

[xi − xi+1]q
(πi − 1)[xi+1 − xi + 1]q (7.14)

T0 = −q−ω + (π0 + 1)
(q − q−1) k(−x1, δ)

[2x1]q
. (7.15)

Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé qKZ
ðàññìàòðèâàëàñü â [Pa]. Îïåðàòîðû T0 è Ti ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå â ðàáîòå
Ì. Íîóìè [N]. Ti, i > 0, òàêæå èçâåñòíû êàê îïåðàòîðû Äåìàçþðà-Ëþñòèãà
[Ch2].

Ìû ðàññìîòðèì, â ïåðâóþ î÷åðåäü, óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå óðàâíåíèÿìè
qKZ íà êîýôôèöèåíòû ïðè áàçèñíûõ åëåìåíòàõ |ΩA〉 è |ΩB〉, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ åäèíñòâåííûì ïóòè Äèêà è êðèâîé ãîëîñîâàíèÿ, íå èìåþùèì ëîêàëüíûõ
ìèíèìóìîâ âíóòðè ñåãìåíòà:

ΩA = (0, 1, . . . , bL−12 c,b
L+1
2 c,b

L−1
2 c, . . . , L(mod 2)), ΩB = (L,L− 1, . . . , 1, 0).

Ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî |ΩA〉 è |ΩB〉 èãðàþò ðîëü ñòàð-
øèõ âåêòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèÿõ íà ïóòÿõ Äèêà è íà êðèâûõ ãîëîñîâàíèÿ,
ñîîòâåòñòâåííî
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Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè ∆±µ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

∆±µ (xk, . . . , xm) :=
∏

k≤i<j≤m

[µ+ xi ± xj]q,

ãäå µ ∈ Q � ïàðàìåòð.

Óòâåðæäåíèå 7.4. Êîýôôèöèåíòû ψA
Ω è ψB

Ω, ñòîÿùèå ïðè ñòàðøèõ âåêòî-
ðàõ |ΩA〉 è |ΩB〉 â ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé qKZ (7.8)-(7.10) |Ψ〉A è |Ψ〉B, èìåþò
âèä

ψA
Ω(x1, . . . , xL) = ∆−1 (x1, . . . , x`) ∆+

−1(x1, . . . , x`) ∆−1 (xn+1, . . . , xL)

∆+
λ+1(x`+1, . . . , xL) ξA(x1, . . . , x`|x`+1 +

λ

2
, . . . , xL +

λ

2
), (7.16)

ψB
Ω(x1, . . . , xL) = ∆−1 (x1, . . . , xL) ∆+

λ+1(x1, . . . , xL)

ξB(x1 +
λ

2
, . . . , xL +

λ

2
). (7.17)

Çäåñü ` = b(L+ 1)/2c; ξA(x1, . . . x`|x`+1, . . . , xL) � ÷åòíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ îòäåëüíî ïî êàæäîìó èç íàáîðîâ ïåðåìåííûõ xi, 1 ≤ i ≤ ` è
xj, ` + 1 ≤ j ≤ L; ξB(x1, . . . , xL) � ÷åòíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî
âñåì ïåðåìåííûì xi, 1 ≤ i ≤ L.

Äëÿ êàæäîãî ïóòè Äèêà (êðèâîé ãîëîñîâàíèÿ) α ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó
åãî äîïîëíåíèÿ äî ñòàðøåãî ïóòè ΩA (ñòàðøåé êðèâîé ΩB) ñ äîáàâëåíèåì
êëåòîê � êâàäðàòèêîâ èëè òðåóãîëüíèêîâ. Â êàæäóþ äîáàâëÿåìóþ êëåòêó
áóäåì ïîìåùàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî ui,j � åå êîíòåíò, ãäå i è j � ãîðèçîí-
òàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòû êëåòêè. Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ êîíòåíòà
ui,j êëåòêè òàêîâî:

• ui,j = 1 åñëè êëåòêà ïîïàäàåò â ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïóòè Äèêà (êðèâîé
ãîëîñîâàíèÿ) α;

• èíà÷å ïîëàãàåì ui,j = max{ui+1,j−1, ui−1,j−1}+ 1, ãäå ui±1,j−1 � êîíòåíòû
ðàíåå äîáàâëåííûõ êëåòîê, íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ äîáàâëÿåìàÿ êëåòêà.

Ïðèìåðû ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîöåäóðû ñì. íà Ðèñ. 2, 3 âíèçó.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ïðîöåäóðû ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïóòè Äèêà (êðèâîé ãî-
ëîñîâàíèÿ) α îïåðàòîð Hα

Hα =

↗u∏
i,j

Ti(uij). (7.18)
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Ðèñ. 2: Äëÿ ïóòè Äèêà (0, 1, 2, 1, 0, 1, 2, 3, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 6, 5, 4, 5, 4, 3, 2, 1, 0) äîáàâëåííûå êëåò-
êè íàðèñîâàíû ïðåðûâèñòûìè ëèíèÿìè. Êîíòåíòû êëåòîê ðàçìåùåíû â íèõ.

1

22

4444

1

2 2

1

3

3331

55 5 5 5

6666

77 7 7

888

9 99

1010

1111

12

13

Ðèñ. 3: Äëÿ êðèâîé ãîëîñîâàíèÿ (2, 3, 2, 1, 0, 1, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 1, 0) äîáàâëåííûå êëåòêè íà-
ðèñîâàíû ïðåðûâèñòûìè ëèíèÿìè. Êîíòåíòû êëåòîê ðàçìåùåíû â íèõ.

Çäåñü Ti(u) � áàêñòåðèçîâàííûå âåðñèè îïåðàòîðîâ Ti (7.19), (7.20)
6

Ti(u) =
q−u

[u]q
+ Ti =

[xi−xi+1+u]q
[u]q[xi−xi+1]q

− [xi−xi+1+1]q
[xi−xi+1]q

πi, (7.19)

T0(u) =
1

(qω+1 − q−ω−1)

(
T0 + qω − (q−q−1)[bu/2c]q[ω+b(u+1)/2c]q

[u]q

)
. (7.20)

à ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì äîáàâëåííûì ê ïóòè Äèêà (êðèâîé ãîëîñîâà-
íèÿ) α êëåòêàì, ïðè÷åì ñîìíîæèòåëè óïîðÿäî÷èâàþòñÿ òàê, ÷òîáû èõ àðãó-
ìåíòû ui,j íå óáûâàëè ïðè ÷òåíèè ñëåâà-íàïðàâî.

7

6Ti(u), i > 0, � ýòî ïåðåìàñøòàáèðîâàíííûå âåðñèè áàêñòåðèçîâàííûõ ýëåìåíòîâ gi(q
2u) (1.9).

7Îòìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëè ñ ñîâïàäàþùèìè àðãóìåíòàìè êîììóòàòèâíû.
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Òåïåðü ìû ãîòîâû ïðåäñòàâèòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ðàçäåëà �
ôàêòîðèçîâàííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé qKZ.

Òåîðåìà 7.5. [KL, dGP] Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ψα ðåøåíèé óðàâíåíèé qKZ
(7.8)-(7.10) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

ψα = Hα ψ
A/B
Ω . (7.21)

Çäåñü ψ
A/B
Ω � êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå ïðè ñòàðøèõ âåêòîðàõ |ΩA/B〉 (7.16),

(7.17), à ôàêòîðèçîâàííûå îïåðàòîðû Hα äëÿ ïóòåé Äèêà (ãðàí. óñëîâèÿ
òèïà A) è äëÿ êðèâûõ ãîëîñîâàíèÿ (ãðàí. óñëîâèÿ òèïà B) âû÷èñëÿþòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà (7.18) (ñì. èëëþñòðàöèè íà Ðèñ.2,3).

Â çàäà÷å ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà A, îáîçíà÷èì β(k), k = 1, . . . , bL2 c,
ïóòü äëèíû L, èìåþùèé åäèíñòâåííûé ìèíèìóì â òî÷êå ñ àáñöèññîé 2k−1
è îðäèíàòîé −1 (ñì. èëëþñòðàöèþ íà Ðèñ.4). Àíàëîãè÷íî, â çàäà÷å ñ ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà B, îáîçíà÷èì β(k), k = 1, . . . , bL+1

2 c, êðèâóþ äëè-
íû L, èìåþùóþ åäèíñòâåííûé ìèíèìóì â òî÷êå ñ àáñöèññîé 2k − εL − 1,
εL = L(mod 2), è îðäèíàòîé −1 (ñì. èëëþñòðàöèþ íà Ðèñ.5). Îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì Hβ(k) ôàêòîðèçîâàííûé îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿåìûé ïóòè (êðèâîé)
β(k) ñîãëàñíî ïðàâèëó (7.18).

Êîýôôèöèåíòû ψ
A/B
Ω , ñòîÿùèå ïðè ñòàðøèõ âåêòîðàõ |ΩA/B〉 â ðåøåíèÿõ

óðàâíåíèé qKZ, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

Hβ(k) ψ
A/B
Ω = 0 ∀ k. (7.22)

Óñëîâèÿ (7.22) âìåñòå ñ ôîðìóëàìè (7.16), (7.17), (7.21), ýêâèâàëåíòíû ñè-
ñòåìå óðàâíåíèèé qKZ (7.8)-(7.10).

Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ è ω èçâåñòíû ïðî-
ñòðûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé qKZ:

• ïðè λ = −3 çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà A èìååò ðåøåíèå
ξA = 1 (ñì. (7.16)) [DF1];

• ïðè λ = −3/2 è ω = −1/2 çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà B èìååò
ðåøåíèå ξB = 1 (ñì. (7.17)) [ZJ].

Ýòè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå õàðàêòåðèñòèê ñòàöèîíàðíûõ ñîñòî-
ÿíèé ìîäåëè ñòîõàñ÷åñêîãî ïðîöåññà "Raise and Peel"(cñì. [DF1, ZJ, dGP,
dGPZ] è ññûëêè â íèõ).
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Ðèñ. 4: Ïóòü β(3) äëèíû L = 12 âûäåëåí æèðíîé ëèíèåé. Îí íå ÿâëÿåòñÿ ïóòåì Äèêà.
Êëåòêè, äîïîëíÿþùèå åãî äî ñòàðøåãî ïóòè Äèêà íàðèñîâàíû ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Â
êëåòêàõ ïðîñòàâëåíû èõ êîíòåíòû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêòîðèçîâàííûé îïåðàòîð Hβ(3)

ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó (7.18).
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Ðèñ. 5: Êðèâàÿ β(3) äëèíû L = 10 âûäåëåíà æèðíîé ëèíèåé. Îíà íå ÿâëÿåòñÿ êðèâîé
ãîëîñîâàíèÿ. Êëåòêè, äîïîëíÿþùèå åå äî ñòàðøåé êðèâîé ãîëîñîâàíèÿ íàðèñîâàíû ïóíê-
òèðíûìè ëèíèÿìè âìåñòå ñ ïðîñòàâëåííûìè â íèõ êîíòåíòàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêòî-
ðèçîâàííûé îïåðàòîð Hβ(3) ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó (7.18).

8 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

• Îïðåäåëåíèå ñåìåéñòâà êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð òèïà GL(n) è äî-
êàçàòåëüñòâî ñòðóêòóðíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýòèõ àëãåáð. Îïðåäåëåíèå 1.2
äàíî â ñòàòüå [4] èç ïðèâîäèìîãî íèæå ñïèñêà. Q-îáîáùåíèÿ ñîîòíîøå-
íèé Íüþòîíà ìåæäó äâóìÿ íàáîðàìè ãåíåðàòîðîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîäàëãåáð ÊÌ-àëãåáð � ñòåïåííûõ ñóìì è ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ � â ðàçëè÷íîé ñòåïåíè îáùíîñòè âûâîäÿòñÿ â ñòàòüÿõ
[1,3,4] (ñì. Óòâåðæäåíèå 2.2). Q-îáîáùåíèå òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè
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äîêàçûâàåòñÿ â ðàáîòàõ [3,4] (ñì. Òåîðåìó 2.3).

• Îïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ àëãåáð ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ
òèïà SL(n) (ñì. Îïðåäåëåíèå-òåîðåìó 3.5); ïðåäñòàâëåíèå ñïåêòðàëüíî
ðàñøèðåííîãî ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ â òåðìèíàõ ìàòðèö-ãåíåðàòîðîâW α è
ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ µα, è ïîñòðîåíèå äâóõ ñåìåéñòâ äèíàìè÷åñêèõ
R-ìàòðèö òèïà SL(n) (ñì. Òåîðåìó 3.6). Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â
ðàáîòå [7].

• Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà ýâîëþöèè äëÿ êâàíòîâîé ìîäåëè q-äåôîðìèðîâàí-
íîãî âîë÷êà Ýéëåðà (ìîäåëü Àëåêñååâà-Ôàääååâà) ïðîâåäåíî â [7] (ñì.
Òåîðåìó 4.3).

• Îïðåäåëåíèå àëãåáð äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà êâàíòîâûõ ãðóï-
ïàõ òèïîâ GL(n) è SL(n) (ñì. Îïðåäåëåíèå-òåîðåìó 5.1) è ïîñòðîåíèå
îòîáðàæåíèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ýòèõ àëãåáðàõ (ñì. Òåî-
ðåìó 5.2) äàåòñÿ â ðàáîòàõ [2,10].

• Ïîñòðîåíèå ñïåêòðàëüíûõ ðàñøèðåíèé äëÿ êâàíòîâàííûõ àëãåáð äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ òèïîâGL(n), SL(n) (ñì. Îïðåäåëåíèå-òåîðåìó
6.1) è ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ àíòèèíâîëþöèè óíèòàðíîãî òèïà íà êâàí-
òîâàííûõ àëãåáðàõ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ òèïàGL(n) (ñì. Òåî-
ðåìû 6.2, 6.3) ïðîâîäèòñÿ â [10].

• Ôàêòîðèçîâàííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ óðàâíåíèé Êíèæ-
íèêà-Çàìîëîä÷èêîâà, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáð Òåìïåðëè-
Ëèáà íà ïóòÿõ Äèêà è íà êðèâûõ ãîëîñîâàíèÿ (ñì. Òåîðåìó 7.5) ïîëó÷åíû
â ðàáîòå [9].
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10 Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå è ïðèëîæåíèÿ

Â çàêëþ÷åíèå ìû êðàòêî ïåðå÷èñëèì íåäàâíèå ïðîäâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèè
èññëåäîâàíèé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è îáñóäèì ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèé.

Èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû è äîêàçàòåëü-
ñòâî q-àíàëîãà òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð
òèïà GL(m|n) ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ [GPS2, GPS3]. Ýòîò òèï ÊÌ-àëãåáð âìå-
ñòå ñ àëãåáðàìè GL(n) òèïà èñ÷åðïûâàåò âñå èçâåñòíûå ñåðèè ÊÌ-àëãåáð,
ñâÿçàííûå ñ ãåêêåâñêèìè R-ìàòðèöàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþò è
îáúåäèíÿþò èññëåäîâàíèÿ Êàíòîðà è Òðèøèíà ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì òîæ-
äåñòâàì äëÿ ìàòðè÷íûõ ñóïåðàëãåáð [KT1, KT2] è Äæàðâèñà, Ãðèíà, Ãóëäà
ñ ñîàâòîðàìè ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì òîæäåñòâàì â óíèâåðñàëüíûõ îáåðòû-
âàþùèõ ñóïåðàëãåáð Ëè [JG, GJ, Gou2].

Èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òîæäåñòâ ÊÌ-àëãåáð òèïà Áèðìàí-Ìó-
ðàêàìè-Âåíöëÿ (BMW), ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîâûìè îðòîãîíàëüíûìè è ñèì-
ïëåêòè÷åñêèìè ãðóïïàìè, ïðåäïðèíÿòû â [OP]. Â êëàñè÷åñêèì ïðåäåëå ýòè
ðåçóëüòàòû ïåðåõîäÿò â õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òîæäåñòâà äëÿ ãåíåðàòîðîâ îð-
òîãîíàëüíûõ è ñèìïëåêòè÷åñêèõ àëãåáð Ëè (ñì. [Gou1, Mol]). Äëÿ ñëó÷àÿ
êâàíòîâûõ óíèâåðñàëüíûõ îáåðòûâàþùèõ àëãåáð Äðèíôåëüäà-Äæèìáî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå òîæäåñòâà ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [MRS], à èõ îáðàçû â
ïðåäñòàâëåíèÿõ ñòàðøåãî âåñà èçó÷àëèñü â [Mudr]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâå-
ñòåí àíàëîã òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ ñåðèè îðòî-ñèìïëåêòè÷åñêèõ ÊÌ-
àëãåáð. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè, ñâÿçàííàÿ ñ èçó÷åíèåì
ñòóêòóðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîäàëãåáð ÊÌ-àëãåáð òèïà BMW ïðîäåëàíà â
[OP].

Â ðàáîòàõ [GS1, DM1, DM2, GS2] òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè â ôàêòî-
ðèçîâàííîì âèäå ïðèìåíÿëèñü äëÿ ÿâíîãî êâàíòîâàíèÿ ïîëóïðîñòûõ îðáèò
êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ GL(n) è ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä íèìè.

Åùå îäíî íàïðàâëåíèå ïðèëîæåíèé q-âåðñèé ñîîòíîøåíèé Íüþòîíà è òåî-
ðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè � ïîñòðîåíèå ÿâíûõ PBW-óïîðÿäî÷åííûõ âûðàæå-
íèé äëÿ ãåíåðàòîðîâ öåíòðà àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé (ñì. [JW, Fl]).

Â èññëåäîâàíèÿõ ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ íàä êâàíòîâûìè ãðóïïàìè ïðîöå-
äóðà ñïåêòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû, ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü ñåìåéñòâà
äèíàìè÷åñêèõ R-ìàòðèö, à òàêæå èçó÷àòü è ïðèìåíÿòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ äè-
íàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñåðèè àâòîìîðôèçìîâ ýòèõ àëãåáð, â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ðåàëèçîâàíà ëèøü äëÿ àëãåáð òèïîâ GL(n) è SL(n). Èíòåðåñíî áûëî áû ðå-
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àëèçîâàòü ýòó ïðîöåäóðó äëÿ àëãåáð òèïîâ GL(m|n), O(n), Sp(2n), à òàêæå
ïîñòðîèòü SL(m|n) è SO(n) ðåäóêöèè òàêèõ ãåéçåíáåðãîâûõ äóáëåé.

Åùå îäíèì ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì ïðèìåíåíèÿ òåõíèêè ñïåêòðàëü-
íîãî ðàñøèðåíèÿ ãåéçåíáåðãîâà äóáëÿ ìîãëî áû ñòàòü åå ïðèëîæåíèå â ðåà-
ëèçàöèè êâàíòîâîé âåðñèè ïóàññîíîâîé ðåäóêöèè è èçó÷åíèè ïîëó÷àåìûõ ñ
åå ïîìîùüþ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé (ñì. [AKO]).

×òî êàñàåòñÿ èññëåäîâàíèé ôàêòîðèçîâàííûõ âûðàæåíèé äëÿ ðåøåíèé
óðàâíåíèé qKZ, èõ åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé ñòàëè èññëåäîâàíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ ñòàöèîíàðíûõ ñâîéñòâ ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðî-
öåññà Raise and Peel (ñìþ [P1, M-B, dGP, dGPZ, APR]). Íà íàø âçãëÿä, èí-
òåðåñíûì áûëî áû òàêæå âûÿñíèòü îòíîøåíèå ñâÿçàííûõ ñî ñòîõàñòè÷åñêîé
ìîäåëüþ ASEP (Asymmetric Simple Exclusion Process) ïîëèíîìèàëüíûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèé qKZ ñ ôàêòîðèçîâàííûìè ôîðìóëàìè. Ýòè ðåøåíèÿ äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñåãìåíòå, à òàêæå èõ ñâÿçü ñ íåñèì-
ìåòðè÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè Êîîðíâèíäåðà îáñóæäàëèñü â ðàáîòàõ [C-W, FV].
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