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ВСТУП

Багато процесів, що установилися, різної фізичної природи являють собою приклади стаціонарних задач, зокрема, це задачі теорії пружності, пластичності, дифракції, акустики, задачі поширення електромагнітних хвиль в хвилеводах та багато інших. Математичні моделі стаціонарних задач описуються рівняннями еліптичного типу. Універсальність математичних моделей дозволяє легко переходити до дослідження нових процесів та явищ. Для вивчення математичних моделей в основному використовуються чисельні методи. Сучасні обчислювальні алгоритми дають можливість отримувати за допомогою комп'ютерів наближені розв'язки складних задач із заданою точністю за потрібний час.

Для успішного розв'язування прикладних задач дуже важливе значення має створення якісного програмного забезпечення, насамперед, проблемно-орієнтованих пакетів прикладних програм.

Для чисельного розв'язування крайових та спектральних задач для еліптичних операторів застосовуються два основних класи наближених методів – метод скінченних різниць та метод скінченних елементів, що обумовлено двома основними факторами:

1.
Вони мають такі властивості як універсальність, гнучкість та модульність, тобто властивості, які повинні задовольняти методи при їх застосуванні в обчислювальному експерименті.

2.
Ці методи відповідають структурі та можливостям сучасних комп'ютерів.

Слід відзначити, що, незважаючи на різні принципи побудови дискретних моделей, методи їх дослідження, метод скінченних різниць і метод скінченних елементів фактично мають однакову ідейну базу. Кожен з цих методів має свої переваги та недоліки. Так, наприклад, метод скінченних елементів в першу чергу орієнтовано на розв'язування задач в областях складної форми, метод скінченних різниць – на канонічні області. У той же час обчислювальна реалізація методу скінченних елементів є значно складнішою, ніж методу скінченних різниць.

Важливим напрямком теорії методу скінченних різниць є побудова та дослідження різницевих схем для задач в областях довільної форми. Тут можна виділити два підходи:

1.
Застосування різницевих схем на рівномірних сітках. Нерегулярні внутрішні вузли розглядаються як граничні, а крайові умови для різницевої задачі задаються інтерполяцією нульового або першого порядку.

2.
Використання різницевих схем на нерівномірних сітках.

Однак при таких підходах ускладнюється обчислювальна реалізація різницевих схем у порівнянні з різницевими схемами для канонічних областей.

Ще одним важливим напрямком теорії методу скінченних різниць є побудова та обгрунтування різницевих схем для задач з розривними коефіцієнтами. Тут можна виділити два класи задач:

1.
Задачі, в яких розв'язок є кусково достатньо гладким.

2.
Задачі, в яких розв'язок кусково належить просторам Соболєва, тобто розглядаються задачі, коли розв'язок диференціальної задачі задовольняє мінімальні умови гладкості.

Найбільший інтерес для практики представляють задачі другого класу. Це обумовлено тим, що більшість практичних задач належить саме до цього класу.

Крім того, важливим напрямком теорії методу скінченних різниць є побудова різницевих розв'язків з високим порядком точності. Тут можна виділити два основних підходи:

1.
Використання багатоточкових різницевих схем.

2.
Застосування екстраполяційного методу Річардсона, який використовує розв'язки задач на послідовності сіток.

Слід відзначити, що обчислювальна реалізація багатоточкових різницевих схем є більш складною, ніж найпростіших різницевих схем (це, як правило, різницеві схеми другого порядку точності). У той же час в екстраполяційному методі Річардсона використовуються найпростіші різницеві схеми. Складаючи лінійну комбінацію розв'язків цих різницевих схем на послідовності сіток, можна отримати розв'язок з високим порядком точності. 

Можна виділити три основні властивості екстраполяційного методу Річардсона:

1.
Використання найпростіших різницевих схем.

2.
Однорідність реалізації алгоритмів на послідовності сіток.

3.
Простота реалізації усього алгоритму в цілому.

Оскільки більшість практичних задач є задачами з узагальненими розв'язками, то найбільший інтерес являє собою побудова різницевих розв'язків з високим порядком точності саме для цього класу задач.

Тому можна зробити висновок, що побудова та обгрунтування нового класу різницевих схем для еліптичних задач в областях складної форми, еліптичних рівнянь з розривними коефіцієнтами при мінімальних вимогах до гладкості розв'язку, а також побудова різницевих розв'язків з високим порядком точності для еліптичних задач з узагальненими розв'язками є актуальними задачами.

Актуальність теми. З точки зору методу скінченних різниць ідеальною областю у двовимірному випадку для розрахунків є прямокутник. Саме для цієї області розроблено найбільш ефективні прямі та ітераційні методи. Тому в роботах В.К.Саульєва [139] та В.І.Лебєдєва [84] було запропоновано два варіанти методу, який дістав назву методу фіктивних областей і який дозволяє розглядати широкий клас еліптичних задач у прямокутнику. Задачі в прямокутнику апроксимуються різницевими схемами, для реалізації яких використовуються ефективні ітераційні методи, розроблені для прямокутника. 

Слід відзначити, що розв'язки задач, побудованих за допомогою методу фіктивних областей, мають невисоку гладкість. Тому застосування класичних методів теорії методу скінченних різниць тут неможливе. Необхідно будувати різницеві схеми для задач з узагальненими розв'язками. Оскільки метод фіктивних областей дозволяє розглядати широкий клас еліптичних задач у прямокутнику, то його комбінація з методом скінченних різниць має велике значення при розробці функціонального наповнення пакетів прикладних програм. Такий підхід значно спрощує перехід від однієї прикладної задачі до іншої. Тому побудова та обгрунтування різницевих схем для задач методу фіктивних областей є актуальною задачею.

Широкий клас практичних задач описується еліптичними рівняннями з розривними коефіцієнтами, причому розв'язок диференціальної задачі кусково не є достатньо гладким, а лише належить просторам Соболєва. Застосування традиційної методики побудови та обгрунтування різницевих схем тут неможливе. Потрібно розробити новий підхід, який давав би можливість будувати та обгрунтовувати різницеві схеми для вищевказаного класу задач. Тому побудова та обгрунтування різницевих схем для задач з розривними коефіцієнтами при мінімальних вимогах до гладкості розв'язку є актуальною задачею.

Значний інтерес як для практики, так і для теорії методу скінченних різниць являють методи, точність яких зростає із збільшенням гладкості розв'язків. Одним з таких методів, який дозволяє будувати різницеві розв'язки з високим порядком точності, є екстраполяційний метод Річардсона. Слід відзначити, що повне обгрунтування екстраполяційного методу Річардсона, тобто без ніяких припущень відносно гладкості розв'язків допоміжних задач, проведено тільки для рівняння Гельмгольца у випадку класичних розв'язків [99, с.176]. Однак, більшість практичних задач мають лише узагальнені розв'язки. Тому повне обгрунтування екстраполяційного методу Річардсона для задач з узагальненими розв'язками є актуальною проблемою.

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота виконувалась у відповідності з комплексними науковими програмами Київського національного університету імені Тараса Шевченка у рамках фундаментальних держбюджетних тем  № 97057 “Методи без насичення точності для розв'язування еволюційних диференціальних та псевдо-диференціальних рівнянь”, № 97507 “Чисельно-аналітичні методи в проблемі дослідження розв'язності та побудові ефективних алгоритмів при проведенні обчислювального експерименту”, № 01БФ015-04 “Розробка теорії наближень та високоефективних чисельних алгоритмів для проведення обчислювального експерименту при дослідженні задач сучасних біотехнологій та аерогідродинаміки”. При виконанні останньої теми автор був науковим керівником.

Мета і задачі дослідження. Мета досліджень – обгрунтування різницевих схем, побудованих на основі методу фіктивних областей, які використовуються для дослідження математичних моделей стаціонарних процесів в областях довільної форми, побудова і дослідження різницевих схем для еліптичних рівнянь з розривними коефіцієнтами при мінімальних вимогах до гладкості розв'язку у прямокутнику та повне обгрунтування екстраполяційного методу Річардсона для еліптичних задач з узагальненими розв'язками у прямокутнику.

Для досягнення поставленої мети необхідно розв'язати наступні задачі:

· обгрунтувати метод фіктивних областей для задач оптимального керування та варіаційних нерівностей;

· побудувати та дослідити точність різницевих схем для вищезазначених задач;

· обгрунтувати різницеві схеми, які побудовано на основі методу фіктивних областей, для еліптичних операторів другого та четвертого порядків;

· побудувати та дослідити точність різницевих схем для еліптичних операторів другого порядку з розривними коефіцієнтами в крайових та спектральних задачах;

· отримати теоретичні результати про гладкість узагальнених розв'язків крайових задач для еліптичних рівнянь другого та четвертого порядків;

· провести повне обгрунтування екстраполяційного методу Річардсона в крайових та спектральних задачах для еліптичних операторів другого та четвертого порядків.

Наукова новизна одержаних результатів полягає в наступному:

· уперше обгрунтовано метод фіктивних областей в задачах оптимального керування для еліптичних операторів другого, четвертого порядків та варіаційних нерівностей другого порядку з обмеженням усередині області;

· для вищезазначеного класу задач побудовано різницеві схеми та досліджено їх точність;

· запропоновано та обгрунтовано різницеві схеми, побудовані на основі методу фіктивних областей, в крайових задачах для еліптичних операторів другого, четвертого порядків;

· установлено оцінки точності різницевих схем методу фіктивних областей в спектральних задачах для еліптичних операторів другого порядку;

· запропоновано та обгрунтовано різницеві схеми в крайових задачах для еліптичних операторів другого порядку з розривними коефіцієнтами при мінімальних вимогах до гладкості розв'язку;

· досліджено точність нових різницевих схем у спектральних задачах для еліптичних операторів другого порядку з розривними коефіцієнтами при мінімальних вимогах до гладкості власних функцій;

· уперше проведено повне обгрунтування екстраполяційного методу Річард-сона в крайових задачах для еліптичних операторів другого та четвертого порядків з узагальненими розв'язками;

· одержано нові теоретичні результати про гладкість узагальнених розв'язків крайових задач для еліптичних рівнянь другого та четвертого порядків;

· уперше проведено повне обгрунтування екстраполяційного методу Річард-сона в спектральних задачах для еліптичних операторів другого порядку у випадку узагальнених власних функцій.

Вірогідність отриманих теоретичних результатів забезпечується тим, що вони сформульовані у вигляді теорем і лем, які повністю доведено.

Практичне значення одержаних результатів. Отримані в дисертації результати можуть бути використані:

· для дослідження нелінійних математичних моделей стаціонарних процесів в областях довільної форми;

· при побудові методів високої точності розв'язування стаціонарних задач;

· у навчальному процесі при читанні спеціальних курсів, для написання дипломних та дисертаційних робіт.

Особистий внесок здобувача. Всі результати дисертаційної роботи отримано особисто або за участю автора. У роботах, написаних у співавторстві, автору дисертації належить:

· в [45] – теореми 2, 4;

· в [46] – теореми 2, 3.

В [90, 141, 143, 144] співавтори брали участь в обговоренні напрямку досліджень, в [92, 93] – у постановці задачі та обговоренні результатів, в [38, 43] – проводили чисельні експерименти для перевірки одержаних теоретичних результатів.
Апробація результатів дисертації. Основні концепції, ідеї, положення і результати досліджень було подано на наукових конференціях та семінарах: Міжнародній конференції “Informatics Numerical and Applied Mathematics. Theory, Applications, Perspectives” (Kiev, 1996), VII Міжнародній науковій конференції імені академіка М.Кравчука (Київ, 1998), VIII Міжнародній науковій конференції імені академіка М.Кравчука (Київ, 2000), Міжнародній конференції “Моделювання та оптимізація складних систем (МОСС) – 2001” (Київ, 2001), Міжнародній науковій конференції “Обчислювальна математика і математичні проблеми механіки” (Дрогобич, 2001), IX Міжнародній науковій конференції імені академіка М.Кравчука (Київ, 2002), Міжнародній конференції “Обчислювальна та прикладна математика” (Київ, 2002), наукових семінарах в Інституті кібернетики імені В.М.Глушкова НАН України (Київ, 2001), наукових семінарах факультету кібернетики Київського національного університету імені Тараса Шевченка (1999-2001).

Публікації.  За темою дисертації опубліковано 32 наукові праці. Основні результати дисертації викладено в роботах [21, 23, 24, 26, 28-31, 33, 35-38, 43, 45, 46, 90, 92, 93, 141, 143, 144], надрукованих у виданнях, затверджених ВАК України. Серед цих робіт 12 опубліковано без співавторів.

Структура та обсяг роботи. Дисертаційна робота складається із вступу, п'яти розділів, висновків та списку використаних джерел, що містить 180 найменувань. Загальний обсяг дисертації становить 288 сторінок, основний текст роботи викладено на 270 сторінках.

Перейдемо до короткого викладу змісту дисертації.

У вступі обгрунтовується актуальність теми дисертаційної роботи, формулюються мета і задачі дослідження, викладено короткий зміст дисертації і отриманих у ній результатів, виділено їх новизну і практичну цінність.

Перший розділ присвячено огляду літератури та вибору напрямків досліджень. Зроблено аналітичний огляд стану наукових досліджень за обраною тематикою, розглянуто питання застосування різницевих методів для розв'язування крайових та спектральних задач для еліптичних операторів. Зазначено зв'язок роботи з іншими дослідженнями, визначено проблеми, які необхідно розв'язувати. 

У другому розділі розглядаються питання побудови та обгрунтування різницевих схем, побудованих на основі методу фіктивних областей, в задачах оптимального керування для еліптичних операторів другого, четвертого порядків та варіаційних нерівностей другого порядку з обмеженням усередині області. 

У підрозділі 2.2 розглядаються дві задачі оптимального керування: нехай деяка керована система описується оператором Гельмгольца і для кожного керування 
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 визначається як розв'язок задачі Діріхле
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де 
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 ‑ обмежена однозв'язна область з границею 
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Перша задача оптимального керування полягає в тому, щоб відшукати


[image: image7.wmf](

)

inf,

g

vU

Jv

Î


де


[image: image8.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

,

g

Jvyvzdxkxvdx

WW

éù

=-+

ëû

òò





(2.3)


[image: image9.wmf](

)

2

g

UL

=W

 (випадок відсутності обмежень на керування), 
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 ‑ задані функції, причому 
[image: image14.wmf](

)

(

)

,

qxL

¥

ÎW

 
[image: image15.wmf](

)

0

0,

qxq

³>

 
[image: image16.wmf](

)

(

)

(

)

2

,,

g

fxzxL

ÎW

 
[image: image17.wmf](

)

(

)

2

,

kxC

ÎW

 
[image: image18.wmf](

)

0

0.

kxk

³>


Друга задача оптимального керування полягає в тому, щоб відшукати
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За допомогою спряженого стану задача (2.1) - (2.3) зводиться до розв'язування еквівалентної задачі
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де 


[image: image32.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

,,,

1

g

qx

fx

yx

kx

YxFxQx

zx

px

qx

æö

æö

æö

ç÷

===

ç÷

ç÷

ç÷

-

èø

èø

ç÷

-

èø

rr



[image: image33.wmf](

)

px

 ‑ спряжений стан.

Оптимальне керування визначається з рівності
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Показано, що при виконанні умови
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задача (2.12), (2.13) має єдиний узагальнений розв'язок, який належить простору 
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Оптимальне керування також належить простору 
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 і має місце апріорна оцінка
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Для розв'язування задачі (2.12), (2.13) використовується варіант методу фіктивних областей з продовженням за молодшим коефіцієнтом. Задача методу фіктивних областей має вигляд
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де 
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 ‑ найменший прямокутник, який цілком містить область 
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 ‑ його границя, 
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 ‑ достатньо мале число.

Доведена

Теорема 2.2. Розв'язок задачі (2.24), (2.25) збігається при 
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 до вектор-функції 
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 яка дорівнює нулю в області 
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 та збігається в області 
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 з узагальненим розв'язком задачі (2.12), (2.13), при цьому справедливі оцінки швидкості збіжності
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Задача (2.24), (2.25) апроксимується різницевою схемою
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(2.40)
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де 
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 ‑ множина внутрішніх, 
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 ‑ множина граничних вузлів рівномірної сітки в прямокутнику 
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 ‑ усереднюючі оператори точних різницевих схем:
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Має місце наступна

Теорема 2.3. Нехай виконана умова
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Тоді розв'язок різницевої схеми (2.40), (2.41) і функція 
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 збігаються при 
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 до вектор-функції 
[image: image70.wmf](

)

x

Y

r

 і функції 
[image: image71.wmf](

)

x

u

 відповідно, при цьому справедливі оцінки швидкості збіжності

ВИСНОВКИ

1. У дисертаційній роботі обгрунтовано метод фіктивних областей в задачах оптимального керування для еліптичних операторів другого, четвертого порядків та варіаційних нерівностей другого порядку з обмеженням усередині області.

2. Для вищезазначеного класу задач побудовано різницеві схеми та досліджено їх точність.

3. Запропоновано та обгрунтовано різницеві схеми для дослідження матема-тичних моделей стаціонарних процесів в областях довільної форми, які описуються крайовими та спектральними задачами для еліптичних операторів другого, четвертого порядків.

4. Досліджено точність нових різницевих схем в крайових та спектральних задачах для еліптичних операторів другого порядку з розривними коефіці-єнтами у випадку, коли розв'язок диференціальної задачі кусково належить просторам Соболєва.

5. Отримано нові теоретичні результати про гладкість узагальнених розв'язків крайових задач для еліптичних рівнянь другого та четвертого порядків.

6. Уперше проведено повне обгрунтування екстраполяційного методу Річард-сона в крайових та спектральних задачах для еліптичних операторів другого, четвертого порядків у випадку узагальнених розв'язків.
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