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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Традиционно задача расшиф
ровки (восстановления) «чёрного ящика» решалась в постановке Мура: зная
фрагмент поведения, определить диаграмму автомата. Однако есть и другие
постановки, например, зная тип автомата, восстановить утраченную инфор
мацию его диаграммы1. Автор решал последнюю задачу в её самой экстре
мальной постановке, когда в диаграмме автомата остались одни стрелки, а все
их отметки утеряны. При этом, в отличие от традиционных подходов, в дис
сертации задача решается без экспериментов, которые не всегда возможны,
могут быть дорогими и опасными. Рассмотренные случаи охватывают попу
лярные диаграммы переходов и дают основание предполагать, что в общем
случае потребуется экспоненциальный перебор и получится экспоненциаль
ное число решений. Тем не менее, в ряде частных случаев (преимущественно
в случае алфавита из двух элементов) получилось доказать однозначность
восстановления автомата и разработать полиномиальный алгоритм для это
го.

Указанную задачу восстановления диграммы переходов автомата по его
графу можно рассматривать как задачу декомпозиции графа в сумму 𝑚

подграфов, где 𝑚 — число символов в алфавите (каждый подграф состо
ит из ребер с заданной отметкой). Подобные задачи декомпозиции графов
рассматривались в различных областях дискретной математики и математи
ческой кибернетики. Кроме изучения таких разложений для диаграмм Му
ра абстрактных автоматов (ориентированный случай), в диссертации также
рассматривается декомпозиция графов заданной планарности и древесности
(неориентированный случай). Далее подробнее опишем предпосылки и исто
рию возникновения задачи.

Теория автоматов, как раздел дискретной математики, возник в сере
дине 20 века, начиная с работы Э. Поста 1941 года2. В ней была описана
структура решетки замкнутых классов булевых функций. Булевы функции
являются частным случаем автоматов — автоматами без памяти. Возникшие
для булевых функций, а также для функций 𝑘-значной логики3, задачи о вы
разимости, полноте, базисах актуальны и для автоматных функций. Приме
ним к ним и аппарат, используемый для решения этих задач. Под выразимо

1 Montalbano R. Local automata and completion // Annual Symposium on Theoretical Aspects of

Computer Science. 1993. Vol. 10. P. 333–342.
2 Post E. Two-Valued Iterative Systems of Mathematical Logic. // Annals of Mathematics studies,

Princeton Univ. Press1941. Vol. 5. P. 122.
3 Яблонский С. В. Функциональные построения в k-значной логике // Труды математического

института им. В.А. Стеклова. 1958. Vol. 51. P. 5–142.
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стью здесь понимается возможность получения одной автоматной функции
через другие путём соединения их выходных и входных каналов. Частным
случаем задачи выразимости является задача полноты, в которой проверя
ется возможность выразимости всех автоматных функций. Этот подход но
сит название структурной теории автоматов. Значительный вклад в развитие
структурной теории автоматов внесли В.Б. Кудрявцев4, С.В. Алёшин5, Под
колзин А.С.6, А.А. Летический7, М.И. Кратко8, Д.Н. Бабин9.

В работе рассматриваются автоматы без выходной функции. Автоматом
называется тройка (𝐴,𝑄, 𝜙), где 𝐴 и 𝑄 — множество входных символов и
множество состояний соответственно, а 𝜙 : 𝑄×𝐴 → 𝑄 — функция перехода.
Одним из способом представления и хранения информации об автомате явля
ется диаграмма Мура — ориентированный граф 𝐺 = (𝑄,𝑊, 𝑓) c множеством
вершин 𝑄 и отметками 𝑓 : 𝑊 → 𝐴 на множестве ребер 𝑊 графа 𝐺, при этом
для любого 𝛼 ∈ 𝐴 и ребра 𝑒 = (𝑞, 𝑝) ∈ 𝑊 выполнено 𝑓(𝑒) = 𝛼 ⇔ 𝜙(𝑞, 𝛼) = 𝑝,
т.е. ребро из состояния 𝑞 в состояние 𝑝 размечено отметкой 𝛼, если и только
если автомат переходит при подаче входного символа 𝛼 из состояния 𝑞 в состо
яние 𝑝. Граф автомата естественным образом декомпозируется в сумму остов
ных подграфов, состоящих из ребер с заданной отметкой: 𝐺 =

⋃︀
𝛼∈𝐴𝐺𝑓(𝛼),

где𝐺𝑓(𝛼) = (𝑄,𝑊 (𝛼), 𝑓(𝛼)), где𝑊 (𝛼) = {𝑒 ∈ 𝑊 |𝑓(𝑒) = 𝛼} и 𝑓(𝛼) = 𝑓 |𝑊 (𝛼)

(сужение функции 𝑓 на множество 𝑊 (𝛼)).
Рядом ученых в различных формах рассматривался вопрос о поиске

возможности восстановления информации об автомате, если информация ча
стично потеряна или неизвестна. Восстановление автомата по его поведению
исследовал Э. Мур10, также L. Roland11 исследовал задачу об определении
автомата по его входным и выходным последовательностям символов. R.
Moltalbano12 рассмотрел вопрос о восстановлении автомата, если у его графа

4 Кудрявцев В. Б., Алёшин С. В., Подколзин А. С. Введение в теорию автоматов // Наука. 1985.

С. 320.
5 Алешин С. В. Об одном следствии теоремы Крона-Роудза // Дискрет. Матем.. 199. Т. 11.

С. 101–109.
6 Подколзин А. С., Кудрявцев В. Б. Об основных направлениях в теории однородных структур //

Дискретная математика. 1989. Т. 1. С. 19–38.
7 Летичевский А. А. Условия полноты для конечных автоматов // Вычислительная математика и

математическая физика. 1961. Т. 4. С. 702–710.
8 Кратко М. И. Алгоритмическая неразрешимость проблемы распознавания полноты для конечных

автоматов // ДАН СССР. 1964. Т. 155. С. 35–37.
9 Babin D. N. On completeness of the binary bounded determined functions with respect to

superposition. // Discrete Mathematics and Applications. 1991. Vol. 1. P. 423–431.
10 Moore E. F. Gedanken-experiments on Sequential Machines // Automata Studies, Annals of

Mathematical Studies. 1956. Vol. 34. P. 129–153.
11 Roland L. R., Robert E. S. Inference of Finite Automata Using Homing Sequences // MIT Laboratory

of Computer Science. 1993. Vol. 103. P. 299–347.
12 Montalbano R. Local automata and completion // Annual Symposium on Theoretical Aspects of
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отсутствует часть ребер. Тем не менее задача восстановления автомата в слу
чае, если у него удалены все отметки на ребрах, оставалась открытой. Автор
оценивает возможность, однозначность и сложность данного восстановления
для трех традиционных классов автоматов без выходов: дефинитных, груп
повых и абелевых.

Автомат называется k-дефинитным, если его состояние определяется
последними поданными k-символами, известно, что множество дефинитных
автоматов с выходами совпадает с множеством автоматов, которых можно
получить с помощью операций суперпозиции из булевых функций и задер
жек. Дефинитные автоматы впервые систематически изучены в работе M.
Perles13, где был сформулирован критерий принадлежности автомата классу
дефинитных. В работе M. Ito14 была исследована структура графа дефинит
ного автомата и показано, что граф дефинитного автомата декомпозируются
в сумму из графа сильно-связного дефинитного автомата (ядра) и набора
«слоев» (последовательных подграфов, что ребра из вышестоящего подгра
фа направлены в нижестоящие). В дальнейшем дефинитные автоматы изу
чались, например, в работах B. Imreh15, A. Ginzburg16 и Д. Жук17.

Групповым называется такой автомат, что для любого символа 𝛼 ∈ 𝐴

функция на множестве состояний 𝜙𝛼(𝑞) = 𝜙(𝑞, 𝛼) является перестановкой.
Групповые автоматы тесно связаны с алгебраической структурой автомата,
так как внутренняя полугруппа автомата {𝜙(𝑞, 𝑎), 𝑎 ∈ 𝐴*} в случае группово
го автомата является группой. Групповые автоматы изучались в работах С.
Алешина18 и Д. Бабина19. Несложно показать, что граф группового автома
та является регулярным и разметка ребер графа группового автомата экви
валентна классической задаче Ю. Петерсена20 о декомпозиции регулярного
графа на непересекающиеся 2-факторы, что в свою очередь эквивалентно
разложению матрицы смежности графа на матрицы перестановок, что как
показал C. Godsil21 всегда выполнимо для регулярного графа.

Computer Science. 1993. Vol. 10. P. 333–342.
13 Perles M., Rabin M., Shamir E. Theory of definite automata // IEEE Trans. Electronic Computers..

1963. Vol. 12. P. 233–243.
14 Ito M., Duske J. On cofinal and definite automata // Acta Cybernetica. 1983. Vol. 6. P. 181–189.
15 Imreh B. On finite definite automata // Acta Cybernet.. 1984. Vol. 7. P. 61–65.
16 Ginzburg A. About Some Properties of Definite, Reverse-Definite and Related Automata // IEEE

Trans. Electronic Computers.. 1966. Vol. 15. P. 806–810.
17 Жук Д. Н.. О классификации автоматных базисов Поста по разрешимости свойств A-полноты

для дефинитных автоматов // Дискрет. Матем.. 2010. Т. 22. С. 80–95.
18 Алёшин С. Алгебраические системы автоматов // МАКС Пресс. 2016. С. 192.
19 Бабин Д. Н. Особенности схем автоматных функций с операцией суперпозиции // МАКС Пресс.

2019. С. 42
20 Petersen J. Die Theory der regularen graphs. // Acta Math. 1891. Vol. 15. P. 193–220.
21 Godsil C. Eigenvalues of Graphs and Digraphs. // Linear Algebra and its Applications. 1982. Vol. 46.
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Автомат 𝑉 называется абелевым, если для любых символов 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 и
состояния 𝑞 ∈ 𝑄 выполняется 𝜙(𝑞, 𝛼𝛽) = 𝜙(𝑞, 𝛽𝛼). Абелевы автоматы изуча
лись в работах A. Fleck22, A. Charles23, S. Yukio24 и В Малыгина25 и наиболее
интересны из-за структуры их группы автоморфизмов: порядок группы авто
морфизмов26 сильно-связного абелева автомата равен количеству состояний,
при этом функция ℎ является автоморфизмом тогда и только тогда, когда
существует такое слово 𝑎 ∈ 𝐴*, что ℎ = 𝜙𝑎. Дополнительное ограничение на
структуру графа сильно-связного абелева автомата накладывает тот факт,
что если для некоторого состояния 𝑞 и слов 𝑎, 𝑏 выполнено 𝜙(𝑞, 𝑎) = 𝜙(𝑞, 𝑏),
то для любого состояния 𝑞′ будет выполнено 𝜙(𝑞′, 𝑎) = 𝜙(𝑞′, 𝑏).

Свойства графов автоматов и возможность восстановления разметки в
данной работе рассматриваются отдельно для случая, когда алфавит состо
ит из двух символов {0, 1}, — такие автоматы обладают рядом интересных
свойств. Например, в работе Д. Бабина27 было показано, что они вместе с бу
левыми функциями образуют полную систему относительно суперпозиции.
Интересно отметить, что графы рассмотренных классов автоматов раскла
дываются в сумму подграфов классического вида, например дефинитные ав
томаты разлагаются в сумму деревьев, групповые — в сумму циклов, абелевы
— в сумму степеней одного цикла.

Открытым вопросом для дальнейшего изучения остается исследование
возможности восстановления автомата «почти всегда» и частичное восста
новление автомата (если потеряна информация только о части ребер). Это
приципиально другие задачи, требующие отдельного рассмотрения.

В заключение работы рассматриваются свойства неориентированных гра
фов, разложимых на планарные графы, деревья или аналогичные им структу
ры и особое внимание уделяется нахождению хроматического числа — одной
из классических задач теории графов. Впервые эта задача была сформулиро
вана Г. Френсисом как проблема четырех красок. Её суть в том, что любое
разбиение плоскости на непрерывные сегменты может быть раскрашено при
помощи не более, чем 4 цветов, так что никакие два соседних сегмента не

P. 43–50.
22 Fleck A. C. Isomorphism Groups of Automata. // Journal of the ACM. 1962. Vol. 9. P. 469–476.
23 Charles A. Group-Type Automata. // Journal of the ACM. 1966. Vol. 13. P. 170–175.
24 Yukio S. On the structure of abelian automata. // Journal of Computer and System Sciences. 1976.

Vol. 13. P. 143–152.
25 Малыгин В. И. О некоторых пространствах, связанных с композициями автоматов // Вестн.

Моск. ун-та Сер. 1, Математика, Механика. 1988. Т. 4. С. 88–90.
26 имеется в виду группа перестановок состояний автомата, сохраняющих функцию переходов
27 Babin D. N. On completeness of the binary bounded determined functions with respect to

superposition. // Discrete Mathematics and Applications. 1991. Vol. 1. P. 423–431.
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имеют одинаковый цвет. В современной формулировке28 теорема утвержда
ет, что хроматическое число 𝜒(𝐺) любого планарного графа 𝐺 не превышает
4. G. Ringel29 впервые поставил вопрос о хроматическом числе бипланарных
графов (графов, разложимых в сумму двух планарных) и показал, что хрома
тическое число бипланарных графов не больше 12. Впоследствии T. Sulanke30

показал, что существует бипланарный граф с хроматическим числом 9. Одна
ко вопрос связи хроматического числа бипланарного графа в зависимости от
обхвата (длины наименьшего цикла графа) оставался открытым — в данной
работе показывается, что максимальное хроматическое число бипланарных
графов без треугольников лежит в диапазоне от 5 до 8.

Не менее интересна задача разложения графов в сумму деревьев. В 60-е
годы прошлого столетия Уильям Тутте31 и Криспин Нэш-Уильямс32 разрабо
тали теории, касающиеся представления графов в виде объединения непересе
кающихся по ребрам остовных лесов. Одной из областей применения данных
результатов является задача достижения наибольшего быстродействия сетей:
если в качестве вершин графа рассматривать узлы коммуникационной сети
(компьютеры), а в качестве ребер — соединения между ними, то наличие
в графе нескольких непересекающихся остовов позволит информации рас
пространяться по ним параллельно, что многократно увеличит пропускную
способность по отношению к графу, содержащему всего одно остовное дере
во. Эти работы побудили других ученых к исследованию разложения графов
на другие, схожие по структуре, семейства, в частности, на псевдодеревья
(связный граф, содержащий не более 1 цикла) и деревья-звезды (полный дву
дольный граф𝐾1,𝑛). Псевдодеревья впервые встречаются в литературе в 1963
году в книге33, посвященной линейному программированию, в которой псев
додеревья возникают в качестве решения определенной задачи транспортной
сети. Звездочная топология компьютерной сети играет важную роль в распре
деленных вычислениях. Butler S. показал, что хроматическое число графов,
разложимого в сумму 𝑛 деревьев, равно 2𝑛. Однако вопрос максимального
хроматического числа графов разложимых в сумму 𝑛 псевдодеревьев и де
ревьев-звезд оставался открытым — в данной работе показывается что это

28 Robertson N., Sanders D., Seymour P. Efficiently four-coloring planar graphs. // STOC ’96:

Proceedings of the twenty-eighth annual ACM symposium on Theory of Computing. 1996. P. 571–575.
29 Ringel G. Farbungsprobleme auf Flachen und Graphen. // Mathematische Monographien, VEB

Deutscher Verlag der Wissenschaften. 1959. Vol. 2.
30 Gardner M. Mathematical games. // Scientific American. 1980. Vol. 242. P. 14–19.
31 Tutte W. On the problem of decomposing a graph into n connected factors. // Journal of the London

Mathematical Society. 1961. Vol. 36. P. 221–230.
32 Nash-Williams J. Edge-disjoint spanning trees of finite graphs. // Journal of the London Mathematical

Society. 1961. Vol. 36. P. 445–450.
33 Dantzig G. Linear Programming and Extensions. // Princeton University Press. 1963.
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число равно 2𝑛+ 1 и 𝑛+ 1 соответственно.
Объект и предмет исследования. Объектом диссертации являются

графы переходов автоматов. Предметом исследования является сложность,
возможность и число решений в задаче восстановления переходов автомата
по его графу.

Цели и задачи диссертационной работы: Основной целью настоя
щей работы является исследование возможности восстановить разметку гра
фа автомата, зная его принадлежность к заданному классу (дефинитных,
абелевых или групповых автоматов). Достижение поставленной цели позво
лит восстановить автомат в случае потери информации об отметках на реб
рах или же не хранить её изначально для экономии памяти. Кроме графов
автоматов (ориентированных графов, разложимых в сумму подграфов, со
ответствующих символам алфавита), в диссертации также исследуются свой
ства графов, разложимых в сумму классических для теории графов структур
(планарные графы, деревья и пр.), с целью демонстрации зависимости основ
ных характеристик графа от разлагаемой структуры и в неориентированном
случае.

Тема, объект и предмет диссертационной работы соответствуют следу
ющим пунктам парспорта специальности 01.01.09 — дискретная математи
ка и математическая кибернетика: теория автоматов, теория графов и ком
бинаторный анализ, синтез и сложность управляющих систем (в частности
сложность алгоритмов и вычислений). Для достижения поставленных целей
в работе сформулированы и решены следующие задачи.

� Нахождение критериев того, что ребра ориентированного графа могут
быть размечены таким образом, чтобы получить граф соответственно
дефинитного/группового/абелевого автомата;

� Поиск эффективного алгоритма для осуществления таких разметок и
оценка его сложности;

� Определение максимального количества таких разметок и определение,
когда такое восстановление единственно;

� Решение упомянутых выше трех задач для случая, когда количество
символов в алфавите равно двум;

� Определение хроматического графа в зависимости от возможности раз
ложить его на планарные графы и структуры, аналогичные деревьям.
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Научная новизна. Автором найдены нетривиальные случаи, когда де
финитные, групповые и абелевые автоматы можно однозначно восстановить
по графу, что позволит эффективно восстановить информацию об автомате
в случае потери отметок на ребрах или изначально не хранить их для эко
номии памяти. При этом доказано, что в общем случае однозначное восста
новление упомянутых выше классов автоматов невозможно и перебор всех
случаев невозможен (экспонента по сложности). Также продемонстрирова
на зависимость основных характеристик графа от разлагаемой структуры в
неориентированном случае. Все основные результаты диссертации являются
новыми и получены автором самостоятельно.

Теоретическая и практическая значимость. Работа имеет теорети
ческий характер. Результаты диссертации могут быть использованы в тео
рии автоматов, теории графов и комбинаторного анализа. С другой стороны,
некоторые из полученных результатов могут быть использованы на практике
при решении задачи восстановления описания функционирования автомата
в случае частичной потери информации о его диаграмме.

Методология и методы исследования. В работе использовались ме
тоды теории автоматов, теории графов, комбинаторного анализа, теории ал
горитмов, теории алгебраических структур и теории групп.

Достоверность результатов исследования. Достоверность получен
ных результатов обеспечивается строгими математическими доказательства
ми утверждений, апробацией на конференциях и семинарах, а также публи
кациями в рецензируемых журналах. Работы, упомянутые в тексте диссерта
ции, снабжены соответствующими ссылками.

Положения выносимые на защиту. На защиту выносятся: обосно
вание актуальности темы исследования, научная и практическая значимость
работы, а также следующие положения.

1. Найдены нетривиальные случаи, когда дефинитные, групповые и абе
левые автоматы можно однозначно восстановить по графу;

2. Для дефинитных автоматов и абелевых автоматов в алфавите из двух
элементов найдены полиномиальные алгоритмы для осуществления та
кого восстановления или нахождения одного из возможных восстанов
лений, если восстановление неединственно;

3. Доказано, что в рассматриваемых классах в общем случае невозможен
эффективный перебор всех восстановлений автомата (экспонента от ко
личества вершин по сложности);
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4. Получены оценки хроматического числа бипланарных графов без тре
угольников и найдено точное хроматическое число графов, разложи
мых в заданное количество псевдодеревьев и графов-звезд.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации доклады
вались на cеминарах и всероссийских и международных конференциях:

� научный семинар «Теория автоматов» под руководством профессора
В.Б. Кудрявцева, механико-математический факультет МГУ имени М.В.
Ломоносова, 2021 г.;

� научный семинар «Теория дискретных функций и приложения» под
руководством профессора Д.Н. Бабина, механико-математический фа
культет МГУ имени М.В. Ломоносова, 2020 г.;

� научный семинар «Компьютерная безопасность» под руководством стар
шего научного сотрудника А. В. Галатенко, механико-математический
факультет МГУ имени М.В. Ломоносова, 2021 г.;

� научный семинар «Нейронные сети» под руководством доцента А.А.
Часовских, научного сотрудника В.С. Половникова, механико-матема
тический факультет МГУ имени М.В. Ломоносова, 2014 г.;

� XIX Международная научная конференция «Проблемы теоретической
кибернетики», 2021 г.;

� MSU AI Conference 2021 | Математика и компьютерные науки, 2021 г.;

� Научная конференция Ломоносовские чтения 2020. Секция математи
ки, МГУ имени М.В. Ломоносова, 2020 г.;

� Научная конференция Ломоносовские чтения 2019. Секция математи
ки, МГУ имени М.В. Ломоносова, 2019 г.;

� Научная конференция Ломоносовские чтения 2018. Секция математи
ки, МГУ имени М.В. Ломоносова, 2018 г.;

� Научная конференция Ломоносовские чтения 2017. Секция математи
ки, МГУ имени М.В. Ломоносова, 2017 г.

Личный вклад автора. Результаты, представленные теоремами в дис
сертационной работе и автореферате, помимо имеющих ссылки на работы
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других авторов, положения, выносимые на защиту, получены автором само
стоятельно. Подготовка к публикации полученных результатов проводилась
без соавторов.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 8 печатных ра
ботах, из них 4 статьи в научных журналах [1–3, 5] из списка, рекомендован
ного ВАК РФ, 1 статья из перечня SCOPUS [4], 3 статьи в сборниках трудов
конференций [6–8].

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
четырех глав, заключения и списка литературы из 46 наименований. Общий
объем диссертации составляет 100 страниц.

Краткое содержание диссертации. Во введении описаны структу
ра диссертации и история рассматриваемых в ней вопросов, показана акту
альность рассматриваемых задач. Сформулированы цель работы и основные
результаты.

В главах 1-3 исследуется задача восстановления разметки графа авто
мата, зная его принадлежность к заданному классу автоматов: дефинитных,
групповых и абелевых соответственно для глав 1, 2 и 3. Каждая из глав имеет
схожую структуру: сначала приводятся свойства и критерий того, что граф
может быть размечен до автомата заданного класса, затем приводится ал
горитм такой разметки и оценивается количество таких разметок. При этом
во всех трех классах найдены нетривиальные случаи, когда автоматы можно
однозначно восстановить по его графу — за полиномиальное время, однако
в общем случае однозначное восстановление невозможно и перебор всех слу
чаев невозможен (экспонента по сложности). Рассмотрим детальнее каждую
из упомянутых выше глав.

Глава 1 посвящена исследованию упомянутых выше вопросов для де
финитных графов. Введем основные понятия для формальной формулировки
результатов.

Пусть 𝑉 = (𝐴,𝑄, 𝜙) — конечный автомат без выходов. Автомат 𝑉 назы
вается дефинитным, если существует натуральное число 𝑘, что для любого
входного слова 𝑎 длины 𝑘 существует состояние 𝑞𝑎 ∈ 𝑄, что для любого
состояния 𝑞 ∈ 𝑄 выполняется 𝜙(𝑞, 𝑎) = 𝑞𝑎, при этом минимальное такое 𝑘 на
зывается глубиной дефинитного автомата. Графом автомата 𝑉 = (𝐴,𝑄, 𝜙)

называется размеченный ориентированный граф 𝐺 = (𝑄,𝑊, 𝑓), вершины ко
торого соответствуют состояниям автомата, при этом 𝑒 = (𝑞, 𝑝) ∈ 𝑊, 𝑓(𝑒) =

𝛼 ⇔ 𝜙(𝑞, 𝛼) = 𝑝, где 𝑓 : 𝑊 → 𝐴,𝛼 ∈ 𝐴. Ориентированный граф 𝐺 = (𝑄,𝑊 )

называется автоматным, если существует такая функция 𝑓 : 𝑊 → 𝐴, что
размеченный граф (𝑄,𝑊, 𝑓) является графом некоторого автомата, в таком
случае функция 𝑓 называется разметкой автоматного графа 𝐺 в алфавите
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𝐴, а количество символов в алфавите (исходящая степень вершин) называет
ся степенью графа 𝐺. Автоматный граф 𝐺 = (𝑄,𝑊 ), у которого существует
разметка 𝑓 , что 𝐺 = (𝑄,𝑊, 𝑓) — граф некоторого дефинитного автомата
𝑉𝑓 = (𝐴,𝑄, 𝜙𝑓), называется дефинитным графом, а разметка 𝑓 — д-размет

кой.
Граф 𝐺 c разметкой 𝑓 раскладывается в сумму подграфов

𝐺 =
⋃︀

𝛼∈𝐴𝐺𝑓(𝛼), где𝐺𝑓(𝛼) = (𝑄,𝑊 (𝛼), 𝑓(𝛼)), где𝑊 (𝛼) = {𝑒 ∈ 𝑊 |𝑓(𝑒) = 𝛼}
и 𝑓(𝛼) = 𝑓 |𝑊 (𝛼) (сужение функции 𝑓 на множество 𝑊 (𝛼)). Будем разли
чать разметки с точностью до замены букв и/или кратных ребер: размет
ки 𝑓1 и 𝑓2 графа 𝐺 в алфавите 𝐴 называются различными, если множество
{𝐺𝑓1(𝛼)|𝛼 ∈ 𝐴} ≠ {𝐺𝑓2(𝛼)|𝛼 ∈ 𝐴}. Так как очевидно, что в случае входно
го алфавита из одного символа разметка всегда единственна, то далее везде
считаем, что |𝐴| > 1. Граф называется сильно-связным, если существует
ориентированный путь из любой вершины в любую другую.

Два различных состояния 𝑠, 𝑡 автомата 𝑉 = (𝐴,𝑄, 𝜙) называются 1-экви
валентными, если для любого символа 𝛼 ∈ 𝐴 выполняется 𝜙(𝑠, 𝛼) = 𝜙(𝑡, 𝛼).
Если (𝑠, 𝑡) — пара 1-эквивалентных вершин в автомате 𝑉 , то сжатым ав

томатом 𝑉 (𝑠, 𝑡) = (𝐴,𝑄 ∖ 𝑠, 𝜙𝑠,𝑡) будем называть автомат, полученный из
автомата 𝑉 следующим образом:

𝜙𝑠,𝑡(𝑞, 𝛼) =

{︃
𝜙(𝑞, 𝛼), если 𝜙(𝑞, 𝛼) ̸= 𝑠;

𝑡, если 𝜙(𝑞, 𝛼) = 𝑠.

Определим множество смежности Γ(𝑞) вершины 𝑞 графа 𝐺 = (𝑄,𝑊 ) как
Γ(𝑞) = {𝑝 ∈ 𝑄|(𝑞, 𝑝) ∈ 𝑊} и назовем вершины 𝑠, 𝑡 ориентированного графа
𝐺 = (𝑄,𝑊 ) псевдоэквивалентными, если Γ(𝑠) = Γ(𝑡). Определим сжатый

граф 𝐺(𝑠, 𝑡) = (𝑄 ∖ 𝑠,𝑊(𝑠,𝑡)), образованный из графа 𝐺 = (𝑄,𝑊 ) следующим
образом:𝑊(𝑠,𝑡) = 𝑊 ∖{(𝑠, 𝑞)|𝑞 ∈ 𝑄}∪{(𝑞, 𝑡)|(𝑞, 𝑠) ∈ 𝑊}. В работе Perles34 было
показано, что у дефинитного автомата 𝑉 с количеством состояний больше 1
всегда существует пара 1-эквивалентных вершин (𝑠, 𝑡) и что сжатый автомат
𝑉 (𝑠, 𝑡) дефинитный тогда и только тогда, когда автомат 𝑉 дефинитный. Из
следующей теоремы видно, что для дефинитных графов справедливо анало
гичное утверждение.

Теорема 1.1. Пусть вершины 𝑠, 𝑡 графа 𝐺 являются псевдоэквива

лентными, тогда граф 𝐺 является дефинитным тогда и только тогда,

когда сжатый граф 𝐺(𝑠, 𝑡) является дефинитным.

Это свойство использовалось для нахождения алгоритма, который вос

34 Perles M., Rabin M., Shamir E. Theory of definite automata // IEEE Trans. Electronic Computers..

1963. Vol. 12. P. 233–243.
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станавливает разметку дефинитного графа. Согласно теореме ниже, этот ал
горитм существует, и может быть выполнен за полиномиальное время.

Теорема 1.2. Существует алгоритм временной сложности 𝑂(𝑛3), ко

торый осуществляет д-разметку ориентированного графа 𝐺 = (𝑄,𝑊 ), |𝑄| =
𝑛, или определяет, что такой разметки не существует.

При этом, как видно из следующей теоремы, в случае двух входных
символов разметка сильно-связного дефинитного графа всегда единственна,
что с учетом Теоремы 1.2. позволит эффективно восстановить информацию
об автомате в случае потери отметок на ребрах или изначально не хранить
их для экономии памяти.

Теорема 1.3. Сильно-связный дефинитный граф 𝐺 степени 2 имеет

единственную д-разметку.

Однако в случае большего числа символов максимальное число разметок
экспоненциально зависит от количества вершин, как видно из Теоремы 1.4.

Теорема 1.4. Для любых натуральных чисел 𝑚, 𝑘 и 𝑛, что 2 ≤ 𝑚 ≤
𝑘 ≤ 𝑛 существует дефинитный граф 𝐺 степени 𝑚 с 𝑛 вершинами и компо

нентой сильной связности из 𝑘 вершин, у которого не менее (𝑚− 1)!𝑘−𝑚+1*
𝑚!𝑛−𝑘 различных д-разметок.

По результатам Главы 1 доказано, что в случае двух входных символов
разметка сильно-связного дефинитного графа всегда единственна, однако в
случае большего числа символов максимальное число разметок экспоненци
ально зависит от количества вершин.

В главе 2 исследуются упомянутые выше вопросы для групповых гра
фов. Автомат называется групповым, если для любого 𝛼 ∈ 𝐴* отображе
ние 𝜙𝛼(𝑞) = 𝜙(𝑞, 𝛼) есть перестановка на множестве 𝑄. Групповым графом

называется ориентированный граф, ребра которого могут быть размечены
таким образом, что образованный граф является графом некоторого группо
вого автомата и такая разметка называется г —разметкой. В тексте данной
диссертации доказывается, что групповой граф является регулярным (входя
щие и исходящие степени для любой вершины равны количеству символов в
алфавите). При этом очевидно, что разметка графа группового автомата эк
вивалентна разложению графа на подграфы, где каждая вершина имеет вхо
дящую и исходящую степень, равную 1. Эквивалентной постановкой задачи
будет разложение матрицы смежности 𝐴 графа 𝐺 в сумму матриц перестано
вок — бинарных матриц, в каждой строке и столбце которых находится ровно
1 единичный элемент (каждой матрице перестановок будет соответствовать
один из символов алфавита). В работе Godsil35 было показано, что для мат

35 Godsil C. Eigenvalues of Graphs and Digraphs. // Linear Algebra and its Applications. 1982. Vol. 46.

11



рицы смежности регулярного графа это разложение всегда возможно. Таким
образом, с учетом вышеуказанных комментариев, можно получить критерий
того, что граф является групповым, сформулированый в теореме ниже.

Теорема 2.1. Граф 𝐺 = (𝑄,𝑊 )— групповой тогда и только тогда,

когда существует такое число 𝑚, что для любой вершины 𝑞 ∈ 𝑄 входящая

и исходящая степени вершины равны 𝑚.

Несложно показать, что разметка группового графа также эквивалент
на задаче разложения графа на совершенные паросочетания, для которой
как известно существует полиномиальный алгоритм36. При этом в диссерта
ции доказано, что существует класс групповых графов, для которых разметка
единственна, поэтому может быть однозначно восстановлена за полиномиаль
ное время по графу. Для формулировки этого результата введем несколько
дополнительных понятий. Подматрицей перестановки 𝑃 группового графа
𝐺 назовем любую подматрицу матрицы смежности 𝐴 графа 𝐺, являющейся
матрицей перестановки. Натуральное число 𝑘 будем называть кратностью

подматрицы перестановки 𝑃 , если 𝑃 𝑘 ⊆ 𝐴, где 𝑃 𝑘 = 𝑃 * · · · * 𝑃⏟  ⏞  
𝑘

, а 𝑃 𝑘+1 ̸⊆ 𝐴.

Количество г-разметок графа 𝐺 будем обозначать 𝑔(𝐺). Символ 𝐸 означает
единичную матрицу. Мы готовы сформулировать теорему о единственности
восстановления разметки группового автомата.

Теорема 2.2. Пусть 𝐺 — групповой граф степени 𝑚 с матрицей

смежности 𝐴, 𝑃 (𝐴) = {𝑃1, . . . , 𝑃𝑠} — множество подматриц перестано

вок, при этом для любого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑠} кратность подматрицы 𝑃𝑖 равна

𝑘𝑖, тогда граф 𝐺 имеет единственную г-разметку тогда и только тогда,

когда
∑︀𝑠

𝑖=1 𝑘𝑖 = 𝑚.

Тем не менее из Теоремы 2.3. и Теоремы 2.4. видно, что в общем случае
количество г-разметок экспоненциально зависит от числа вершин.

Теорема 2.3. Для любых натуральных 𝑚 и 𝑛 таких, что 𝑛 ... 𝑚, суще

ствует такой групповой граф 𝐺 степени 𝑚 c количеством вершин 𝑛, что

количество разметок 𝑔(𝐺) ⩾ 1
𝑚!

(︁
𝑚

∏︀𝑚
𝑘=0 𝑘!
3

)︁𝑛/𝑚

.

Теорема 2.4. Для любого группового графа 𝐺 выполнено:

𝑔 (𝐴) ⩽
𝑚∏︁
𝑖=1

(𝑖!)
𝑛/𝑖 ⩽

(︂
(𝑚+ 1)!

2𝑚

)︂𝑛

.

При этом для случая, когда количество символов в алфавите равно
двум, найдена формула для расчета точного количества разметок, как видно

P. 43–50.
36 Hopcroft K. An 𝑛5/2 algorithm for maximum matchings in bipartite graphs. // SIAM Journal on

Computing. 1973. Vol. 2. P. 225–231.
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из теоремы ниже.
Теорема 2.5. Пусть 𝐺 — групповой граф степени 2 с количеством

вершин 𝑛 и матрицей смежности 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗). Рассмотрим бинарную мат

рицу 𝐴′ = (𝑎′𝑖,𝑗) порядка 𝑛, в которой

𝑎′𝑖,𝑗 =

{︃
1, если 𝑎𝑖,𝑗 ̸= 0,

0, если 𝑎𝑖,𝑗 = 0,

где 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Тогда количество разметок графа 𝐺 равно:

𝑔(𝐺) =

{︃
𝑃𝑒𝑟(𝐴′)

2 , если 𝐴 ̸= 2𝐸,

1, если 𝐴 = 2𝐸.

По результатам Главы 2 доказано, что для групповых, как и для дефи
нитных автоматов, количество разметок в общем случае может экспоненци
ально зависеть от числа вершин. Тем не менее существует подкласс группо
вых графов, для которых разметка единственна. В случае, когда количество
элементов в алфавите равно двум, доказана формула для расчета точного
числа возможных г-разметок.

В главе 3 изучаются свойства графов абелевых автоматов в рамках
обозначенной выше цели диссертации. Автомат 𝑉 называется абелевым, если
для любых символов 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 и состояния 𝑞 ∈ 𝑄 выполняется 𝜙(𝑞, 𝛼𝛽) =

𝜙(𝑞, 𝛽𝛼). Автоматный граф 𝐺 = (𝑄,𝑊 ), у которого существует разметка 𝑓 ,
что 𝐺 = (𝑄,𝑊, 𝑓) — граф некоторого абелевого автомата 𝑉𝑓 = (𝐴,𝑄, 𝜙𝑓),
называется абелевым графом, а разметка 𝑓 — а-разметкой. Определим граф
𝐺(𝑛,𝑚) = (𝑉,𝑊 ) как

� 𝑉 = 𝑉1 ∪ · · · ∪ 𝑉𝑘, где 𝑘 = 𝑛/𝑚 и |𝑉𝑖| = 𝑚 для любого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘};

� 𝑊 = {(𝑣, 𝑢)|𝑣 ∈ 𝑉𝑖 и 𝑢 ∈ 𝑉𝑖′, где 𝑖′ = 𝑖 + 1, если 𝑖 < 𝑘 и 𝑖′ = 1, если
𝑖 = 𝑘}.

Следующие две теоремы на примере графа 𝐺(𝑛,𝑚) показывают, что
максимальное количество а-разметок экспоненциально зависит от количества
вершин.

Теорема 3.1. Абелевый граф 𝐺(𝑛,𝑚) имеет не менее (𝑚!)𝑛/𝑚−1 раз

личных а-разметок.

Теорема 3.2. Любой сильно-связный абелевый граф имеет различных

а-разметок не более чем 1
𝑚!

(︁
(𝑚+1)!
2𝑚

)︁𝑛

.

Однако как видно из Теоремы 3.3 и Теоремы 3.4, в случае двух вход
ных символов, за исключением крайнего случая 𝐺(𝑛, 2), все абелевые графы

13



имеют единственную а-разметку и существует линейный алгоритм разметки
графа до абелевого автомата

Теорема 3.3. Пусть 𝐺 — сильно-связный абелевый граф 𝐺 c 𝑛 вер

шинами степени 2, не равный 𝐺(𝑛, 2), тогда 𝐺 имеет единственную а-раз

метку.

Теорема 3.4. Пусть 𝐺 — сильно-связный автоматный граф степени

2, тогда существует алгоритм, который находит а-разметку или опреде

ляет, что такой разметки не существует, за время 𝑂(𝑛).

По результатам Главы 3 доказано, что как и в других рассматриваемых
случаях в диссертации, для абелевых графов максимальное количество а-раз
меток экспоненциально зависит от количества вершин, однако существует
нетривиальный подкласс с однозначным восстановлением за линейное вре
мя.

В главе 4 исследуются свойства графов, разложимых в сумму клас
сических для теории графов структур, с целью демонстрации зависимости
основных характеристик графа от разлагаемой структуры и в неориентиро
ванном случае, а именно приводятся оценки хроматического числа графа в
зависимости от его разложимости на планарные графы, деревья и пр. Граф
G называется бипланарным, если существуют два планарных подграфа 𝐺1 и
𝐺2, 𝐺 = 𝐺1 ∪ 𝐺2. Из работы37 и работы38 следует, что хроматическое число
любого бипларного графа не превышает 12 и что существует бипланарный
граф с хроматическим числом 9. Теорема 4.1 показывает взаимосвязь хрома
тического числа и охвата (длиной наименьшего цикла) бипланарного графа.
Графом без треугольников называется граф с охватом не менее 4.

Теорема 4.1. Хроматическое число любого бипланарного графа без тре

угольников не более 8. При этом существует бипланарный граф без тре

угольников с хроматическим числом 5.

Далее исследуется зависимость хроматического числа от возможности
разложения графа на древовидные структуры. Древесностью графа 𝐺 на
зывают наименьшее число непересекающимся по ребрам остовных лесов, на
которые можно разложить граф 𝐺. Псевдодревесностью графа 𝐺 называют
наименьшее число непересекающихся по ребрам остовных псевдолесов (гра
фов, в которых каждая связная компонента имеет максимум один цикл), на
которые можно разложить граф 𝐺. Звездной древесностью графа 𝐺 называ
ют минимальное число лесов-звезд (графов, в которых каждая связная ком
понента является звездой, т.е. графом, в котором все ребра исходят из одной

37 Ringel G. Farbungsprobleme auf Flachen und Graphen. // Mathematische Monographien, VEB

Deutscher Verlag der Wissenschaften. 1959. Vol. 2.
38 Gardner M. Mathematical games. // Scientific American. 1980. Vol. 242. P. 14–19.
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вершины), на которые можно разложить граф 𝐺. Butler S. показал, что хро
матическое число графов древесности 𝑛 равно 2𝑛. Теорема 4.2. и Теорема 4.3.
ниже показывают взаимосвязь хроматического числа от псевдодревестности
и звездной древесности.

Теорема 4.2. Максимальное хроматическое число графов псевдодревес

ности 𝑛 равно 2𝑛+ 1.

Теорема 4.3. Максимальное хроматическое число графов со звёздной

древесностью 𝑛 равно 𝑛+ 1.

По результатам Главы 4 доказана зависимость основных характеристик
графа от разлагаемой структуры не только для автоматных графов, но и для
классических в теории графов структур.

Заключение. В рамках диссертации было проведено исследование воз
можности восстановить разметку графа автомата, зная его принадлежность
к заданному классу автоматов (дефинитных, абелевых, групповых). Резуль
таты исследований в ряде случаев позволят восстановить автомат в случае
потери информации об отметках на ребрах или же не хранить её изначально
для экономии памяти. Кроме графов автоматов (ориентированных графов,
разложимых в сумму подграфов, соответствующих символам алфавита), в
диссертации также исследованы свойства графов, разложимых в сумму клас
сических для теории графов структур (планарные графы, деревья и пр.), с
целью демонстрации зависимости основных характеристик графа от разлага
емой структуры в неориентированном случае.

Для достижения поставленных целей в работе получены следующие ре
зультаты.

1. Найдены нетривиальные случаи, когда дефинитные, групповые и абе
левые автоматы можно однозначно восстановить по графу;

2. Для дефинитных автоматов и абелевых автоматов в алфавите из двух
элементов найдены полиномиальные алгоритмы для осуществления та
кого восстановления или нахождения одного из возможных восстанов
лений, если восстановление неединственно;

3. Доказано, что в рассматриваемых классах в общем случае невозможен
эффективный перебор всех восстановлений автомата (экспонента от ко
личества вершин по сложности);

4. Получены оценки хроматического числа бипланарных графов без тре
угольников и найдено точное хроматическое число графов, разложи
мых в заданное количество псевдодеревьев и графов-звезд.
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Результаты диссертации могут быть использованы в теории автоматов,
теории графов и комбинаторного анализа. Некоторые из полученных резуль
татов могут быть использованы на практике при решении задачи восстанов
ления описания функционирования автомата в случае частичной потери ин
формации о его диаграмме.
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