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1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ îïåðà-

òîðîâ è ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ìèíèìèçàöèåé ôóíêöèîíàëîâ â (q1, q2) -êâàçè-

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Íàïîìíèì, ÷òî, åñëè çàäàíî ìíîæåñòâî X, òî ôóíêöèÿ ρ : X × X → R
íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè

(i) ρ(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X (íåîòðèöàòåëüíîñòü);

(ii) ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ∀x, y ∈ X (àêñèîìà òîæäåñòâà);

(iii) ρ(x, y) = ρ(y, x)∀x, y ∈ X (àêñèîìà ñèììåòðèè);

(iv) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ïðè ýòîì ïàðà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ Ôðåøå[1]. Ïîçäíåå

íà÷àëè èññëåäîâàòü ðàçíûå ìîäèôèêàöèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïðè-

ìåð, â ìîíîãðàôèè Õàóñäîðôà[2] ðàññìàòðèâàëèñü ïðîñòðàíñòâà áåç àêñèîìû

ñèììåòðèè. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà òåïåðü íàçûâàþòñÿ êâàçèìåòðè÷åñêèìè ïðî-

ñòðàíñòâàìè.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äàåò ïðÿìàÿ Çîð-

ãåíôðåÿ,[3] îïðåäåëÿåìàÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R êâàçèìåòðèêîé

ρS(x, y) =

y − x, x ≤ y,

1, x > y.

Î÷åâèäíî, êâàçèìåòðèêà ρS íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.
[1]Fr�echet M. Sur quelques points du calcul fonctionnel // Palermo Rend. 1906. V. 22.P. 1�74.
[2]Hausdor� F. Grundz�uge der Mengenlehre, Von Veit, Leipzig, 1914.
[3]Engelking R. General Topology, Heldermann, 1989.
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Èññëåäîâàíèÿ êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðîâîäèëèñü ìíîãèìè àâ-

òîðàìè, ñðåäè íèõ âûäåëèì Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà[4], Â.Óèëñîíà[5], Â.Â. Íåìûö-

êîãî [6] è Ñ.È.Íåäåâà[7].

Êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùèõ

f -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ[8]. Â íèõ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà çàìåíå-

íî áîëåå îáùèì íåðàâåíñòâîì

ρ(x, z) ≤ f(ρ(x, y), ρ(y, z)) ∀x, y, z ∈ X.

Çäåñü f � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

(t1, t2)→ 0 =⇒ f(t1, t2)→ 0, t1, t2 ≥ 0.

Åñëè îïóñòèòü àêñèîìó òîæäåñòâà (àêñèîìà (ii)), òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðî-

ñòðàíñòâà ïðèíÿòî íàçûâàòü ïñåâäîìåòðè÷åñêèìè. Îíè òàêæå àêòèâíî èçó-

÷àëèñü[9], íî â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè îíè íå èññëåäóþòñÿ.

Îñëàáëåííîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ïðîñòðàí-

ñòâà íåñêîëüêî ðàç ïåðåîòêðûâàëèñü ïîä ðàçíûìè íàçâàíèÿìè � êâàçèìåòðè-

÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïî÷òè-ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà[10], ïðîñòðàíñòâà ìåò-

ðè÷åñêîãî òèïà è ò.ä. Êîéôìàí è Äý Ãóçìàí[11] â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè ïðîáëå-

ìàìè ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ââåëè â ðàññìîòðåíèå b -ìåòðèêè, êîòîðûå îíè

íàçûâàëè �ôóíêöèÿìè ðàññòîÿíèÿ�. Ðåçóëüòàòû Êîéôìàíà è Äý Ãóçìàíà áû-

ëè äîïîëíåíû ðåçóëüòàòàìè Ìàêèàñà è Ñåãîâèÿ[12]. Îíè òàêæå èññëåäîâàëè
[4]Àëåêñàíäðîâ Ï.Ñ., Íåìûöêèé Â.Â. Óñëîâèå ìåòðèçóåìîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è àêñèîìà

ñèììåòðèè // Ìàòåì. ñá., 3(45):3 (1938), 663�672.
[5]Wilson W.A. On quasi-metric spaces// Am. J. Math. 53(3) (1931) 675�684.
[6]Niemytzki V. �Uber die Axiomedes metrischen Raumes// Math. Ann. 104(5) (1931) 666�671.
[7]Íåäåâ Ñ.É. O-ìåòðèçóåìûå ïðîñòðàíñòâà // Òð. ÌÌÎ, 24, Èçäàòåëüñòâî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà,

Ì., 1971, 201�236
[8]Arutyunov A.V., Greshnov A.V., Lokoutsievskii L.V., Storozhuk K.V. Topological and geometrical

properties of spaces with symmetric and nonsymmetric f-quasimetrics // Topology Appl.2017. V. 221. P. 178�194
[9]Howes N. R. Modern Analysis and Topology. New York, NY: Springer. p. 27. ISBN 0-387-97986-7, 1995.

[10]Deza M.M. and Deza E. Encyclopedia of distances, 3rd ed. Berlin.Springer.2014.
[11]Coifman R.R. and Guzman M.de Singular integrals and multipliers on homogeneous spaces// Rev. Union

Mat. Argent.25 (1970), 137�143.
[12]Macias R. A. and Segovia C. Lipschitz functions on spaces of homogeneous type// Adv. Math. 33 (1979),

257�270.
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b -ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàëè íåïîäâèæíûå òî÷êè è ëèïøè-

öåâû ôóíêöèè â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. È.À. Áàõòèí[13] íàçâàë b -ìåòðè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà �êâàçèìåòðè÷åñêèìè� è äîêàçàë ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðà-

æåíèé äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Â ðàáîòå À.Â. Àðóòþíîâà è À.Â. Ãðåøíîâà[14] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå q1 è q2 ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ρ : X ×X → R íàçûâàåòñÿ (q1, q2) -êâàçèìåòðè-

êîé, åñëè

(i) ρ(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X;

(ii) ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ∀x, y ∈ X;

(iii) ρ(x, z) ≤ q1ρ(x, y) + q2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X ( (q1, q2) -îáîáùåííîå íåðà-

âåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Åñëè ρ � (q1, q2) -êâàçèìåòðèêà, òî ïàðà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ (q1, q2) -êâàçè-

ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðî-

ñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì f−êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðè

f(t1, t2) = q1t1 + q2t2.

Î÷åâèäíî, (1, 1) -êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî êâàçèìåò-

ðè÷åñêèìè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç áîëåå ÷åì äâóõ òî÷åê,

òî, êàê ëåãêî âèäåòü, q1 ≥ 1 è q2 ≥ 1.

Äàëåå áûëè èññëåäîâàíû ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå äåéñòâóþò

â (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ[15]. Äëÿ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþ-

ùèõ â (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè, àíàëîã òåîðåìû Áàíàõà, à òàêæå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ, àíàëîã òåîðåìû Àðóòþíîâà.
[13]Bakhtin, I.A. The Contraction Mapping Principle in Quasi-Metric Space // Functional Analysis. 1989.V.

30. P. 26�37;
[14]Àðóòþíîâ À.Â., Ãðåøíîâ À.Â. Òåîðèÿ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è òî÷êè ñîâïàäåíèÿ //

Äîêë. ÐÀÍ. 2016. T. 469. � 5. Ñ. 527�531;
[15]Àðóòþíîâ À.Â., Ãðåøíîâ À.Â. Òî÷êè ñîâïàäåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé â (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ// Äîêë. ÐÀÍ, 476:2 (2017), 129�132;
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Â îáîáùåíèè òåîðåìû Áàíàõà áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàìêíóòîå ñæèìàþùåå

îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå â ïîëíîì (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,

èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Îáñóäèì ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè ñæè-

ìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ. Åñëè â êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿåò-

ñÿ àêñèîìà ñèììåòðèè èëè àêñèîìà q0 -ñèììåòðèè (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ q0 >

0, (q1, q2) -êâàçèìåòðèêà ρ íàçûâàåòñÿ q0 -ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè ρ(x, y) ≤
q0ρ(y, x) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ), òî ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè ñæèìàþùåãî îòîá-

ðàæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñóùåñòâåííî ëè ïðåäïî-

ëîæåíèå çàìêíóòîñòè ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ èëè âîçìîæíî ïîñòðîèòü

íåñèììåòðè÷åñêîå (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñæè-

ìàþùåå îòîáðàæåíèå íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Àâòîðîì äèññåðòàöèè[16]

áûë äàí îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, à èìåííî, áûëî ïîñòðîåíî ïîëíîå êâàçèìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è äåéñòâóþùåå â íåì íåçàìêíóòîå ñæèìàþùåå îòîáðà-

æåíèå, êîòîðîå íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Òåì ñàìûì áûëà ïîêàçàíà ñó-

ùåñòâåííîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ çàìêíóòîñòè ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ â îáîá-

ùåíèè òåîðåìû Áàíàõà.

Â ðàáîòå Å.Ñ.Æóêîâñêîãî[17] äëÿ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ â f -êâàçèìå-

òðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îáîáùåííî ñæè-

ìàþùåå (â ñìûñëå Ì.À.Êðàñíîñåëüñêîãî) îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå â f -

êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ýòè óñëîâèÿ ñëàáåå, ÷åì ïðåäïîëîæåíèÿ çàìêíóòîñòè îòîáðàæåíèÿ. Õîòÿ, êàê

ïîêàçûâàåò óïîìÿíóòûé âûøå ïðèìåð, ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò äîïîëíèòåëüíûõ

ïðåäïîëîæåíèé íåëüçÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå Å.Ñ.Æóêîâñêîãî èñïîëüçóåòñÿ

áîëåå îáùåå ïîíÿòèå ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà.

Èññëåäîâàíèå (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðè q1 6= q2 âàæ-

íî êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé,
[16]Sengupta R. On �xed points of contraction maps acting in (q1, q2) -quasimetric spaces and geometric

properties of these spaces// Eurasian Math. J., 8:3 (2017), 70�76
[17]Æóêîâñêèé Å.Ñ. Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé f-êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ//

Ñèá. ìàòåì. æóðí., 59:6 (2018), 1338�1350.
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ïîñêîëüêó òàêèå ïðîñòðàíñòâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â àíàëèçå

è ãåîìåòðèè íà ïðîñòðàíñòâàõ Êàðíî�Êàðàòåîäîðè è èõ îáîáùåíèÿõ, òàêèå

êàê Box-êâàçèìåòðèêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ (1, q2) -êâàçèìåòðèêàìè. Îíè èãðà-

þò âàæíóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãà ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé

òåîðåìû Ãðîìîâà[18].

Â 70-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà áûëè ïîëó÷åíû âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Áèøîïà-

Ôåëïñà (ÂÏÁÔ)[19][20] è âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ýêëàíäà (ÂÏÝ)[21]. Îíè ñûã-

ðàëè îãðîìíóþ ðîëü â ðàçâèòèè íåëèíåéíîãî àíàëèçà. Ñôîðìóëèðóåì ýòè

ïðèíöèïû.

Ïóñòü (X, ρ) ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U : X → R ∪ {+∞}�
ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó è íå ðàâíà òîæ-

äåñòâåííî +∞. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Áèøîïà-Ôåëïñà ãëàñèò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî x0 ∈ X òàêîãî, ÷òî U(x0) < ∞ , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c > 0 ñóùåñòâóåò

òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî

U(x̄) + cρ(x0, x̄) ≤ U(x0);

U(x) + cρ(x̄, x) > U(x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}.

Â ñâîþ î÷åðåäü, âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ýêëàíäà ãëàñèò, ÷òî â ïðèâåäåí-

íûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ëþáîãî x0 ∈ X è äëÿ ëþáîãî ε > 0, óäîâëå-

òâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó

U(x0) < ε+ inf
x∈X

U(x)

è äëÿ ëþáîãî λ >, 0 ñóùåñòâóåò òî÷êà x̄ ∈ X òàêàÿ, ÷òî

U(x̄) ≤ U(x0), ρ(x0, x̄) ≤ λ,

U(x) +
ε

λ
ρ(x, x̄) > U(x̄) ∀x ∈ X : x 6= x̄.

[18]Gromov M. Carnot-Caratheodory spaces seen from within // Sub-Reimannian geometry, Birkh�auser, Basel,

1996. P. 79�323.
[19]Phelps R. Support cones in Banach spaces and their applications // Adv. Math., 13 (1974), P. 1�19.
[20]Granas A., Dugundji J. Fixed Point Theory, Springer-Verlag, N.Y., (2003).
[21]Aubin J.-P., Ekeland I. Applied Nonlinear Analysis. J. Wiley & Sons Inc. New York. 1984.
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Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè ïðèíöèïû ýêâèâàëåíòíû[22]. Ïðèíöèï Ýêëàíäà ÿâëÿ-

åòñÿ âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêîé ïîíÿòèÿ ìåòðè÷åñêîé ïîëíîòû, ò.å., åñëè

ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó è îïðåäåë¼ííàÿ íà ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿåò ÂÏÝ, òî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì[23].

Ïîçæå äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ áûë ïîëó÷åí âàðèàöèîííûé ïðèíöèï

Áîðâåéíà-Ïðàéñà[24], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå

èìåþò ñëîæíóþ ôîðìó, íî ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå. Îò-

ìåòèì, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Áîðâåéíà-Ïðàéñà è âàðèàöèîííûé ïðèí-

öèï Ýêëàíäà íå ñëåäóþò äðóã èç äðóãà. Äåéñòâèòåëüíî, â ÂÏÝ âîçìóùåííàÿ

ôóíêöèÿ íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, è â òî æå âðåìÿ âàðèàöèîííûé

ïðèíöèï Áîðâåéíà-Ïðàéñà íå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðîãîãî ìèíèìóìà

âîçìóù¼ííîãî ôóíêöèîíàëà.

Òàêæå áûë ïîëó÷åí ãëàäêèé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Èîôôå-Òèõîìèðîâà[25].

Îí ïîçäíåå áûë ðàçâèò[26]. Ýòîò ãëàäêèé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï è åãî ìîäè-

ôèêàöèÿ ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü íîâûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ[27][28] è ìèíèìèçàöèè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé[29]. ÂÏÝ èñïîëüçóåòñÿ â èññëåäîâàíèè ìíîãèõ äðóãèõ çà-

äà÷ âàðèàöèîííîãî àíàëèçà. Â ðàáîòå À.Â. Àðóòþíîâà[30] ÂÏÝ áûë ïðèìåí¼í,
[22]Frigon M. On some generalizations of Ekeland's principle and inward contractions in gauge spaces// J.

Fixed Point Theory Appl. 2011.V. 10. P.279�298.
[23]Sullivan F. A characterization of complete metric spaces // Proc. Am. Math. Soc. 1981.V. 83. P.345�346
[24]Borwein J.M., Preiss D. A smooth variational principle with applications to subdi�erentiability and to

di�erentiability of convex functions // Trans. Am. Math. Soc. 1987. V. 303. Iss. 2. P.517�527;
[25]Èîôôå À.Ä., Òèõîìèðîâ Â.Ì. Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïàõ// Ìàòåì. çàìåòêè,

61:2 (1997), 305�311.
[26]Arutyunov A., Bobylev N., and Korovin S., One remark to Ekeland's variational principle// Comput. Math.

Appl., 34 (1997), P. 267�271.
[27]Àðóòþíîâ À.Â., Êàðàìçèí Ä.Þ. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 41:11 (2005), 1458�1468.
[28]Àðóòþíîâ À.Â. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà è òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè áåç àïðèîðíûõ

ïðåäïîëîæåíèé íîðìàëüíîñòè // Òð. ÌÈÀÍ, 236(2002), 33�44.
[29]Mordukhovich B. Variational Analysis and Generalized Di�erentiation II// Applications, Springer, Berlin,

2006.
[30]Àðóòþíîâ À.Â. Óñëîâèå Êàðèñòè è ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìóìà îãðàíè÷åííîé ñíèçó ôóíêöèè â ìåòðè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ// Òð. ÌÈÀÍ, 291(2015), 30�44.
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÷òîáû ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà ïîëóíåïðå-

ðûâíîé ñíèçó ôóíêöèè áåç ïðåäïîëîæåíèÿ êîìïàêòíîñòè îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ. Íåäàâíî áûëè ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ ÂÏÝ è ÂÏÁÔ, êîòîðûå ïîçâîëè-

ëè ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà ïîëóíåïðåðûâíîãî

ñíèçó è îãðàíè÷åííîãî ñíèçó äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà[31][32].

Àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè èíòåíñèâíîãî èññëåäî-

âàíèÿ â ôóíêöèîíàëüíîì è ìåòðè÷åñêîì àíàëèçå, à òàêæå èñïîëüçóþòñÿ â

ïðèëîæåíèÿõ. Êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðè-

ìåíåíèÿ â òåîðèè îïòèìèçàöèè è àïïðîêñèìàöèè, âûïóêëîì àíàëèçå è ò.ä.

Íàïðèìåð, Ôàãèí è Ñòîêìåéåð[33] ðàññìàòðèâàëè ðàññòîÿíèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå s -íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà è äðóãèì ñâîéñòâàì, ïðèìåíèìûì ê íåêî-

òîðûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè.

Òåîðèÿ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èìååò øèðîêèé ñïåêòð ïðè-

ëîæåíèé, âêëþ÷àÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è ò.ä. Òåîðèÿ (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èãðàåò âàæíóþ ðîëü è â ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèÿõ

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà

äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âêëþ÷àÿ çàäà÷è íàõîæ-

äåíèÿ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé, íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæå-

íèé, ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ìèíè-

ìóìîâ ôóíêöèîíàëîâ. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ïðî-

ñòðàíñòâ, îñíàùåííûõ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ; òåîðåìû î ñâîéñòâàõ òî÷åê ñîâ-

ïàäåíèÿ ïàð îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ â (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ; òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé îáîá-
[31]Àðóòþíîâ À.Â., Æóêîâñêèé Ñ.Å. Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû â íåëèíåéíîì àíàëèçå è èõ îáîáùåíèå//

Ìàòåì. çàìåòêè, 103:6 (2018), 948�954.
[32]Arutyunov A.V., Zhukovskiy S.E. Variational Principles in Analysis and Existence of Minimizers for

Functions on Metric Spaces// SIAM Journal on Optimization.2019. V. 29. P. 994�1016.
[33]Fagin R. and Stockmeyer L. Relaxing the triangle inequality in pattern matching// International J.

Computer Vision 28 (1998), no. 3, 134�160
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ùåííûõ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ; òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ìè-

íèìóìà ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëåííîãî íà (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå; âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà îáîáùåí-

íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû

Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ

íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé îáîáùåííûõ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ, òî÷åê ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

è ìèíèìóìîâ ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ è îáîáùåííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Èññëåäî-

âàòü ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ, îñíàùåííûõ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ, íåîáõîäèìûõ

äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è çàäà÷ ìèíèìèçàöèè. Ïîëó÷èòü àíàëîã

ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé äëÿ îòîáðàæåíèé îáîáùåííûõ (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (q1, q2) -êâà-

çèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷èòü òåîðåìû îá îöåíêàõ ðàññòîÿíèÿ îò ïðî-

èçâîëüíîé òî÷êè äî ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ äâóõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé;

òåîðåìû îá îöåíêàõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïåðåñå÷åíèÿìè ãðàôèêîâ äâóõ ïàð

ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé; òåîðåìû îá îöåíêàõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ

ìíîæåñòâàìè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ ïàð ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ïî-

ëó÷èòü îáîáùåíèÿ èçâåñòíûõ ïðèíöèïîâ íåëèíåéíîãî àíàëèçà äëÿ ïîëóíå-

ïðåðûâíûõ ñíèçó ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà îáîáùåííûõ ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ, áåç àïðèîðíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê è òî÷åê ñîâïàäåíèÿ îòîáðà-

æåíèé, òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå è ò.ä.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå áûëè ïðèìåíåíû ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ìíîãî-

çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îáùåé òîïîëîãèè è âûïóê-

ëîãî àíàëèçà.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Ïåðå÷èñëèì íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

• Ïîñòðîåí ïðèìåð ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùåãî â ïîëíîì

êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíà ñóùåñòâåííîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ çàìêíóòîñòè â

òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïîëó÷åíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ñæèìàþùåãî

ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùåãî â îáîáùåííîì (q1, q2) -êâà-

çèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò çàäàííîé

òî÷êè äî íåïîäâèæíîé òî÷êè.

• Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ òî-

÷åê ñîâïàäåíèÿ ó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ â (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîëó÷åíû: òåîðåìû îá îöåíêàõ ðàññòî-

ÿíèÿ îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè äî ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ äâóõ ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé; òåîðåìû îá îöåíêàõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïåðåñå÷åíèÿ-

ìè ãðàôèêîâ äâóõ ïàð ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé; òåîðåìû îá îöåíêàõ

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ ïàð ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ëåììû Ëèìà

äëÿ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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• Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà äëÿ ïî-

ëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ôóíêöèîíàëà â ïîëíîì (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïðè q2 > 1. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿ-

íèÿ îò çàäàííîé òî÷êè äî ìíîæåñòâà òî÷åê ìèíèìóìà. Ïîñòðîåí ïðèìåð,

êîòîðûé ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ q2 > 1.

• Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ýêëàíäà äëÿ ôóíêöèîíà-
ëîâ, äåéñòâóþùèõ â îáîáùåííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ áåç àïðè-

îðíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó. Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå âà-

ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Áèøîïà-Ôåëïñà. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äëÿ ïîëó-

íåïðåðûâíûõ ñíèçó äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî Ãàòî ôóíêöèé, äîêàçàíî ñó-

ùåñòâîâàíèå ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Âñå ðåçóëüòàòû ñòðîãî äîêàçàíû. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, äî-

êëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• ñåìèíàð �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîô. À.Â. Àðóòþíîâà, ïðîô. Â.È. Áóðåíêîâà è ïðîô. Ì.Ë. Ãîëüäìàíà

â ÐÓÄÍ â 2017, 2018, 2019;

• ñåìèíàð �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ� ïîä ðóêî-

âîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ ïðîô. Ì.È. Çåëèêèíà è Ë.Â. Ëîêóöèåâñêîãî â

ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â 2019 ãîäó;

• îáùåìîñêîâñêèé ñåìèíàð �Îïòèìèçàöèÿ è íåëèíåéíûé àíàëèç� ïîä ðó-

êîâîäñòâîì ïðîô. À.Â. Àðóòþíîâà, Ñ.Å.Æóêîâñêîãî è Í.Ã. Ïàâëîâîé â

ÈÏÓ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà ÐÀÍ â 2020 ãîäó;

• ñåìèíàð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.

Ïîëîâèíêèíà Å.Ñ. â 2019 ãîäó;
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• êîíôåðåíöèÿ Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ - 2017, 2019 â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìî-

íîñîâà;

• conference on Geometric Analysis dedicated to the 90th anniversary of aca-
demician Yu. G. Reshetnyak (September 22�28, 2019, Novosibirsk);

• êîíôåðåíöèÿ �Mathematical Physics, Dynamical Systems and In�nite-Dim-

ensional Analysis� 17-21 èþíÿ, 2019, ÌÔÒÈ, ã.Äîëãîïðóäíûé.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, îïóáëèêîâàíû â ñëåäóþ-

ùèõ ðàáîòàõ:

1. Sengupta R.On �xed points of contraction maps acting in (q1, q2) -quasimetric

spaces and geometric properties of these spaces // Eurasian Math. J., 8:3

(2017), 70�76.

2. Sengupta R., Zhukovskiy S. E. Minima of functions on (q1, q2) -quasimetric

spaces // Eurasian Math. J., 10:2 (2019), 84�92.

3. Sengupta R., Zhukovskaya Z.T., Zhukovskiy S.E. Properties of Coincidence

Points in (q1, q2) -Quasimetric Spaces //Advances in Systems Science and

Applications, 2020, Vol. 20, No 1, 91-103.

4. Ñåíãóïòà Ð. Î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé â îáîá-

ù¼ííûõ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ // Âåñòíèê Òàìáîâ-

ñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: åñòåñòâåííûå è òåõíè÷åñêèå íàóêè, 22:6 (2017),

1325�1328 .

5. Æóêîâñêàÿ Ç. Ò. , Æóêîâñêèé Ñ. Å. , Ñåíãóïòà Ð. Î òî÷íûõ íåðàâåí-

ñòâàõ òðåóãîëüíèêà â (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ // Âåñò-

íèê ðîññèéñêèõ óíèâåðñèòåòîâ. Ìàòåìàòèêà, 24:125 (2019), 33�38.

6. Àðóòþíîâ À.Â., Ãðåøíîâ À.Â., Ñåíãóïòà Ð. Òåîðåìà î íåïîäâèæíûõ

òî÷êàõ â (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. // Ëîìîíîñîâñêèå
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÷òåíèÿ - 2017. Òåçèñû äîêëàäîâ (ã. Ìîñêâà, 17-26 àïðåëÿ 2017 ã., ÌÃÓ

èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà): ìàòåðèàëû êîíôåðåíöèè, 94�95.

7. Ñåíãóïòà Ð. ¾Î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ â îáîáùåííûõ êâàçèìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ¿ // Íåêîòîðûå âîïðîñû àíàëèçà, àëãåáðû, ãåîìåòðèè è

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ: ìàòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé

íàó÷íîé øêîëû ¾Àêòóàëüíûå íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è

ñìåæíûå âîïðîñû¿. Ìàòåðèàëû êîíôåðåíöèè. (2017), 173�174.

8. Àðóòþíîâ À. Â., Æóêîâñêèé Ñ. Å., Ñåíãóïòà Ð. Îá óñëîâèè òèïà Êà-

ðèñòè â (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. // Íàó÷íàÿ êîíôå-

ðåíöèÿ Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ. Òåçèñû äîêëàäîâ. 15-25 àïðåëÿ 2019 ã.,

ñåêöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè, Ôàêóëüòåò âû÷èñ-

ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè, 17�18, Ìîñêâà, 2019.

9. Sengupta R. On �xed points and coincidence points of mappings in (q1,q2)-

quasimetric spaces� Conference materials. Conference on Geometric Analysis

dedicated to the 90th anniversary of academician Yu. G. Reshetnyak (Septem-

ber 22�28, 2019, Novosibirsk), 132-134.

10. Sengupta R, Zhukovskiy S.E. On the existence of minima of functions on

(q1, q2) -quasimetric spaces // êîíôåðåíöèÿ ¾Mathematical Physics, Dynami-

cal Systems and In�nite-Dimensional Analysis¿, 17-21 èþíÿ, 2019, ÌÔÒÈ,

ã. Äîëãîïðóäíûé, p.81.

Ðàáîòû 1-3 èíäåêñèðóþòñÿ áàçàìè Scopus è WoS, 4-5 âõîäÿò â ïåðå÷åíü

ÂÀÊ, îñòàëüíûå ðàáîòû èíäåêñèðóþòñÿ áàçîé ÐÈÍÖ.

Âñå ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ, âêëþ÷àÿ ðåçóëüòàòû èç ðàáîò ñ

ñîàâòîðàìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì äèññåðòàöèè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòó-

ðû èç 69 èñòî÷íèêîâ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 91 ñòðàíèöà. Â çàêëþ÷åíèè
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ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè.

2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 1.1 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå

îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îáñóæäàþò-

ñÿ ñòðóêòóðíûå è òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ è äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî áàçîâûõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿ-

þò ëó÷øå ïîíÿòü îñîáåííîñòè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùèå â (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå, îòíîñÿùèåñÿ

ê íèì, ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ. Ïîñòðîåí ïðèìåð ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ,

ãðàôèê êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Â ïàðàãðàôå 1.3 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñ-

êèõ ïðîñòðàíñòâ, à èìåííî îáîáùåííûå (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà è f -êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå äîêàçàíû íåêîòîðûå, êà-

ñàþùèåñÿ èõ, óòâåðæäåíèÿ. Ïðèâåäåì òåîðåìó î âûïîëíåíèè òî÷íîãî íåðà-

âåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ f -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

f(r1, r2) := inf
(q′1,q

′
2)∈Q

(r1q
′
1 + r2q

′
2), (r1, r2) ∈ R2

+. (1)

Òîãäà äëÿ ëþáîé âîãíóòîé, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

g : R2
+ → R+, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ρ(x, z) ≤ g(ρ(x, y), ρ(y, z)) ∀x, y, z ∈ X, (2)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(ρ(x, y), ρ(y, z)) ≤ g(ρ(x, y), ρ(y, z)) ∀x, y, z ∈ X. (3)

Ãëàâà 2 ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 2.1 ïîñòðîåí ïðèìåð

ïîëíîãî êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è äåéñòâóþùåãî â íåì ñæèìàþùå-

15



ãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ó ñæèìàþùåãî îòîáðàæå-

íèÿ â îáîáùåííîì (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïîìíèì, ÷òî

îáîáùåííîå (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî îáîáùåíèå (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ôóíêöèÿ ρ ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèå +∞ . Ñôîðìóëèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü (X, ρ) � îáîáùåííîå (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, β ∈
[0, 1) � çàäàííîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

S(j) := 1 + q2β + · · ·+ qj−2
2 βj−2 + qj−1

2 βj−1q−1
1 , j = 1, 2, ...;

m0 := min{j ∈ N : q2β
j < 1}.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ⊂ X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N ∈ N òàêîé, ÷òî

ρX(xj, xi) < ε äëÿ ëþáûõ i > j > N. (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòàíñòâî

(X, ρ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñõîäèòñÿ â íåì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, îòîáðàæåíèå

Φ : X → X ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ñ êîíñòàíòîé β < 1 è çàìêíóòûì.

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X, äëÿ êîòîðîé ρ(x0,Φ(x0)) < ∞, èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi+1 := Φ(xi), i = 0, 1, 2, ... ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

òî÷êå ξ = ξ(x0);

• ξ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ Φ, ò.å. ξ = Φ(ξ);

• èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

lim
λ→ξ

ρ(x0, λ) ≤ q2
1S(m0)

1− q2βm0
ρ(x0,Φ(x0)).

Â ïàðàãðàôå 2.2 â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè òî÷åê ñîâ-

ïàäåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé[34], äåéñòâóþùèõ â (q1, q2) -êâàçèìåòðè-
[34]Àðóòþíîâ À.Â., Ãðåøíîâ À.Â. (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íàêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ

è òî÷êè ñîâïàäåíèÿ // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 82:2 (2018), 3�32.
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÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. ×òîáû ñôîðìó-

ëèðîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå, ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü (X, ρX) è (Y, ρY ) � (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. ×åðåç

h áóäåì îáîçíà÷àòü ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó, à ÷åðåç h+ � îòêëîíåíèå ïî

Õàóñäîðôó, ò.å.

h+
X(U, V ) = sup

u∈U
dist(u, V ), h(U, V ) = max{h+(U, V ), h+(V, U)}, U, V ⊂ X.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Φ : X ⇒ Y íàçûâàåòñÿ β -ëèïøèöåâûì, åñëè

h(Φ(x1),Φ(x2)) ≤ βρX(x1, x2) ∀x1, x2 ∈ X.

Åñëè (X, ρX) = (Y, ρY ) è β < 1 , òî β -ëèïøèöåâîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-

íèå Φ íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàôèê ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ : X ⇒ Y ÷åðåç

gph(Φ), ò.å. gph(Φ) := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Φ(x)}.
Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Φ : X ⇒ Y íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè äëÿ

ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xi} ⊂ X è {yi} ⊂ Y è òî÷åê x0 ∈ X è y0 ∈ Y
òàêèõ, ÷òî xi → x0, yi → y0 è (xi, yi) ∈ gph(Φ) äëÿ ëþáîãî i , âûïîëíÿåòñÿ

(x0, y0) ∈ gph(Φ) .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàôèê ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ : X ⇒ Y

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{xi} ⊂ X è {yi} ⊂ Y òàêèõ, ÷òî {(xi, yi)} ⊂ gph(Φ), ñóùåñòâóåò òî÷êà

(x0, y0) ∈ gph(Φ) òàêàÿ, ÷òî xi → x0 è yi → y0.

Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà α > 0 è β ∈ [0, α). Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ :

X ⇒ Y íàçûâàåòñÿ α -íàêðûâàþùèì, åñëè⋃
y∈Ψ(x)

BY (y, αr) ⊆ Ψ(BX(x, r)) ∀r ≥ 0, ∀x ∈ X.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fα,β ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé (Ψ,Φ), Ψ,Φ : X ⇒ Y, òàêèõ, ÷òî

• ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ ÿâëÿåòñÿ α -íàêðûâàþùèì;
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• ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ β -ëèïøèöåâûì;

• ëèáî ãðàôèê gph(Ψ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ìíîæåñòâî Φ(x) çàìêíóòî äëÿ

ëþáîãî x ∈ X, ëèáî ãðàôèê gph(Φ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, à ãðàôèê Ψ

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Ïîëîæèì

MΨ,Φ(x, r) := {y ∈ Φ(x) : dist(Ψ(x), y) < r}, x ∈ X, r > 0, (Ψ,Φ) ∈ Fα,β,

S(θ, n) :=
1− θn

1− θ
, θ ∈ [0, 1), n = 0, 1, 2, ... ,

m0 := min

{
j ∈ N : q2

(
β

α

)j
< 1

}
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà α > 0, β ∈ [0, α) è óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà

ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (Ψ,Φ) ∈ Fα,β. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x0 ∈ X, r0 >

dist(Ψ(x0),Φ(x0)) è y1 ∈ MΨ,Φ(x0, r0) ñóùåñòâóþò òàêèå ξ ∈ X è η ∈ Y,
÷òî

η ∈ Ψ(ξ) ∩ Φ(ξ),

è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

lim
λ→ξ

ρ(x0, λ) ≤
q2

1α
m0−1S(q2

β
α ,m0 − 1) + q1(q2β)m0−1

αm0 − q2βm0
r0,

lim
κ→η

ρ(y1, κ) ≤ β
q2

1α
m0−1S(q2

β
α ,m0 − 1) + q1(q2β)m0−1

αm0 − q2βm0
r0.

Â ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû òåîðåìû îá îöåíêàõ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè (x, y) ∈
X×Y äî ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ñôîðìóëèðóåì

îäíó èç íèõ.

Äëÿ α > 0, β ∈ [0, α), (Ψ,Φ) ∈ Fα,β ïîëîæèì

Γ(Ψ,Φ) := gph(Ψ)∩gph(Φ), K(m0) :=
q2

1α
m0−1S(q2

β
α ,m0 − 1) + q1(q2β)m0−1

αm0 − q2βm0
.
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Äëÿ âåêòîðîâ z = (x, y) ∈ X × Y, A = (AX , AY ) ∈ R2 è ïîäìíîæåñòâà

Γ ⊂ X × Y áóäåì ïèñàòü D(z,Γ) ≤ A, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò òî÷êà (ξ, η) ∈ Γ òàêàÿ, ÷òî

lim
λ→ξ

ρ(x, λ) ≤ AX + ε, lim
κ→η

ρ(y, κ) ≤ AY + ε.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà α > 0, β ∈ [0, α) è óïîðÿäî÷åííàÿ ïà-

ðà ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (Ψ,Φ) ∈ Fα,β. Òîãäà ìíîæåñòâî Γ(Ψ,Φ)

íåïóñòî è, áîëåå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû (x, y) ∈ X × Y ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

D
(
(x, y),Γ(Ψ,Φ)

)
≤ A(x, y). (4)

Çäåñü

A(x, y) = (K(m0)(r1 + r2), q1r2 + q2βK(m0)(q1r1 + q2r2)),

r1 = dist(Ψ(x), y), r2 = dist(y,Φ(x)).

Â ïàðàãðàôå 2.3 ïîëó÷åíû òåîðåìû îá îöåíêàõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïåðåñå-

÷åíèÿìè ãðàôèêîâ äâóõ ïàð ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è îá îöåíêàõ ðàññòî-

ÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ ïàð ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç îäíîãî (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà â äðóãîå. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ëåììû Ëèìà äëÿ

òî÷åê ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ ìåæäó (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñ-

êèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ïðèâåäåì ýòî óòâåðæäåíèå.

Îïðåäåëèì åùå îäíó ôóíêöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîä-

ìíîæåñòâàìè (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ U, V ⊂ X ïîëî-

æèì

e+(U, V ) := sup
v∈V

dist(U, v).

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ρX ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî âòîðîìó àðãóìåíòó,

çàäàíû ÷èñëà α > 0, β ∈ [0, α) è óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-

ðàæåíèé (Ψ,Φ) ∈ Fα,β. Òîãäà

h+(Coin(Ψ̃, Φ̃),Coin(Ψ,Φ)) ≤ K(m0) sup
x∈X

(
q1e

+(Ψ(x), Ψ̃(x))+q2h
+(Φ̃(x),Φ(x))

)
.
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Ãëàâà 3 ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 3.1 ïðèâåäåíî îáîáùå-

íèå óñëîâèÿ Êàðèñòè äëÿ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ïîëó÷åíû

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíè-

çó, îãðàíè÷åííûõ ñíèçó ôóíêöèîíàëîâ, äåéñòâóþùèõ â (q1, q2) -êâàçèìåòðè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Êàðèñòè. Ïðèâåäåì îáîá-

ùåííîå óñëîâèå Êàðèñòè.

Ïóñòü q1 ≥ 1, q2 ≥ 1, γ ∈ R, k > 0 � çàäàííûå ÷èñëà, (X, ρ) � ïîëíîå

(q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U : X → R ñîáñòâåííàÿ (ò.å. U(x) 6≡
+∞ ) ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ÷èñëîì γ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ U óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òèïà Êàðèñòè ñ

êîíñòàíòîé k , åñëè

∀x ∈ X : γ < U(x) ∃x′ ∈ X : q2U(x′) + kq1ρ(x, x′) ≤ U(x) + (q2 − 1)γ.

Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q2 > 1 è ôóíêöèîíàë U : X → R óäîâëåò-

âîðÿåò óñëîâèþ òèïà Êàðèñòè ñ êîíñòàíòîé k. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè

x0 ∈ X ñóùåñòâóåò òî÷êà x̄ ∈ X, òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèîíàë U äîñòèãàåò

ñâîåãî ìèíèìóìà â òî÷êå x̄, è, áîëåå òîãî, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

U(x̄) = γ, x̄ ∈ clB

(
x0,

U(x0)− γ
k

)
.

Ïîñòðîåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå q2 > 1 â ïîëó÷åí-

íîé òåîðåìå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ïîëó÷åíî îáîáùåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ýêëàíäà

äëÿ îáîáùåííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñôîðìóëèðóåì åãî.

Ïóñòü (X, ρ) � ïîëíîå îáîáùåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ò.å. ôóíê-

öèÿ ρ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ìåòðèêè, íî ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå +∞;

îïðåäåëåíèå ïîëíîòû äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ïîëíîòû äëÿ ìåò-

ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ). Äëÿ ôóíêöèîíàëà U : X → R ∪ {+∞} îáîçíà÷èì

γU(A) := inf
x∈A

U(x), A ⊂ X, A 6= ∅.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî γU(A) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ −∞ èëè +∞.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(X) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèîíàëîâ U : X → R ∪ {+∞}
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òàêèõ, ÷òî γU(A) > −∞ äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà

A ⊂ X. Äëÿ U ∈ Ω(X) ïîëîæèì domU := {x ∈ X : U(x) < +∞}.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü U ∈ Ω(X). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ domU, äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè ε : R+ → (0,+∞) òàêîé, ÷òî

U(x0) < γU(B(x0, λ)) + ε(λ) ∀λ > 0

è äëÿ ëþáîãî λ > 0, ñóùåñòâóåò òî÷êà x̄ ∈ X òàêàÿ, ÷òî

U(x̄) ≤ U(x0), ρ(x0, x̄) ≤ λ,

U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x̄) > U(x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì, ýòà òåîðåìà

îñòàåòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé è íå ñîâïàäàåò ñ âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì Ýêëàí-

äà, ïîñêîëüêó, â îòëè÷èå îò âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ýêëàíäà, íå ïðåäïîëà-

ãàåò îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó ôóíêöèîíàëà U.

Â ïàðàãðàôå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Áèøîïà-Ôåëïñà.

Ñôîðìóëèðóåì åãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0(X) ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ U ∈
Ω(X) òàêèõ, ÷òî

1

r
inf{U(x) : x ∈ B(x0, r)} → 0 ïðè r → +∞.

äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü (X, ρ)� ïîëíîå îáîáùåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

è U ∈ Ω0(X). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ domU è c > 0 ñóùåñòâóåò òî÷êà

x̄ ∈ X òàêàÿ, ÷òî

U(x̄) + cρ(x0, x̄) ≤ U(x0), U(x) + cρ(x̄, x) > U(x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}.

Â ñëåäñòâèå òåîðåìû ïðèâåäåííîé âûøå, ïîëó÷åíî îáîáùåíèå èçâåñòíîãî

óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ëþáîé ñòåïåíüþ

òî÷íîñòè, äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñíèçó ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó äèôôåðåíöèðó-

åìûõ ïî Ãàòî ôóíêöèé[35].
[35]Aubin J.-P., Ekeland I. Applied Nonlinear Analysis. J. Wiley & Sons Inc. New York. 1984.
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Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, U ∈ Ω0(X) � äèôôå-

ðåíöèðóåìûé ïî Ãàòî ôóíêöèîíàë. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{x̄n} ⊂ X òàêàÿ, ÷òî U(x̄n)→ inf
x∈X

U(x) è U ′(x̄n)→ 0 â X∗.

Â ýòîì óòâåðæäåíèè àïðèîðíîå ïðåäïîëîæåíèå îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó ôóíê-

öèè U îòñóòñòâóåò.

Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè áûëè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è ïåðåñïåê-

òèâû äàëüíåéøîãî ðàçâèòèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

• Ïîñòðîåí ïðèìåð ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùåãî â ïîëíîì

êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíà ñóùåñòâåííîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ çàìêíóòîñòè â

òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïîëó÷åíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ñæèìàþùåãî

ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùåãî â îáîáùåííîì (q1, q2) -êâà-

çèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò çàäàííîé

òî÷êè äî íåïîäâèæíîé òî÷êè.

• Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ òî-

÷åê ñîâïàäåíèÿ ó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ â (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîëó÷åíû: òåîðåìû îá îöåíêàõ ðàññòî-

ÿíèÿ îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè äî ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ äâóõ ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé; òåîðåìû îá îöåíêàõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïåðåñå÷åíèÿìè

ãðàôèêîâ äâóõ ïàð ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé; óòâåðæäåíèÿ îá îöåíêàõ

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ äâóõ ïàð ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ëåììû Ëèìà

äëÿ (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

• Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà äëÿ ïî-

ëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó, îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ôóíêöèîíàëà â ïîëíîì (q1, q2) -
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êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïðè q2 > 1. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿ-

íèÿ îò çàäàííîé òî÷êè äî ìíîæåñòâà òî÷åê ìèíèìóìà. Ïîñòðîåí ïðèìåð,

êîòîðûé ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ q2 > 1.

• Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ýêëàíäà äëÿ ôóíêöèîíà-
ëîâ, äåéñòâóþùèõ â îáîáùåííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ áåç àïðè-

îðíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó . Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå âà-

ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Áèøîïà-Ôåëïñà. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äëÿ ïîëó-

íåïðåðûâíûõ ñíèçó, äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî Ãàòî ôóíêöèé, äîêàçàíî ñó-

ùåñòâîâàíèå ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ â ýòîé îáëà-

ñòè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà äëÿ ïî-

ëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ôóíêöèîíàëà â ïîëíîì (q1, q2) -

êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåãî îáîáùåííîìó óñëîâèþ

Êàðèñòè ïðè q2 = 1, q1 > 1. Äëÿ ñëó÷àÿ êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà äàííûé âîïðîñ áûë äàí â ñòàòüå [36] c äîïîëíèòåëü-

íûì ïðåäïîëîæåíèåì ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó êâàçèìåòðèêè ïî âòîðîìó

àðãóìåíòó. Õîòÿ ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò èç-çà îòñóòñòâèÿ óñëî-

âèÿ ñèììåòðè÷íîñòè (q1, q2) -êâàçèìåòðèêè â îáùåì ñëó÷àå, îñòàåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü îáîáùèòü âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 3 äëÿ ôóíêöè-

îíàëîâ, äåéñòâóþùèõ â (q1, q2) -êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî ìîæåò

ñëóæèòü ïîâîäîì äëÿ ñîçäàíèÿ íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð äèññåðòàöèè âûðàæàåò îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-

ëÿì Àðàìó Âëàäèìèðîâè÷ó Àðóòþíîâó è Ñåðãåþ Åâãåíüåâè÷ó Æóêîâñêîìó

çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è âíèìàíèå.

[36]Ume J.Sh. A minimization theorem in quasi-metric spaces and its applications// Int. J. Math. Math.Sci.

31 (2002), no. 7., 443�447.
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