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Ââåäåíèå

Ïîñëå òîãî, êàê Ì. Ìàðóÿìà [12] â 1977 ãîäó äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ïðî-

åêòèâíîé ñõåìû ìîäóëåé, ïàðàìåòðèçóþùåé êëàññû S-ýêâèâàëåíòíîñòè

ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè, èçó÷åíèå ãåîìåò-

ðèè òàêèõ ñõåì ìîäóëåé ñòàëî öåíòðàëüíîé òåìîé èññëåäîâàíèé â àë-

ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èçâåñòíî ìíîãî äëÿ ñëó-

÷àÿ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé, îáùèå ðåçóëüòàòû äëÿ òð¼õìåðíûõ ìíîãî-

îáðàçèé âñ¼ åù¼ îòñóòñòâóþò. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé

ïó÷êîâ íà 3-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü ñëîæíûìè îáúåê-

òàìè äëÿ èçó÷åíèÿ (êàê èëëþñòðèðóåò ôîðìóëèðîâêà Ð. Âàêèëÿ çàêîíà

Ìåðôè [7]), â ÷àñòíîñòè, ñ íåñêîëüêèìè íåïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè

ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé.

Öåëü äèññåðòàöèè ñîñòîèò â äàëüíåéøåì ïðîäâèæåíèè èçó÷åíèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà P3 ñ ôèêñèðîâàí-

íûìè êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 = k, c3 = 0, êîòîðîå ìû áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåçM(k). Âîïðîñû ãåîìåòðèè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, íàïðèìåð,

êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, ìåíåå èññëåäîâàíû ïî ñðàâíåíèþ

ñ èçó÷åíèåì ãåîìåòðèè ñõåì Ãèëüáåðòà êðèâûõ â ïðîåêòèâíîì 3-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå.

Ðåçþìå èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ïåðâîì ðàçäåëå ìû íàïîìèíà-

åì ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëüíîñòè ïó÷êîâ íà ïðîåêòèâíûõ ãëàä-

êèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ïðèâîäèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷-

êîâ. Â ðàçäåëå 2 ìû íàïîìèíàåì îñíîâû GIT-êîíñòðóêöèè ñõåìû ìî-

äóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ. Ðàçäåëû 1 è 2 â îñíîâíîì ñëåäóåò ñî-

äåðæàíèþ êíèãè [8]. Â ðàçäåëå 3 ìû îïðåäåëÿåì ðåôëåêñèâíûå ïó÷êè

è îïèñûâàåì èõ ñâîéñòâà. Â ðàçäåëå 4 ìû ïåðå÷èñëÿåì âñå èçâåñòíûå

íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ñõåì ìîäóëåéM(k), k ≥ 1. Íàêîíåö, ðàçäåë

5 ñîäåðæèò èçëîæåíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, à

èìåííî, â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ íîâûå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû

ñõåìM(k), k ≥ 3.
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1 Ñòàáèëüíîñòü ïó÷êîâ

Èñòîðè÷åñêè ïîíÿòèå ñòàáèëüíîñòè êîãåðåíòíîãî ïó÷êà âïåðâûå âîçíèê-

ëî â êîíòåêñòå âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ [14]:

ïóñòü X � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì

ïîëåì k, è ïóñòü E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê ðàíãà r è ñòåïåíè deg(E).

Îïðåäåëèì íàêëîí ðàññëîåíèÿ E êàê µ(E) = deg(E)
r

. Òîãäà E íàçûâàåòñÿ

(ïîëó)ñòàáèëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ ïîäïó÷êîâ F ⊂ E ñ 0 < rk(F ) < rk(E)

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî µ(F )(≤)µ(E).

Åñëè ìû ïåðåéä¼ì îò ïó÷êîâ íà êðèâûõ ê ìíîãîîáðàçèÿì áîëüøåé

ðàçìåðíîñòè, òî ïîíÿòèå ñòàáèëüíîñòè ìîæåò áûòü îáîáùåíî ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Ïóñòü (X,O(1)) � ïîëÿðèçîâàííîå ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå

ìíîãîîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k.

Íàïîìíèì, ÷òî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé êîãåðåíòíîãî ïó÷êà E íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëî χ(E) = Σ(−1)ihi(X,E), ãäå hi(X,E) = dimkH
i(X,E). Òîãäà

ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà P (E) çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì m 7→ χ(E ⊗O(m)).

Îïðåäåëåíèå 1 Íîñèòåëåì ïó÷êà E íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî Supp(E) = {x ∈ X | Ex 6= 0}. Ðàçìåðíîñòü ïó÷êà dim(E) � ýòî

ðàçìåðíîñòü åãî íîñèòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïó÷îê E íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì ðàçìåðíîñòè d, åñëè äëÿ

âñåõ íåòðèâèàëüíûõ êîãåðåíòíûõ ïîäïó÷êîâ F ⊂ E èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî dim(F ) = d.

Îïðåäåëåíèå 3 Äëÿ ëþáîãî ïó÷êà E íà X ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïëîò-

íîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ X, òàêîå, ÷òî E|U � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê.

Ðàíãîì rk(E) ïó÷êà E íàçûâàåòñÿ ðàíã âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E|U .

Îïðåäåëåíèå 4 Ïðèâåäåííûì ìíîãî÷ëåííîì Ãèëüáåðòà p(E) êîãåðåíò-

íîãî ïó÷êà E ðàçìåðíîñòè d íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

p(E,m) :=
P (E,m)

rk(E)
.
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Íàïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ìíî-

ãî÷ëåíîâ, çàäàííûé ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì êîýôôèöèåíòîâ. Òî÷-

íåå, f ≤ g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(m) ≤ g(m) ïðè m � 0. Àíà-

ëîãè÷íî, f < g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(m) < g(m) ïðè m � 0.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñòàáèëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5 Êîãåðåíòíûé ïó÷îê E ðàçìåðíîñòè d íàçûâàåòñÿ ïî-

ëóñòàáèëüíûì, åñëè E ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì è äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííî-

ãî ïîäïó÷êà F ⊂ E èìååò ìåñòî p(F ) ≤ p(E). Ïó÷îê E íàçûâàåò-

ñÿ ñòàáèëüíûì, åñëè E ïîëóñòàáèëåí è íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, ò. å.

p(F ) < p(E) äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäïó÷êîâ F ⊂ E.

Óòâåðæäåíèå 1 (ñì. [8, Cor. 1. 2. 8]) Ëþáîé ñòàáèëüíûé ïó÷îê E íà

X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ò. å. End(E) ' k.

Äðóãèì ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëüíîñòè ïó÷êà íà ìíîãîîáðàçèè

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ íà-

êëîíà. À èìåííî, ïóñòü E � êîãåðåíòíûé ïó÷îê ðàçìåðíîñòè d = dim(X),

è H � îáèëüíûé äèâèçîð, àññîöèèðîâàííûé ñ O(1). Ñòåïåíü ïó÷êà E ìî-

æåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

deg(E) := c1(E).Hn−1,

è íàêëîí ïó÷êà E

µ(E) :=
deg(E)

rk(E)
.

Îïðåäåëåíèå 6 Êîãåðåíòíûé ïó÷îê E ðàçìåðíîñòè d = dim(X) íà-

çûâàåòñÿ µ-(ïîëó)ñòàáèëüíûì, åñëè E ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì è èìååò ìå-

ñòî íåðàâåíñòâî µ(F )(≤)µ(E) äëÿ âñåõ ïîäïó÷êîâ F ⊂ E, òàêèõ, ÷òî

0 < rk(F ) < rk(E).

Óòâåðæäåíèå 2 (ñì. [8, Lemma 1. 2. 13]) Åñëè E � ÷èñòûé êîãåðåíò-

íûé ïó÷îê ðàçìåðíîñòè d = dim(X), òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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öåïî÷êà èìïëèêàöèé

µ-ñòàáèëüíîñòü⇒ ñòàáèëüíîñòü⇒ ïîëóñòàáèëüíîñòü ⇒ µ-ïîëóñòàáèëüíîñòü.

Âñþäó äàëåå (µ-)ïîëóñòàáèëüíûé ïó÷îê, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ (µ-)ñòàáèëüíûì,

ìû áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííî (µ-)ïîëóñòàáèëüíûì ïó÷êîì.

Ïóñòü E � íåòðèâèàëüíûé, ÷èñòûé ïó÷îê ðàçìåðíîñòè d. Òîãäà ôèëü-

òðàöèåé Õàðäåðà-Íàðàñèìõàíà äëÿ E ìû íàçûâàåì ôèëüòðàöèþ

0 = NH0(E) ⊂ NH1(E) ⊂ ... ⊂ NHl(E) = E,

òàêóþ, ÷òî ôàêòîðû grNHi = NHi(E)/NHi+1(E) ïðè i = 1, ..., l, ÿâëÿþòñÿ

ïîëóñòàáèëüíûìè ïó÷êàìè ðàçìåðíîñòè d ñ ïðèâåäåííûìè ìíîãî÷ëåíà-

ìè Ãèëüáåðòà pi = p(grNHi ), óäîâëåòâîðÿþùèìè ñâîéñòâó

pmax(E) := p1 > ... > pl =: pmin(E).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî E ÿâëÿåòñÿ ïîëóñòàáèëüíûì. Ôèëüòðàöèåé

Æîðäàíà-Ã¼ëüäåðà ïó÷êà E ìû íàçûâàåì ôèëüòðàöèþ

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ ... ⊂ El = E,

òàêóþ, ÷òî ôàêòîðû gri(E) = Ei/Ei−1 ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíûìè ïó÷êàìè ñ

ïðèâåäåííûì ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà p(E).

Óòâåðæäåíèå 3 (ñì. [8, Thm. 1.3.4]) Ëþáîé ÷èñòûé ïó÷îê E èìååò

åäèíñòâåííóþ ôèëüòðàöèþ Õàðäåðà-Íàðàñèìõàíà.

Óòâåðæäåíèå 4 (ñì. [8, Prop. 1.5.2]) Êàæäûé ïîëóñòàáèëüíûé ïó-

÷îê E èìååò ôèëüòðàöèþ Æîðäàíà-Ã¼ëüäåðà. Áîëåå òîãî, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ãðàäóèðîâàííûé ïó÷îê gr(E) =
⊕
i

gri(E) íå çàâèñèò îò âû-

áîðà ôèëüòðàöèè Æîðäàíà-Ã¼ëüäåðà.

Îïðåäåëåíèå 7 Äâà ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êà E1 è E2 ñ îäèíàêîâûì ïðè-
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âåäåííûì ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà íàçûâàþòñÿ S-ýêâèâàëåíòíûìè, åñ-

ëè gr(E1) ' gr(E2).

2 Êîíñòðóêöèÿ ñõåìû ìîäóëåé

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ Q[z] îïðåäåëèì ôóíêòîð

M′ : (Sch/k)o → (Sets)

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè S ∈ Ob(Sch/k), ïóñòü M′(S) � ìíîæåñòâî

êëàññîâ èçîìîðôèçìà S-ïëîñêèõ ñåìåéñòâ ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà X

ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà P . È åñëè f : S ′ → S � ìîðôèçì â (Sch/k),

ïóñòü M′(f) � îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííîå ïðè

ïîìîùè âçÿòèÿ îáðàòíîãî îáðàçà ïó÷êà ÷åðåç fX = f × idX :

M′(f) : M′(S) −→M′(S ′), [E]→ [f ∗XE].

Åñëè E ∈ M′(S) � S-ïëîñêîå ñåìåéñòâî ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà X,

è åñëè L � ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà S, òîãäà E ⊗ p∗(L)

ÿâëÿåòñÿ òàêæå S-ïëîñêèì ñåìåéñòâîì, ãäå p : X×S → S � êàíîíè÷åñêàÿ

ïðîåêöèÿ. Êðîìå òîãî, ñëîè Es è (E⊗p∗L)s = Es⊗k(s)L(s) èçîìîðôíû äëÿ

ëþáîé òî÷êè s ∈ S. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü ôàêòîð-

ôóíêòîð M = M′/ ∼, ãäå ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè:

E ∼ E ′ äëÿ E, E ′ ∈M′(S) ⇐⇒ E ' E ′⊗p∗L äëÿ íåêîòîðîãî L ∈ Pic(S).

Åñëè ìû ê òîìó æå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñòàáèëüíûå ïó÷êè, ìû

ïîëó÷èì îòêðûòûé ïîäôóíêòîð (M′)s ⊂M′ è Ms ⊂M. ÑõåìàM íàçû-

âàåòñÿ ñõåìîé ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ, åñëè îíà êîïðåäñòàâëÿåò

ôóíêòîð M.

Óòâåðæäåíèå 5 (ñì. [8, Lemma 4.1.2]) Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM êîïðåä-

ñòàâëÿåò M. Òîãäà S-ýêâèâàëåíòíûå ïó÷êè ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è
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òîé æå çàìêíóòîé òî÷êå âM. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò íåðàç-

ëîæèìûé ñîáñòâåííî ïîëóñòàáèëüíûé ïó÷îê E, òîãäà ôóíêòîð M íå

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñõåìîé.

Ñåìåéñòâî ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà X c ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà

P ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì (ñì. [8, Thm. 3.3.7]). Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî m, òàêîå, ÷òî E(m) ïîðîæä¼í ãëîáàëüíû-

ìè ñå÷åíèÿìè, è h0(E(m)) = P (m). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ïîëîæèì

V := k⊕P (m) è K := V ⊗ OX(−m), òîãäà ñóùåñòâóåò ñþðüåêöèÿ ρ :

K � E, ïîëó÷åííàÿ âçÿòèåì êîìïîçèöèè êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

H0(E(m)) ⊗ OX(−m) −→ E ñ èçîìîðôèçìîì V −→ H0(E(m)). Ýòà ñþ-

ðüåêöèÿ îïðåäåëÿåò çàìêíóòóþ òî÷êó [ρ : K � E] ∈ Quot(K, P ) ñîîò-

âåòñòâóþùåé Quot-ñõåìû, ïàðàìåòðèçóþùåé ôàêòîð-ïó÷êè ïó÷êà K ñ

ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà P . Íà ñàìîì äåëå, ýòà òî÷êà ñîäåðæèòñÿ â îò-

êðûòîì ïîäìíîæåñòâå R ⊂ Quot(K, P ) âñåõ ôàêòîðîâ [K � E], òàêèõ,

÷òî ïó÷îê E ïîëóñòàáèëåí, à èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå

V = H0(K(m)) −→ H0(E(m))

ÿâëÿåòñÿ èçìîðôèçìîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rs ⊂ R îòêðûòóþ ïîäñõåìó,

ïàðàìåòðèçóþùóþ ñòàáèëüíûå ïó÷êè E.

Òåîðåìà 1 (ñì. [8, Thm. 4.3.4]) Ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ ñõåìàMO(1)(P ),

êîòîðàÿ óíèâåðñàëüíî êîïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð MO(1)(P ). Çàìêíóòûå

òî÷êè MO(1)(P ) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ

êëàññàìè S-ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ñ ìíîãî÷ëåíîì

Ãèëüáåðòà P . Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæå-

ñòâîMs
O(1)(P ), êîòîðîå óíèâåðñàëüíî êîïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîðMs

O(1)(P ).

Òåîðåìà 2 (ñì. [8, Cor. 4.3.5]) Ìîðôèçì π : Rs −→ Ms ÿâëÿåòñÿ

ãëàâíûì PGL(V )-ðàññëîåíèåì.

Òàêæå èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü îòíîñèòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ìîäó-

ëåé, ò. å. ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà ñëîÿõ ïðî-

åêòèâíîãî ìîðôèçìà X → S. Ðàññìîòðèì äëÿ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà P
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ôóíêòîð MX/S : (Sch/S)o −→ (Sets), êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ ñòàâèò

â ñîîòâåòñòâèå S-ñõåìå T êîíå÷íîãî òèïà ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîð-

ôèçìà T -ïëîñêèõ ñåìåéñòâ ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà ñëîÿõ ìîðôèçìà

XT := T ×S X → T ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà P . Åñëè ìû ðàññìîòðèì

òîëüêî ñåìåéñòâà ñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ, ìû ïîëó÷èì îòêðûòûé ïîäôóíê-

òîð Ms
X/S(P ) ⊂MX/S(P ).

Òåîðåìà 3 (ñì. [8, Thm. 4.3.7]) Ïóñòü f : X → S � ïðîåêòèâíûé

ìîôðèçì k-ñõåì êîíå÷íîãî òèïà ñ ãåîìåòðè÷åñêè ñâÿçíûìè ñëîÿìè, è

ïóñòü O(1) � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X, î÷åíü îáèëüíîå îòíîñèòåëüíî

S. Ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíûé ìîðôèçìMX/S(P )→ S, êîòîðûé óíèâåð-

ñàëüíî êîïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð MX/S(P ). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé çà-

ìêíóòîé òî÷êè s ∈ S èìååò ìåñòî èçîìîðôèçìMX/S(P )s 'MXs(P ).

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ ïîäñõåìàMs
X/S(P ) ⊂MX/S(P ), êî-

òîðàÿ óíèâåðñàëüíî êîïðåäñòàâëÿåò ïîäôóíêòîð Ms
X/S(P ) ⊂MX/S(P ).

Äàëåå, ìû áóäåì ñêîíöåíòðèðîâàííû íà ñõåìå ìîäóëåé Ãèåçåêåðà-

Ìàðóÿìû ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 ñ êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 = k,

c3 = 2n íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P3, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

M(0, k, 2n). Òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèå M(k) = M(0, k, 0). Êðîìå òîãî,

îáîçíà÷èì ÷åðåç B(k) îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ñõåìû M(k), ñîñòîÿùåå

èç ñòàáèëüíûõ ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ. Äëÿ ïðîñòîòû ìû íå áóäåì

äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ñòàáèëüíûì ïó÷êîì E è ñîîòâåòñòâóþùèì êëàñ-

ñîì èçîìîðôèçìà [E], êàê òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé. Êðîìå òîãî,

ïîä îáùåé òî÷êîé íåïðèâîäèìîé ñõåìû ìû áóäåì ïîíèìàòü çàìêíóòóþ

òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ íåêîòîðîìó îòêðûòîìó ïëîòíîìó ïîäìíîæåñòâó

ñõåìû.

3 Ðåôëåêñèâíûå ïó÷êè

Ïó÷îê F íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïó÷-

êîâ F → F∨∨ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ìíîæåñòâî îñîáåííîñòåé Sing(F )
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ðåôëåêñèâíîãî ïó÷êà F íà X èìååò êîðàçìåðíîñòü ≥ 3. Â ÷àñòíîñòè, ðå-

ôëåêñèâíûé ïó÷îê íà P3 èìååò 0-ìåðíûå îñîáåííîñòè. Áîëåå òîãî, ëþáîé

ðåôëåêñèâíûé ïó÷îê ðàíãà 1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.

Òåîðåìà 4 (ñì. [4, Thm. 4.1]) Çàôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî c1. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

(i) ïàðàìè (F, s), ãäå F � ðåôëåêñèâíûé ïó÷îê ðàíãà 2 íà P3 ñ ïåðâûì

êëàññîì ×åðíà c1(F ) = c1, è s ∈ H0(F ) � ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå ñ ìíî-

æåñòâîì íóëåé êîðàçìåðíîñòè 2, è

(ii) ïàðàìè (Y, ξ), ãäå Y � êðèâàÿ Êîýíà-Ìàêîëåÿ â P3, ÿâëÿþùàÿñÿ ëî-

êàëüíî ïîëíûì ïåðåñåíèåì â îáùåé òî÷êå, è ξ ∈ H0(ωY (4 − c1)) �
ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå, ïîðîæäàþùåå ïó÷îê ωY (4 − c1) âñþäó, çà èñ-

êëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Áîëåå òîãî, ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

c2 = d, c3 = 2pa − 2 + d(4− c1),

ãäå c2, c3 � êëàññû ×åðíà ïó÷êà F , è d, pa � ñòåïåíü è àðèôìåòè÷åñêèé

ðîä êðèâîé Y .

Ñõåìà ìîäóëåéR(0,m, 2n), ïàðàìåòðèçóþùàÿ ñòàáèëüíûå ðåôëåêñèâ-

íûå ïó÷êè ðàíãà 2 íà P3 ñ êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 = m, c3 = 2n, ìîæåò

áûòü ðàññìîòðåíà êàê îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ñõåìû ìîäóëåé Ãèçåêåðà-

Ìàðóÿìû M(0,m, 2n). Â ÷àñòíîñòè, ñõåìà R(0,m, 2n) ÿâëÿåòñÿ êâàçè-

ïðîåêòèâíîé ñõåìîé (ñì. [4]). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ (m,n) = (2, 1), (2, 2),

(3, 4) ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, íåïðèâîäèìîé è ðàöèîíàëüíîé; ïðè

(m,n) = (3, 2) îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé è ïðèâåäåííîé â îáùåé òî÷êå;

ïðè (m,n) = (3, 1), (3, 3) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðèâåäåííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ

íåïðèâîäèìîé (ñì. [3]). Êðîìå òîãî, ñõåìà R(0,m,m2 −m+ 2) ÿâëÿåòñÿ

íåïðèâîäèìîé è ãëàäêîé äëÿ êàæäîãî m ≥ 2 (ñì. [22]).
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Òåîðåìà 5 (ñì. [10, Thm. 8]) Äëÿ êàæäîé òðîéêè (a, b, c) ïîëîæè-

òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî 3a + 2b + c íå ðàâíî íóëþ è ÷åòíî,

ðåôëåêñèâíûå ïó÷êè ðàíãà 2, çàäàííûå òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

0 −→ G(a,b,c)
α−→ (a+ b+ c+ 2) · OP3 −→ F (k) −→ 0,

G(a,b,c) := a · OP3(−3)⊕ b · OP3(−2)⊕ c · OP3(−1),

ñîñòàâëÿþò íåïðèâîäèìóþ, ãëàäêóþ êîìïîíåíòó S(a, b, c) of R(0,m, 2n)

îæèäàåìîé ðàçìåðíîñòè 8m − 3, ãäå m è n âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì

m =
1

4
(3a+ 2b+ c)2 +

3

2
(3a+ 2b+ c)− (b+ c),

2n = 27

(
a+ 2

3

)
+ 8

(
b+ 2

3

)
+

(
c+ 2

3

)
+ 3(3a+ 2b+ 5)ab+

+
3

2
(3a+ c+ 4)ac+ (2b+ 3c+ 3)bc+ 6abc.

Ïóñòü S̃(a, b, c) ⊂ Hom(G(a,b,c), (a+ b+ c+ 2) · OP3) � îòêðûòîå ïîäìíî-

æåòñâî, ñîñòîÿùåå èç ìîíîìîðôèçìîâ ñ 0-ìåðíûìè ëîêóñàìè âûðîæ-

äåíèé; òîãäà èìååò ìåñòî

S(a, b, c) = S̃(a, b, c)/

((
Aut(G(a,b,c))×GL(a+ b+ c+ 2)

)
/C∗

)
.

Òàêæå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñõåìó V(0,m, 2n), ïàðàìåòðèçóþùóþ íåêî-

òîðîå ìíîæåòñâî ðåôëåêñèâíûõ ñîáñòâåííî µ-ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ

ðàíãà 2 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññàìè ×åðíà, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñ-

ñìîòðèì ñõåìó Ãèëüáåðòà Hilbm,g(P3) ãëàäêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðè-

âûõ ñòåïåíè m è ðîäà g; ïóñòü n = g + 2m − 1. Òåïåðü îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Z ↪→ Hilbm,g(P3) × P3 ñîîòâåòñòâóþùóþ óíèâåðñàëüíóþ êðèâóþ, à

÷åðåç pr : Hilbm,g(P3) × P3 −→ Hilbm,g(P3) ïðîåêöèþ íà ïåðâûé ìíî-

æèòåëü. Ìû îïðåäåëèì ñõåìó V(0,m, 2n) êàê îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî

ñõåìû P((pr∗ωZ(4))∨), ñîñòîÿùåå èç òî÷åê (Y, Pξ) ∈ P((pr∗ωZ(4))∨), êî-

òîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: ξ ∈ H0(ωY (4)) ïîðîæäàåò ïó÷îê ωY (4)
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âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè, ìû èìååì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçìåð-

íîñòè ýòîé ñõåìû

dim V(0,m, 2n) = dim Hilbm,g(P3) + dim P(H0(ωY (4))) = (1)

= h0(NY/P3) + h0(ωY (4))− 1,

ãäå Y � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ èç Hilbm,g(P3). Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî â ñèëó

èçîìîðôèçìà H0(ωY (4)) ' Ext1(IY ,OP3), ëþáàÿ òî÷êà (Y,Pξ) ∈ V(0,m, 2n)

îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïó÷îê F , óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþ-

ùåé òî÷íîé òðîéêå

0 −→ OP3 −→ F −→ IY −→ 0. (2)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F � ðåôëåêñèâíûé ñîáñòâåííî µ-ïîëóñòàáèëüíûé

ïó÷îê ðàíãà 2 ñ êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 = m, c3 = 2n. Òàêèì îáðà-

çîì, ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ñõå-

ìû V(0,m, 2n) è íåêîòîðûì ñåìåéñòâîì ñîáñòâåííî µ-ïîëóñòàáèëüíûõ

ðåôëåêñèâíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 ñ êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 = m, c3 = 2n

(ïîäðîáíîñòè ñì. [4, Thm. 4.1, Prop. 4.2]).

Åñëè êðèâûå Y èç îïèñàííîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè,

òîãäà ìû èìååì n = 2m−1. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñõåìó ìîäóëåé

V(0,m, 4m− 2) ÷åðåç Vm.

4 Ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû

ñõåìûM(k)

Íå ñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñõåìàM(1) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé. Êëþ÷åâîå

ìåñòî äîêàçàòåëüñòâà � ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé ïîëóñòàáèëüíûé ïó÷îê E

ðàíãà 2 íà P3 ñ êëàññàìè ×åðíà c1(E) = 0, c2(E) = 1 è c3(E) = 0 ÿâëÿåòñÿ

íóëüêîððåëÿöèîííûì ïó÷êîì â ñìûñëå [1], òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò òî÷íîé

11



òðîéêå ñëåäóþùåãî âèäà

0 −→ OP3(−1) −→ Ω1
P3(1) −→ E −→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïó÷îê E îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñå÷åíèåì

σ ∈ H0(Ω1
P3(2)) ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, ïîýòîìó M(1) '

PH0(Ω1
P3(2)) ' P5.

Ïðè k ≥ 2 ñõåìà ìîäóëåéM(k) ñòàíîâèòñÿ óæå ïðèâîäèìîé. Îäíàêî,

áûëè ïîñòðîåíû íåêîòîðûå áåñêîíå÷íûå ñåðèè íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò

ñõåìM(k). Ìû îïèøåì ýòè ñåðèè â äàííîì ðàçäåëå.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáîãî k ≥ 1 ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé èí-

ñòàíòîííûõ ðàññëîåíèé I(k), êîòîðîå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåííî êàê ïîä-

ñõåìà ñõåìû ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé B(k) ⊂ M(k). Èíñòàíòîí-

íûì ðàññëîåíèåì çàðÿäà k íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèå E ðàíãà 2, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì

c1(E) = 0, c2(E) = k, h0(E(−1)) = h1(E(−2)) = 0.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé I(k) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì (ñì.

[19, 20]), ãëàäêèì (ñì. [21]) è àôôèííûì (ñì. [18]). Çàìûêàíèå I(k) â

M(k) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòîé ñõåìû M(k) ðàçìåðíîñòè

8k − 3. Â ÷àñòíîñòè, M(1) ' I(1), M(1) \ I(1) ' Gr(2, 4) ⊂ P3, è I(1)

ïàðàìåòðèçóåò íóëüêîððåëÿöèîííûå ðàññëîåíèÿ.

Ïðè k = 1, 2 ìû èìååì B(k) = I(k). Îäíàêî, ïðè k ≥ 3 ýòî óæå íå

òàê, ñõåìà B(k) òàêæå ñòàíîâèòñÿ ïðèâîäèìîé. Äàëåå ìû îïèøåì ñåðèþ

êîìïîíåíò ñõåì B(k), êîòîðûå íå ñîâïàäàþò ñ I(k). À èìåííî, äëÿ ëþáûõ

òðåõ öåëûõ ÷èñåë c > b ≥ a ≥ 0 ðàññìîòðèì ìîíàäó

0 −→ OP3(−c) α−→ OP3(−b)⊕OP3(−a)⊕OP3(a)⊕OP3(b)
β−→ OP3(c) −→ 0,

(3)
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ñ ìîðôèçìàìè ñëåäóþùåãî âèäà

α =


σ4

σ3

−σ2
−σ1


è β = (σ1, σ2, σ3, σ4), ãäå

σ1 ∈ H0(OP3(c+ b)), σ2 ∈ H0(OP3(c+ a)),

σ3 ∈ H0(OP3(c− a)), σ4 ∈ H0(OP3(c− b))

íå çàíóëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî.

Òåîðåìà 6 (ñì. [2, Prop. 1.2(a)]) Ïðè c > a+b ñóùåñòâóåò íåïðèâî-

äèìàÿ êîìïîíåíòà N (a, b, c) ñõåìû ìîäóëåé B(c2−b2−a2), òî÷êè êîòî-
ðîé ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíî ñâîáîäíûì ïó÷êàì, ÿâëÿþùèìñÿ êîãîìî-

ëîãèÿìè ìîíàä âèäà (3). Çàìûêàíèå N (a, b, c) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé

êîìïîíåíòîé ñõåìû ìîäóëåéM(c2− b2−a2). Ýòè êîìïîíåíòû íàçûâà-

þòñÿ êîìïîíåíòàìè Ýéíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñåðèþ êîìïîíåíò ñõåì M(k), îáùèå

ïó÷êè êîòîðûõ èìåþò 0-ìåðíûå îñîáåííîñòè. Ýòè êîìïîíåíòû ñòðîÿòñÿ

ïðè ïîìîùè êîìïîíåíò ñõåì ìîäóëåé, ïàðàìåòðèçóþùèõ ñòàáèëüíûå ðå-

ôëåêñèâíûå ïó÷êè. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñåðèþ S(a, b, c)

èç òåîðåìû 5.

Òåîðåìà 7 (ñì. [10, Thm. 7]) Äëÿ êàæäîé ãëàäêîé íåïðèâîäèìîé êîì-

ïîíåíòû F ñõåìû ìîäóëåé R(0, k, 2s) îæèäàåìîé ðàçìåðíîñòè 8k − 3,

ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà T (k, s) ðàçìåðíîñòè 8k− 3 + 4s

ñõåìûM(k), îáùàÿ òî÷êà êîòîðîé [E] óäîâëåòâîðÿåò òî÷íîé òðîéêå

0 −→ E −→ F −→ Q −→ 0,
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ãäå [F ] ∈ F , è Q � íóëü-ìåðíûé ïó÷îê äëèíû s.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðåäñòàâëåíà ñåðèÿ êîìïîíåíò ñõåìM(k), ïà-

ðàìåòðèçóþùèõ ñòàáèëüíûå ïó÷êè ñ îäíîìåðíûìè îñîáåííîñòÿìè.

Òåîðåìà 8 (ñì. [10, Thm. 17]) Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷è-

ñåë 0 < d1 ≤ d2 è íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà c ≥ 0 ñóùåñòâóåò

íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà C(d1, d2, c) ñõåìû ìîäóëåé M(d1d2 + c), îá-

ùàÿ òî÷êà [E] êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé òî÷íîé òðîéêå

0 −→ E −→ F −→ L(2) −→ 0,

ãäå [F ] ∈ I(c), è L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà êðèâîé C, ÿâëÿþùåéñÿ ãëàä-

êèì ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì áèñòåïåíè (d1, d2) è ðîäà g = 1 + 1
2
d1d2(d1 +

d2 − 4), òàêîå, ÷òî

deg L = g − 1, h0(L) = h1(L) = 0, L⊗2 6' ωC .

Äàëåå, ìû íàïîìíèì îïèñàíèå ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäìûå êîìïîíåí-

òû ñõåìûM(2), äàííîå â ðàáîòàõ [5, 6]. Âî-ïåðâûõ, ñõåìà ìîäóëåéM(2)

èìååò èíñòàíòîííóþ êîìïîíåòó I(2). Áîëåå òîãî, âñå ëîêàëüíî ñâîáîäíûå

ïó÷êè èç M(2) ÿâëÿþòñÿ èíñòàíòîííûìè ðàññëîåíèÿìè. Äàëåå, ñîãëàñ-

íî [6, Thm. 7.12],M(2) ñîäåðæèò åù¼ äâå äîïîëíèòåëüíûå êîìïîíåíòû,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèÿìè âM(2) ñëåäóþùèõ ïîäñõåì

P(2)s = {[E] ∈M(2) | dim Ext2(E,OP3) = s}, s = 1, 2.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî dim P(2)s = 13+4s. Ýòè êîìïîíåíòû íàçûâàþòñÿ

êîìïîíåíòàìè Òðàóòìàíà.

Íà ñàìîì äåëå, êîìïîíåíòû P(2)s ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè T (2, s),

îïèñàííûìè âûøå. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî åñëè [E] ∈ T (2, s), òî

dim Ext2(E,OP3) = h0(Ext2(E,OP3)) = h0(Ext3(QE,OP3)) = h0(QE).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëèíà ïó÷êà QE ðàâíà ïîëîâèíå c3(E
∨∨), èç ÷åãî ñëå-

äóåò [E] ∈ P(2)s, à çíà÷èò T (2, s) ⊂ P(2)s.

Èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìû çíàåì, ÷òî ñõåìà R(0, 2, 2s) ÿâëÿåòñÿ

íåïðèâîäèìîé, ãëàäêîé ñõåìîé ðàçìåðíîñòè 13 äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ

s = 1, 2. Èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò, ÷òî, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíè s = 1, 2, ñõå-

ìà T (2, s) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäìîé êîìïîíåíòîé ñõåìûM(2) ðàçìåðíîñòè

13 + 4s; òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî T (2, s) = P(2)s.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàò [6, Thm. 7.12] ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðî-

âàí ñëåäóþùèì îáðàçîì

M(2) = I(2) ∪ T (2, 1) ∪ T (2, 2).

Â ðàáîòå [13] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî B(3) èìååò ðîâíî äâå êîìïîíåíòû.

Ýòè êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè è ðàöèîíàëüíûìè, à òàêæå èìåþò

îæèäàåìóþ ðàçìåðíîñòü 21. Îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

� èíñòàíòîííàÿ êîìïîíåíòà I(3), ÷üè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè

ìîíàä âèäà

0 −→ 3OP3(−1) −→ 8OP3 −→ 3OP3 −→ 0;

� êîìïîíåíòà ÝéíàN (0, 1, 2), òî÷êè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè

ìîíàä âèäà

0 −→ OP3(−2) −→ OP3(−1)⊕ 2OP3 ⊕OP3(1) −→ OP3(2) −→ 0.

Êàê ýòî áûëî çàìå÷åíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñõåìà R(0, 3, 2s) ÿâëÿ-

åòñÿ, äëÿ âñåõ s = 1, ..., 4, íåïðèâîäèìîé è èìååò îæèäàåìóþ ðàçìåðíîñòü

21. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 7, ÷òîáû ïîêàçàòü,

÷òî ñóùåñòâóþò ÷åòûðå íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíòû T (3, s) ðàçìåðíîñòè

21 + 4s, s = 1, ..., 4, âM(3).
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Áîëåå òîãî, òåîðåìà 8 äà¼ò åù¼ îäíó íåïðèâîäèìóþ êîìïîíåíòó C(1, 3, 0),

îáùàÿ òî÷êà êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïó÷êó ñ 1-ìåðíûìè îñîáåííîñòÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà ìîäóëåé M(3) èìååò íå ìåíåå ñåìè íåïðèâî-

äèìûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè òèïà ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

1. I(3) è N (0, 1, 2), îáå ðàçìåðíîñòè 21, îáùèå ïó÷êè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëü-

íî ñâîáîäíûìè;

2. C(1, 3, 0), ðàçìåðíîñòè 21; îáùèé ïó÷îê èìååò îñîáåííîñòè âäîëü

ãëàäêîé ïëîñêîé êóáèêè;

3. T (3, s) äëÿ s = 1, 2, 3, 4, ðàçìåðíîñòè 21 + 4s; îáùèé ïó÷îê èìååò

îñîáåííñîòè âäîëü 3s ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

5 Íîâûå êîìïîíåíòû ñõåìM(k), k ≥ 3

Â ñåðèè ðàáîò [15, 16, 17] áûëè îïèñàíû íîâûå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåí-

òû ñõåì ìîäóëåéM(k), k ≥ 3, íà÷èíàÿ ñ êîíñòðóêöèè îäíîé êîìïîíåí-

òû ñõåìûM(3), è çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî îáîáùàÿ ýòó êîíñòðóêöèþ äî

ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñåðèè êîìïîíåíò. Íîâûì ñâîéñòâîì ýòèõ êîì-

ïîíåíò ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ îáùèå ïó÷êè èìåþò îñîáåííîñòè ñìåøàííîé

ðàçìåðíîñòè, à èìåííî, âäîëü îáúåäèíåíèÿ êðèâîé è íàáîðà òî÷åê â P3.

Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ýòîé ñåðèè áûëà îïèñàíà â ðàáîòå [15]. Îáùèé

ïó÷îê ýòîé êîìïîíåíòû èìååò îñîáåííîñòè âäîëü äèçúþíêòíîãî îáúåäè-

íåíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è äâóõ òî÷åê. Àíàëîãè÷íî êîíñòðóêöèè êîì-

ïîíåíò T (k, l) è C(d1, d2, c) èç òåîðåì 7 è 8, êîíñòðóêöèÿ ýòîé êîìïîíåí-

òû îñíîâàíà íà òåõíèêå òàê íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Áîëåå ïîäðîáíî, ìû ðàññìàòðèâàåì âñå ïó÷êè E, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-

äóþùåé òî÷íîé òðîéêå

0 −→ E −→ F −→ Ol(2) −→ 0, (4)
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ãäå F � ðåôëåêñèâíûé ïó÷îê èç R(0, 2, 2), è l � ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ,

òàêàÿ, ÷òî l ∩ Sing(F ) = ∅. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïó÷îê E ÿâëÿåòñÿ ñòà-

áèëüíûì ñ êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 = 3, c3 = 0. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòü êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T[E]M(3) ñõåìû ìîäóëåé

M(3) â òî÷êå [E] ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ñåìåéñòâà ïó÷êîâ, ïîëó÷åí-

íûõ ïðè ïîìîùè òî÷íîé òðîéêè (4). Ìû îáîçíà÷èì ýòî ñåìåéñòâî ÷åðåç

X (1, 0). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 9 (ñì. [15, Thm.]) Çàìûêàíèå ñåìåéñòâà X (1, 0) âM(3) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòîé ñõåìûM(3) ðàçìåðíîñòè 22.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùèé ïó÷îê ýòîé êîìïîíåíòû èìååò îñîáåííî-

ñòè âäîëü ltSing(F ). Ôàêòè÷åñêè, ýòà êîìïîíåíòà ÿâëÿëàñü ïåðâûì ïðè-

ìåðîì êîìïîíåíòû ñõåìM(k), îáùèé ïó÷îê êîòîðîé èìååò îñîáåííîñòè

ñìåøàííîé ðàçìåðíîñòè.

Äàëåå, ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí â [16]. Áûëè ïîñòðîåíû åù¼ äâå

êîìïîíåíòû ñõåìû ìîäóëåéM(3). Îáùèå ïó÷êè E ýòèõ êîìïîíåíò âêëþ-

÷àþòñÿ â òî÷íóþ òðîéêó ñëåäóþùåãî âèäà

0 −→ E −→ F −→ Ol(r)⊕OW −→ 0, (5)

ãäå [F ] ∈ R(0, 2, 2n), n = 1, 2, l � ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, èW = {q1, ..., qs} ∈
Syms(P3)∗ � ïîäìíîæåñòâî òî÷åê â P3, òàêîå, ÷òî l ∩W = ∅, (l tW ) ∩
Sing(F ) = ∅. Óñëîâèå c1(E) = 0 íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå r = n + 1− s,
ïîýòîìó ìû èìååì 7 ñåìåéñòâ ïó÷êîâ X (n, s), ãäå

(n, s) = (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3).

Èç ýòèõ ñåìè ñåìåéñòâ ÷åòûðå ëåæàò â èçâåñòíûõ êîìïîíåíòàõ T (3, s).

Òåîðåìà 10 (ñì. [16, Thm. 4]) Ìû èìååì ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ:

X (1, 1) ( T (3, 1), X (2, 2) ( T (3, 2),

X (1, 2) ( T (3, 2), X (2, 3) ( T (3, 3).
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Ïîýòîìó çàìûêàíèÿõ ýòèõ ÷åòûðåõ ñåìåéñòâ íå äà¼ò íàì íîâûõ êîìïî-

íåíò. Ñåìåñòâî X (1, 0) áûëî óæå ðàññìîòðåííî ðàíåå. Îäíàêî, ðàçìåð-

íîñòè ñåìåéñòâ X (2, 0) è X (2, 1) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçìåð-

íîñòÿìè êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñõåìûM(3), ïîýòîìó èõ çàìûêàíèÿ,

X (2, 0) è X (2, 1), ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè ñõåìûM(3).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâà îñîáåííîñòåé îáùèõ ïó÷êîâ ýòèõ äâóõ êîì-

ïîíåíò, à èìåííî, l t Sing(F ) t W, where |Sing(F )| = 4, |W | = 0, 1, íå

ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâàìè îñîáåííîñòåé îáùèõ ïó÷êîâ äðóãèõ êîìïîíåíò

ñõåìûM(3), êîìïîíåíòû X (2, 0) è X (2, 1) ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåìà 11 (ñì. [16, Òåîðåìà 3]) Çàìûêàíèÿ ñåìåéñòâ X (2, 0) è X (2, 1)

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè íåïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè ñõåìûM(3) ðàçìåð-

íîñòè 24 è 26, ñîîòâåòñòâåííî.

Êîíñòðóêöèÿ èç ðàáîò [15, 16] áûëà îáîáùåíà â ñòàòüå [11]. À èìåííî,

â ýòîé ñòàòüå áûëè ïîñòðîåíû íîâûå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ñõåì

ìîäóëåéM(e, n,m), e = −1, 0, îáùèå ïó÷êè êîòîðûõ èìåþò îñîáåííîñòè

âäîëü äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è íàáîðà òî÷åê â

P3.

Äàëåå, ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû â ðàáîòå [17], â êîòîðîé áûëà

ïîñòðîåíà íîâàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ êîìïîíåíò ñõåì ìîäóëåéM(k), k ≥ 3,

îáùèå òî÷êè êîòîðûõ èìåþò îñîáåííîñòè ñìåøàííîé ðàçìåðíîñòè. Êîí-

ñòðóêöèÿ îáîáùàåò âû÷èñëåíèÿ èç [10, 15, 16, 11]. Ðàññìîòðèì äâå ñåðèè

ñõåì Ãèëüáåðòà Hilbd, d ≥ 1, è Hilb(d1,d2), 1 ≤ d1 ≤ d2, ãäå Hilbd ïàðàìåò-

ðèçóåò ãëàäêèå ðàöèîíàëüíûå êðèâûå ñòåïåíè d, à Hilb(d1,d2) ïàðàìåòðè-

çóåò êðèâûå, ÿâëÿþùèåñÿ ãëàäêèìè ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè áèñòåïåíè

(d1, d2) â P3. Äëÿ ñõåì Ãèëüáåðòà Hilb(d1,d2) ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

1 ≤ d1 ≤ d2 è (d1, d2) 6= (1, 1), (1, 2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç H êàêóþ-íèáóäü

êîìïîíåíòó èç íàáîðà êîìïîíåíò {Hilbd | d ≥ 1}t{Hilb(d1,d2) | 1 ≤ d1 ≤ d2,

(d1, d2) 6= (1, 1), (1, 2)}. Ïóñòü C � êðèâàÿ èç H ñòåïåíè d è ðîäà g. Äàëåå,

ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî W ⊂ P3, ñîñòîÿùåå èç s äèçúþíêòíûõ òî÷åê

â P3, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ C ∩W = ∅.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñåðèþ êîìïîíåíò S(a, b, c) ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé
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ñòàáèëüíûõ ðåôëåêñèâíûõ ïó÷êîâ èç òåîðåìû 5, à òàêæå ðàññìîòðèì

ñåðèþ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé Vm, ïàðàìåòðèçóþùèõ ðåôëåêñèâíûå ñîá-

ñòâåííî µ-ïîëóñòàáèëüíûå ïó÷êè, èç ðàçäåëà 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ïðî-

èçâîëüíóþ êîìïîíåíòó èç íàáîðà {S(a, b, c)} t {Vm}, òàêóþ, ÷òî âûïîë-
íåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå

s < n, åñëè H = Hilbd äëÿ íåêîòîðîãî d,

s ≤ n, åñëè H = Hilb(d1,d2) äëÿ íåêîòîðîé ïàðû (d1, d2),

m ≤ d, åñëè R = Vm äëÿ íåêîòîðîãî m,

(6)

ãäå m ðàâíî c2 è n ðàâíî 1
2
c3 ïó÷êîâ èç R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ∈ R è

ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L ñòåïåíè g − 1 + 2d+ n− s íà êðèâîé
C, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâó

Home(F,L⊕OW ) 6= 0, h1(Hom(F,L)) = 0, h0(ωC(4)⊗ L−2) = 0. (7)

Äàëåå, àíàëîãè÷íî òî÷íîé òðîéêå (5), ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïó÷îê E

ñëåäóþùèì îáðàçîì

0 −→ E −→ F −→ L⊕OW −→ 0. (8)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïó÷îêE ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì è îí ëåæèò âM(m+ d).

Áîëåå òîãî, ìû èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 12 (ñì. [17, Thm]) Çàìûêàíèå ñåìåéñòâà C(R,H, s), ñîñòî-
ÿùåãî èç ïó÷êîâ E, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè òî÷íîé òðîéêè (8), ÿâëÿ-

åòñÿ íåïðèâîäìîé êîìïîíåíòîé ñõåìû ìîäóëåéM(m+ d).

Òàêèì îáðàçîì, âàðüèðóÿ ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé R ∈ {S(a, b, c)} t {Vm},
ñõåìó Ãèëüáåðòà H ∈ {Hilbd | d ≥ 1} t {Hilb(d1,d2) | 1 ≤ d1 ≤ d2, (d1, d2) 6=
(1, 1), (1, 2)} è ÷èñëî òî÷åê s, óäîâëÿòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (6), ìû ïî-

ëó÷èì íîâóþ áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò {C(R,H, s)}
ñõåì ìîäóëåé M(k), k ≥ 3. Îáùèå ïó÷êè ýòèõ êîìïîíåíò èìåþò îñî-

áåííîñòè ñìåøàííîé ðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè íå
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ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè êîìïîíåíòàìè.

Íàèìåíüøåå k, äëÿ êîòîðûõM(k) ñîäåðæèò êîìïîíåíòó ýòîé ñåðèè,

ðàâíî 3. Ìû èìååì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1 Çàìûêàíèå ñåìåéñòâà C(V1,Hilb2, 0) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäè-

ìîé êîìïîíåíòîé ñõåìû ìîäóëåéM(3) ðàçìåðíîñòè 21. Òàêèì îáðàçîì,

ñõåìà ìîäóëåéM(3) ñîäåðæèò íå ìåíåå 11 íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò.

Îáùèé ïó÷îê E ýòîé êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé òî÷íîé òðîé-

êå

0 −→ E −→ F −→ OC(2) −→ 0,

ãäå [F ] ∈ V1 è C � ãëàäêàÿ êîíèêà. Ñîáñòâåííî µ-ïîëóñòàáèëüíûé ðå-

ôëåêñèâíûé ïó÷îê F âêëþ÷àåòñÿ â òî÷íóþ òðîéêó âèäà

0 −→ OP3 −→ F −→ Il −→ 0, l ∈ Gr(2, 4).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â òð¼õ ñòàòüÿõ:
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(Êîìïîíåíòà ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2

íà P3 ñ îñîáåííîñòÿìè ñìåøàííîé ðàçìåðíîñòè), Doklady Mathematics,

2017, Vol. 96, No. 2, pp. 506�509.

2. A. N. Ivanov, A. S. Tikhomirov, Semistable rank 2 sheaves with singularities

of mixed dimension on P3 (Ïîëóñòàáèëüíûå ïó÷êè ðàíãà 2 ñ îñîáåí-

íîñòÿìè ñìåøàííîé ðàçìåðíîñòè íà P3), Journal of Geometry and

Physics, Vol. 129, 2018, pp. 90-98.

3. A. N. Ivanov, A new series of moduli components of rank-2 semistable

sheaves on P3 with singularities of mixed dimension (Íîâàÿ áåñêîíå÷-

íàÿ ñåðèÿ êîìïîíåíò ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà

P3 ñ îñîáåííîñòÿìè ñìåøàííîé ðàçìåðíîñòè), Sbornik: Mathematics,

211:7 (2020), pp. 967-986.
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