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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðÿäà òðóäíûõ âîïðîñîâ òåîðèè Ãà-
ëóà (êàê êëàññè÷åñêîé, òàê è îáðàòíîé çàäà÷å), òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷-
íûõ ãðóïï (èíäåêñ Øóðà), ïîñòðîåíèþ ÿâíûõ âëîæåíèé êîíå÷íûõ àáåëåâûõ
p-ãðóïï â ãðóïïó Äæåííèíãñà J (Fp).

Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè Ãàëóà �
ïîñòðîåíèå ðàñøèðåíèé Ãàëóà ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ íàïåðåä çàäàííîé
ãðóïïîé Ãàëóà � áûëà è îñòàåòñÿ çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ. Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ,
àññîöèèðîâàííàÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíå÷íûõ ãðóïï,

1 −−→ A −−→ G
ϕ−−→ F = Gal(K/k) −−→ 1,

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü k-àëãåáðó Ãàëóà L ñ ãðóïïîé G, ñîäåðæàùóþ
ïîëå K, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýïèìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ àâòîìîðôèçìîâ L íà
K ñîâïàäàë áû ñ ϕ. Ó èñòîêîâ çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ ñòîÿëè À. Øîëüö, Õ. Ðàé-
õàðä è Ä.Ê. Ôàääååâ. À. Øîëüö1 ðåøèë çàäà÷ó ïîãðóæåíèÿ (â ñìûñëå ïîëåé)
äëÿ ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà G åñòü ïîëóïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå FiA ñ àáåëåâûì ÿäðîì A, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîçâîëèëî åìó2

ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó òåîðèè Ãàëóà äëÿ p-ãðóïï íå÷åòíîãî ïîðÿäêà íàä ïî-
ëåìQ. Áîëåå ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè ýòîò ðåçóëüòàò áûë íåçàâèñèìî óñòàíîâëåí
Õ. Ðàéõàðäîì3. Ä.Ê. Ôàääååâ â ñâîåé ñîâìåñòíîé ñ Á.Í. Äåëîíå ôóíäàìåí-
òàëüíîé ðàáîòå4 ââåëè ïîíÿòèå àëãåáðû Ãàëóà íà îñíîâå ýëåãàíòíîãî ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ïîäõîäà, ÷òî ïîçâîëèëî â äàëüíåéøåì ðåøàòü çàäà÷ó ïîãðóæåíèÿ ñ
àáåëåâûì ÿäðîì ñ ïðèâëå÷åíèåì ãîìîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Áûëî óñòàíîâëåíî
âàæíåéøåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ � óñëî-
âèå ñîãëàñíîñòè, êîòîðîå ñîñòîÿëî â �àääèòèâíîé� ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, ò.å. â
êà÷åñòâå �ðåøåíèÿ� äîïóñêàëèñü íå òîëüêî àëãåáðû Ãàëóà, íî è òàê íàçûâàå-
ìûå ìîäóëè ñîãëàñíîñòè: G-ìîäóëè ñî ñòðóêòóðîé êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä K, îáëàäàþùèå A-íîðìàëüíûì áàçèñîì íàä K. Ïðè ýòîì A
íå îáÿçàòåëüíî àáåëåâà ãðóïïà. Ä.Ê. Ôàääååâ5 äàåò êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ
òàêèõ ìîäóëåé ñîãëàñíîñòè. Îäèí èç íèõ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì
ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå G × K, ò.å. k-àëãåáðó, ñîñòàâëåííóþ èç ñóìì âèäà

1A. Scholtz, � �Uber die Bildung algebraischer Zahlk�orper mit au��osbarer Galoischer Gruppe�, Math. Z., 30,
(1929), 332�356.

2A. Scholtz, �Konstruktion algebraischer Zahlk�orper mit beliebiger Gruppe von Primzahlpotenzordnung�,
Math. Z., 42, (1936), 161�188.

3H. Reichardt, �Konstruktion von Zahlk�orpern mit gegebener Galoisgruppe von Primzahlpotenzordnung�, J.
reine angew. Math., 177, (1937), 1�5.

4Á.Í. Äåëîíå, Ä.Ê. Ôàääååâ, �Èññëåäîâàíèÿ ïî ãåîìåòðèè òåîðèè Ãàëóà�, Ìàòåì. ñá., 15:2, (1944),
243�284.

5Òàì æå.
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∑
g∈G

ugxg, ãäå xg ∈ K, ñ ïðàâèëàìè óìíîæåíèÿ ug1ug2 = ug1g2 è xug = ugx
ϕ(g)

ïðè x ∈ K, à g ∈ G. Ñóùåñòâîâàíèå ìîäóëÿ ñîãëàñíîñòè îêàçàëîñü ðàâíîñèëü-
íî èçîìîðôèçìó ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ G × K àëãåáðå ìàòðèö ïîðÿäêà
|F | íàä íåêîòîðîé ïîäàëãåáðîé. Â òîé æå ðàáîòå6 ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå ñî-
ãëàñíîñòè äîñòàòî÷íî äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ â ñìûñëå àëãåáð
Ãàëóà â ñëó÷àå, åñëè ÿäðî ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, ïîðÿäîê êîòîðîé
íå äåëèòñÿ íà 8; ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëîñü óòâåðæäåíèå, ñâîäÿùåå
ðåøåíèå çàäà÷ ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì ê ñëó÷àþ, êîãäà ÿäðî ÿâëÿåò-
ñÿ p-ãðóïïîé. Íåçàâèñèìî ýòî ïîçäíåå áûëî óñòàíîâëåíî Ð. Êîõåðäîðôåðîì7.
Êðîìå òîãî, áåç âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé (â îòëè÷èå îò ðàáîòû À. Øîëüöà8) áû-
ëà ïîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì
íàä ïîëÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë â ñìûñëå ïîëåé è â ñìûñëå àëãåáð Ãàëóà,
äåëàþùàÿ òàêèì îáðàçîì óñëîâèå ñîãëàñíîñòè ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì èíñòðó-
ìåíòîì â èññëåäîâàíèè îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè Ãàëóà. Äàëüíåéøèå èññëåäî-
âàíèÿ â îáëàñòè îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè Ãàëóà áûëè ïðîâåäåíû â öèêëå ðà-
áîò È.Ð. Øàôàðåâè÷à9101112, ãäå áûëà ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè Ãàëóà
äëÿ ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è ðàçðåøèìûõ ãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî ïîëóïðÿ-
ìàÿ çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé ñ íèëüïîòåíòíûì ÿäðîì áûëà ðåøåíà
Â.Â. Èøõàíîâûì13.

Â14 çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì áûëà ðåøåíà À.Â. ßêîâëåâûì â
ãîìîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Âûÿñíèëîñü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè ôàêòîðãðóïïà
äåéñòâóåò íà ÿäðå êàê öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ, à ïðèìèòèâíûé
êîðåíü ñòåïåíè ïåðèîäà ÿäðà ëåæèò â K, òî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñîãëàñíîñòè
Ôàääååâà-Õàññå äîñòàòî÷íî äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ. Â ðàáî-
òå15 çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì ðåøàåòñÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé è
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â øèðîêîì êëàññå ñëó÷àåâ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ïîãðó-
æàåìîñòè íåñóùåñòâåííî: åñëè, íàïðèìåð, òðèâèàëüíî ïåðåñå÷åíèå ÿäåð ãî-

6Òàì æå.
7R. Kochend�or�er, �Zwei Reduktionss�atze zum Einbettungsproblem f�ur Abelsche Algebren�, Math. Nachr.,

10:1-2, (1953), 75�84.
8A. Scholtz, � �Uber die Bildung algebraischer Zahlk�orper mit au��osbarer Galoischer Gruppe�, Math. Z., 30,

(1929), 332�356.
9È.Ð. Øàôàðåâè÷, �Î ïîñòðîåíèè ïîëåé ñ çàäàííîé ãðóïïîé Ãàëóà ïîðÿäêà lα�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ,

ñåð.ìàòåì., 18:3, (1954), 261�296.
10È.Ð. Øàôàðåâè÷, �Îá îäíîé òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ,

ñåð.ìàòåì., 18:4, (1954), 327�334.
11È.Ð. Øàôàðåâè÷, �Î çàäà÷å ïîãðóæåíèÿ ïîëåé�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàòåì., 18:5, (1954), 389�418.
12È.Ð. Øàôàðåâè÷, �Ïîñòðîåíèå ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñ çàäàííîé ðàçðåøèìîé ãðóïïîé Ãàëóà�,

Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàòåì., 18:6, (1954), 525�578.
13Â.Â. Èøõàíîâ, �Î ïîëóïðÿìîé çàäà÷å ïîãðóæåíèÿ ñ íèëüïîòåíòíûì ÿäðîì�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ,

ñåð.ìàòåì., 40:1, (1976), 3�25.
14À.Â. ßêîâëåâ, �Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ ïîëåé�, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 150:5, (1964), 1009�1011.
15À.Â. ßêîâëåâ, �Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 31:2, (1967),

211�224.
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ìîìîðôèçìîâ îãðàíè÷åíèÿ âèäà rp : H2(F, Â) → H2(Fp, Â), ãäå F � ãðóïïà
Ãàëóà ðàñøèðåíèÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé K/k ñ óñëîâèåì εn ∈ K (n � ïåðèîä àáåëå-
âà ÿäðà A), Â = Hom(A, K∗), à Fp � ãðóïïà ðàçëîæåíèÿ òî÷êè p ïîëÿ k â K,
òî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ïîãðóæàåìîñòè íåñóùåñòâåííî. Ýòî ïîçâîëèëî â16

ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó òåîðèè Ãàëóà äëÿ ðàçðåøèìûõ ãðóïï íàä ÷èñëîâû-
ìè ïîëÿìè ïðàêòè÷åñêè áåç èñïîëüçîâàíèÿ àðèôìåòèêè ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë (â îòëè÷èå îò ðàáîòû17 è18), à òîëüêî èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ä.Ê. Ôàääååâà-
À. Øîëüöà î ðàçðåøèìîñòè â ñìûñëå ïîëåé ïîëóïðÿìîé çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ
÷èñëîâûõ ïîëåé ñ àáåëåâûì ÿäðîì (ñì.19).

Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ â ñìûñëå
ïîëåé íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ðåøèòü òàêóþ æå çàäà÷ó â ñìûñëå àëãåáð Ãàëóà, à
ïîòîì ïðåîäîëåòü ðÿä òåõíè÷åñêèõ óñëîâèé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè
òàêîé çàäà÷è â ñìûñëå ïîëåé (÷òî îñîáåííî âàæíî äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è òåî-
ðèè Ãàëóà). Îòìåòèì, ÷òî ýòè òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ îñîáåííî ñóùåñòâåííû â
ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ ñòàâèòñÿ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè20: åñëè çà-
äà÷à ïîãðóæåíèÿ p-ðàñøèðåíèÿ K/k p-ëîêàëüíûõ ïîëåé ðàçðåøèìà â ñìûñëå
àëãåáð Ãàëóà, òî èç-çà êîíå÷íîñòè ôàêòîðãðóïïû k∗/k∗p âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî
íå óäàñòñÿ íàéòè ðåøåíèå ýòîé æå çàäà÷è â ñìûñëå ïîëåé. Ñèñòåìàòè÷åñêèå
èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè â
ñîáñòâåííîì ñìûñëå21 áûëè ïðîäåëàíû Á.Á. Ëóðüå (ñì.22). Ïîýòîìó îñîáåííî
èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà àïðèîðè ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ïîãðóæåíèÿ îêàæóòñÿ ïîëÿìè (òàêèå çàäà÷è ìû â äàëüíåéøåì íàçûâàåì
óëüòðàðàçðåøèìûìè). Ïðîñòåéøåå óñëîâèå òàêîâî: ÿäðî çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ
ëåæèò â ãðóïïå Ôðàòòèíè íàêðûâàþùåé ãðóïïû (ñì.23). Ïåðâûå íåòðèâèàëü-
íûå ïðèìåðû (êîãäà óêàçàííîå óñëîâèå íà ãðóïïó Ôðàòòèíè íå âûïîëíÿåòñÿ)
áûëè ïîñòðîåíû â2425. Â ñâÿçè ñ ðàáîòîé26 À.Â. ßêîâëåâ ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ
ïðîáëåìó.

16À.Â. ßêîâëåâ, �Ðàñøèðåíèÿ Ãàëóà ñ ðàçðåøèìîé ãðóïïîé�, Òð. ÌÈÀÍ, 183, (1990), 204�215.
17È.Ð. Øàôàðåâè÷, �Ïîñòðîåíèå ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñ çàäàííîé ðàçðåøèìîé ãðóïïîé Ãàëóà�,

Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàòåì., 18:6, (1954), 525�578.
18Â.Â. Èøõàíîâ, �Î ïîëóïðÿìîé çàäà÷å ïîãðóæåíèÿ ñ íèëüïîòåíòíûì ÿäðîì�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ,

ñåð.ìàòåì., 40:1, (1976), 3�25.
19A. Scholtz, � �Uber die Bildung algebraischer Zahlk�orper mit au��osbarer Galoischer Gruppe�, Math. Z., 30,

(1929), 332�356.
20Â äàííîì ñëó÷àå êîíå÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëÿ Qp.
21Ò.å. êîãäà ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå ïîëåé.
22Â.Â. Èøõàíîâ, Á.Á. Ëóðüå, Ä.Ê. Ôàääååâ, �Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ â òåîðèè Ãàëóà, Ì. Íàóêà, 1990, Ãë. 4.
23Òàì æå, Ãë. 1, �6, Ñëåäñòâèå 5.
24Ä.Ä. Êèñåëåâ, �Ïðèìåðû çàäà÷ ïîãðóæåíèÿ, ó êîòîðûõ ðåøåíèÿ òîëüêî ïîëÿ�, ÓÌÍ, 68:4, (2013),

181�182.
25Ä. Ä. Êèñåëåâ, Á. Á. Ëóðüå, �Óëüòðàðàçðåøèìîñòü è ñèíãóëÿðíîñòü â ïðîáëåìå ïîãðóæåíèÿ�, Çàï.

íàó÷í. ñåì. ÏÎÌÈ, 414, (2013), 113�126.
26Òàì æå.
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Ïðîáëåìà (À.Â. ßêîâëåâ). Ïóñòü

1 −−→ A −−→ G
ϕ−−→ F −−→ 1

� ðàñøèðåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ àáåëåâûì ÿäðîì A. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñó-
ùåñòâóåò ðàñøèðåíèå Ãàëóà ÷èñëîâûõ ïîëåé K/k ñ ãðóïïîé F , òàêîå ÷òî
ïîëó÷èâøàÿñÿ çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ óëüòðàðàçðåøèìà?

Ãëàâà 1 öåëèêîì ïîñâÿùåíà ðåçóëüòàòàì äèññåðòàíòà ïî ïðîáëåìå ßêîâëå-
âà, êîòîðóþ óäàëîñü ðåøèòü äëÿ øèðîêîãî êëàññà ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé (â
÷àñòíîñòè, ïîëíîñòüþ äëÿ ðàñøèðåíèé íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì ÿä-
ðîì). Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîñòü ãëàâû 1 íå âûçûâàåò ñîìíåíèé.

Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï âåñüìà èíòåðåñíà è àêòóàëüíà
ïðîáëåìà îöåíêè èíäåêñà Øóðà íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ íàä
ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äàííàÿ ïðîáëåìà èìååò äîâîëüíî äëèííóþ èñòî-
ðèþ. Óïîìÿíåì ðåçóëüòàòû Î. Øèëëèíãà2728 è Ï. Ðîêåòòà2930, â êîòîðûõ ïîêà-
çàíî, ÷òî èíäåêñ Øóðà ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî õàðàêòåðà êîíå÷-
íîé p-ãðóïïû ïðè p > 2 íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðàâåí 1; â ñëó÷àå p = 2
èìååòñÿ íåóëó÷øàåìàÿ îöåíêà mQ(χ) | 2. Äàëåå, â ðàáîòå Ä.Ì. Ãîëäøìèäòà-
È.Ì. Àéçåêñà31 äàííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èë îáúÿñíåíèå: åñëè n � ýêñïîíåíòà
ãðóïïû G, à χ ∈ IrrG � íåïðèâîäèìûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð, òî ïðåäñòàâëå-
íèå ñ õàðàêòåðîì χ ðåàëèçóåòñÿ â ëþáîì ïîëå k, ñîäåðæàùåì Q(χ), òàêîì ÷òî
Gal(k(εn)/k) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòàõ Á. Ôåéíà3233

äàííûé ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà ñëó÷àé, êîãäà Gal(k(εn)/k) � öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà íå îáÿçàòåëüíî íå÷åòíîãî ïîðÿäêà; ïðè ýòîì íåîáõîäèìî íàëîæèòü
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå: óðàâíåíèå −1 = u2 + v2 ðàçðåøèìî â ïîëå k. Åñòå-
ñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î ïîèñêå ðàâíîìåðíûõ íàèëó÷øèõ îöåíîê èíäåêñà
Øóðà íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï íà îïðåäåëåí-
íûõ êëàññàõ êîíå÷íûõ ãðóïï. Â ãëàâå 2 ñòðîÿòñÿ íàèëó÷øèå îöåíêè èíäåêñà
Øóðà íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï íà êëàññå âñåõ
êîíå÷íûõ ãðóïï ïîðÿäêà n (êëàññGord(n)) è íà êëàññå âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï çà-
äàííîé ýêñïîíåíòû (êëàññ Gexp(n)) � ýòè ðåçóëüòàòû ìíîãîêðàòíî óñèëèâàþò
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû Á. Ôåéíà-Ò. ßìàäû34.

27O.F.G. Schilling, � �Uber die Darstellungen endlicher Gruppen�, J. f�ur Math., 174, (1936), 188.
28O.F.G. Schilling, �The theory of valuations�, Amer. Math. Soc. (N.Y.), New York, 1950.
29P. Roquette, �Arithmetische Untersuchung des Charakterringes einer endlichen Gruppe�, J. f�ur Math., 190,

(1952), 148�168.
30P. Roquette, �Realisierung von Darstellungen endlicher nilpotenter Gruppen�, Arch. der Math., 9, (1958),

241�250.
31D.M. Goldschmidt, I.M. Isaacs, �Schur indices in �nite groups�, J.Algebra, 33, (1975), 191�199.
32B. Fein, D. Gordon, J. Smith,�On the representation of -1 as sum of two squares in an algebraic number

�eld�, J. Number Theory, 3, (1971), 310�315.
33B. Fein, �Schur indices and sums of squares�, Proc. Ams. Math. Soc., 51:1, (1975), 31�34.
34T. Yamada, �The Schur Subgroup of the Brauer Group�, Berlin, Springer-Verlag, 1974, Ch. 9, theorem 9.1.
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Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ýêñïîíåíòû n è åå íåïðèâîäèìûé êîì-
ïëåêñíûé õàðàêòåð χ ñ èíäåêñîì Øóðà m > 3 íàä ïîëåì Q. Á. Ôåéí â ñâîåé
ðàáîòå35 âïåðâûå ïîñòðîèë ïðèìåð, êîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ L â áàøíå
Q(χ) ⊂ L ⊂ Q(εn), òàêîãî ÷òî (L : Q(χ)) = m, òåì íå ìåíåå âûïîëíåíî
mL(χ) 6= 1. Îí æå ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ n = pαqβ òàêèõ ïðèìåðîâ ïîñòðî-
èòü íåëüçÿ36. Ïîçäíåå Ð. Ìîëëèí37 è Å. Øïèãåëü ñîâìåñòíî ñ À. Òðîÿíîì38

ïîñòðîèëè ðÿä äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ òîãî, ÷òî óêàçàííîå ïîëå L âñå-òàêè
îáëàäàåò ñâîéñòâîì mL(χ) = 1. Îäíàêî, èõ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåâîçìîæ-
íî ïðîâåðèòü, åñëè íå èçâåñòíû çíà÷åíèÿ õàðàêòåðà χ. Íàïðèìåð, ïóñòü r �
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî Q(χ) ⊆ Q(εr), à h(Q(χ)) � ÷èñëî
êëàññîâ ïîëÿ Q(χ), òîãäà îäíèì èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé áóäåò òàêîå39

(mQ(χ), (Q(εr) : Q(χ)), h(Q(χ))) = 1.

Ï. Øìèä â ñâîåé çàìå÷àòåëüíîé ðàáîòå40 îïðåäåëèë òàê íàçûâàåìûå ãðóï-
ïû Øóðà òèïà G(pa, q) è G(pa, q, r) à òàêæå ïÿòü èñêëþ÷èòåëüíûõ òèïîâ
ãðóïï Øóðà. Ýòè ãðóïïû îáëàäàþò òàêèì ñâîéñòâîì: ïóñòü äëÿ äàííîé êîíå÷-
íîé ãðóïïû G p-êîìïîíåíòà mQ(χ)p èíäåêñà Øóðà íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñ-
íîãî õàðàêòåðà χ íàä ïîëåì Q ðàâíà pa > 2. Òîãäà â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò
ñåêöèÿ H, èçîìîðôíàÿ îäíîé èç ãðóïï Øóðà41, è íåïðèâîäèìûé êîìïëåêñ-
íûé õàðàêòåð ψ ∈ IrrH ñ óñëîâèåì mQ(χ)p = mQ(ψ); ïðè ýòîì H ÿâëÿåòñÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îäíîé èç èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï Øóðà â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà pa = 2, è ε4 /∈ Q(χ) (ñì.42). Èñïîëüçóÿ ãðóïïû Øó-
ðà, ìû äàåì îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Á. Ôåéíà íà ñëó÷àé, êîãäà n íå îáÿçàòåëüíî
äåëèòñÿ òîëüêî íà äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè èíäåêñ Øóðà íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî õà-
ðàêòåðà χ êîíå÷íîé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k
ðàâåí m, òî ìîæíî íàéòè öèêëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå K/k(χ) ñòåïåíè m, òàêîå
÷òî mK(χ) = 1. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå èçâåñòíîé òåîðåìû
Ãðþíâàëüäà-Âàíãà43. Ïóñòü K/k(χ) � öèêëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñòåïåíè m̃, ãäå m̃ | m. Ìû èçó÷àåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî,
÷òî íàéäåòñÿ öèêëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå L/k(χ) ñòåïåíè m, ïðè÷åì, âî-ïåðâûõ,
K ⊆ L, à, âî-âòîðûõ, mL(χ) = 1.

35B. Fein, �Minimal spliting �elds for group representations�, Paci�c J. Math., 51:2, (1974), 427�431.
36Òàì æå, Theorem.
37R. Mollin, �Splitting �elds and group characters�, J. Reine Angew. Math., 315, (1980), 107�114.
38E. Spiegel, A. Trojan, �Minimal splitting �elds in cyclotomic extensions�, Proc. Ams. Math. Soc., 87:1,

(1983), 33�37.
39Òàì æå, Corollary 6.
40P. Schmid, �Schur Indices and Schur Groups�, J. Algebra, 169, (1994), 226�247.
41Òàì æå, 1. Introduction.
42Òàì æå, 6. Conclusion, (6.1).
43I. Reiner, �Maximal orders�, London Math. Soc. Monogr. (N.S.), 28, Oxford Univ. Press, Oxford, 2003,

Theorem (32.18).
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Ïóñòü k � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî J (k)
ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè â êîëüöå k, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè x ðÿäà f(x) ∈ J (k) ðàâåí åäèíè-
öå. Íà ìíîæåñòâå J (k) ìîæíî ââåñòè áèíàðíóþ îïåðàöèþ: ïî îïðåäåëåíèþ
(f ∗ g)(x) = f(g(x)); òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê ðÿä g(x) ∈ J (k)
íå ñîäåðæèò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Âïåðâûå ðÿäû òàêîãî âèäà ðàññìîòðåë Äæåí-
íèíãñ, êîòîðûé â ñâîåé ðàáîòå44 óñòàíîâèë, ÷òî îòíîñèòåëüíî òàê ââåäåííîé
îïåðàöèè J (k) ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé, à òàêæå ïîêàçàë ðÿä îáùèõ (íå çàâèñÿùèõ
îò âûáîðà êîììóòàòèâíîãî êîëüöà k ñ åäèíèöåé) ñâîéñòâ.

Â ñëó÷àå k = Fp ãðóïïà J (Fp) îáëàäàåò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ, ñàìûì
âàæíûì èç êîòîðûõ, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîñòü: ëþáàÿ ïðî-p-
ãðóïïà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ðàíãà èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â J (Fp). Ýòîò
ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå óñòàíîâëåí Ð. Êàìèíîé45. Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäó-
åò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà äîïóñêàåò èçîìîðôíîå âëîæåíèå â
ãðóïïó J (Fp). Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî íàëè÷èÿ òàêîãî âëîæåíèÿ äàæå äëÿ
àáåëåâûõ p-ãðóïï âåñüìà äàëåêî îò êîíñòðóêòèâíîãî. È.Ê. Áàáåíêî â ñâîåì
îáçîðå46 îòìå÷àåò, ÷òî äàæå ÿâíûå âëîæåíèÿ ãðóïï Zp2 è Zp × Zp â J (Fp)
íåèçâåñòíû! Â òîæå âðåìÿ âëîæåíèå ãðóïïû Zp â J (Fp) ñòðîèòñÿ î÷åâèäíûì
îáðàçîì: íàäî âçÿòü ðÿä f(x) = x/(1 − x), êîòîðûé èìååò ïîðÿäîê p. Â ãëà-
âå 3 ìû ñòðîèì ÿâíûå âëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé àáåëåâîé p-ãðóïïû
â J (Fp). Òàêæå âïîëíå åñòåñòâåííî â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ßêîâëåâà ñôîðìó-
ëèðîâàòü çàäà÷ó âëîæåíèÿ, êîòîðàÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðåøàåòñÿ â ãëàâå 3.
Ó÷èòûâàÿ óïîìÿíóòûé îáçîð È.Ê. Áàáåíêî, àêòóàëüíîñòü ãëàâû 3 íå âûçû-
âàåò ñîìíåíèé.

Íàêîíåö, â êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà âïîëíå åñòåñòâåííî ñòàâèòü âîïðî-
ñû î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä îñíîâíûì ïîëåì ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà
êîðíåé íåêîòîðîãî ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî òàêèå âî-
ïðîñû (âïîëíå åñòåñòâåííûå äëÿ òåîðèè Ãàëóà) íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â òåîðèè
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà òðàåêòîðèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Àêòóàëü-
íîñòü òàêèõ çàäà÷ íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ; íàïðèìåð, â ðàáîòå47 ñòàâèòñÿ ãè-
ïîòåçà 1 (êîòîðóþ ìû â äàëüíåéøåì íàçûâàåì ïðîáëåìîé Ì.È. Çåëèêèíà-
Ë.Â. Ëîêóöèåâñêîãî) î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q íåêîòîðîé ïîäñèñòåìû
êîðíåé âïîëíå îïðåäåëåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè: ëèíåé-
íàÿ íåçàâèñèìîñòü òàêèõ êîðíåé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òðàåêòîðèè îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ, ïðîõîäÿùèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó òîðà

44S.A. Jennings, �Substitution groups of formal power series�, Canad. J. Math., 6, (1954), 325�340.
45R. Camina, �Subgroups of the Nottingham group�, J. Algebra, 196:1, (1997), 101�113, Corollary 2.
46È.Ê. Áàáåíêî, �Àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ�,

ÓÌÍ, 68:1, (2013), 3�76, Çàìå÷àíèå 4.11.
47Ì.È. Çåëèêèí, Ë.Â. Ëîêóöèåâñêèé, Ð. Õèëüäåáðàíä, �Ãåîìåòðèÿ îêðåñòíîñòåé îñîáûõ ýêñòðåìàëåé â

çàäà÷àõ ñ ìíîãîìåðíûì óïðàâëåíèåì�, Òð. ÌÈÀÍ, 277, (2012), 74�90.
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äîñòàòî÷íî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîñòü ïîíèìàíèÿ
ñòðóêòóðû îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà â òàêèõ çàäà÷àõ äëÿ ïðèêëàäíûõ èññëåäî-
âàíèé (è, êàê ñëåäñòâèå, àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè Ãàëóà
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ) íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ. Ýòèì
âîïðîñàì ïîñâÿùåíà ãëàâà 4.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ:

1. ðåøåíèå ïðîáëåìû À.Â. ßêîâëåâà, ïîñâÿùåííîé õàðàêòåðèçàöèè óëüòðà-
ðàçðåøèìûõ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé, äëÿ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé íå÷åò-
íîãî ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì (ïîëíîñòüþ) à òàêæå â äîñòàòî÷íî
øèðîêèõ êëàññàõ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé ÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì
ÿäðîì;

2. âûÿñíåíèå òîãî, ÷òî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï À.Â. ßêîâëåâà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ óëüòðàðàçðåøèìîñòè p-ðàñøèðåíèé;

3. ïîñòðîåíèå íåïîëóïðÿìûõ p-ðàñøèðåíèé ñ àáåëåâûì íåöèêëè÷åñêèì ÿä-
ðîì, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëåìà À.Â. ßêîâëåâà ðåøàåòñÿ îòðèöàòåëüíî;

4. ïîëó÷åíèå íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ îöåíîê èíäåêñà Øóðà íåïðèâîäèìûõ
êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï ïîðÿäêà n (êëàññ Gord(n)), êî-
íå÷íûõ ãðóïï çàäàííîé ýêñïîíåíòû n (êëàññ Gexp(n)) íàä ïîëåì Q;

5. ïîñòðîåíèå ÿâíûõ âëîæåíèé êîíå÷íûõ àáåëåâûõ p-ãðóïï â ãðóïïó Äæåí-
íèíãñà J (Fp), äàþùèõ îòâåò íà âîïðîñ È.Ê. Áàáåíêî;

6. îòûñêàíèå êðèòåðèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ xp
m

= y0 â ãðóïïå J (Fp)
ïðè çàäàííûõ íàòóðàëüíîì m è ýëåìåíòå y0 ∈ J (Fp) ïîðÿäêà p;

7. ñâåä�åíèå ïðîáëåìû Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî ê íåïðèâîäèìîñòè íàä Q
ìíîãî÷ëåíà fp+1(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ ïðîñòûõ p, ðåøåíèå åå äëÿ ðÿäà48 íà-
òóðàëüíûõ n è, êàê ñëåäñòâèå, ïîñòðîåíèå â îáîáùåííîé çàäà÷å Ôóëëåðà
ðåøåíèé ñ óïðàâëåíèåì, ïðîõîäÿùèì çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñþäó ïëîòíóþ
îáìîòêó k-ìåðíîãî òîðà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k 6 249 998 919 (îòìå-
òèì, ÷òî òàêàÿ îöåíêà íà òåêóùèé ìîìåíò ïðèíöèïèàëüíî íåóëó÷øàåìà);

8. äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ëþáîãî n > 3 íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ
�êðèòè÷åñêîãî� ìíîæåñòâà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî,
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q è, êàê ñëåäñòâèå, ïîñòðîåíèå â îáîáùåííîé
çàäà÷å Ôóëëåðà äëÿ ëþáîãî n > 3 ðåøåíèé ñ óïðàâëåíèåì, ïðîõîäÿùèì
çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó 2-ìåðíîãî òîðà;

48Ïðåäïîëîæèòåëüíî áåñêîíå÷íîãî.
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9. äîêàçàòåëüñòâî íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ f(q−1)/2 ñòåïåíè (q − 3)/2
íàä Q äëÿ âñåõ ïðîñòûõ q > 3 ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì íà ÷èñëî
Áåðíóëëè: Bq−3 6≡ 0(mod q); âû÷èñëåíèå ãðóïïû Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà fn(x)
íàä Q ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ n > 4 ÷èñëà p = n− 1, q = 2n+ 1, r = 2n+ 7
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, 889 íå êâàäðàò ïî ìîäóëþ r, à Bq−3 6≡ 0(mod q);

10. äîêàçàòåëüñòâî âëîæåíèÿ An−1 ↪→ GalQ(fn) ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà p =
n−1, q = 2n+1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ïðè÷åì Bq−3 6≡ 0(mod q), à p ïðèíàä-
ëåæèò àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè {26 + 69k | k ∈ N} è íå ïðåäñòàâèìî
â âèäå äðîáè (rst − 1)/(rs − 1) íè äëÿ êàêîãî ïðîñòîãî r è íàòóðàëüíûõ
s, t.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, ýëåìåíòàðíîé
òåîðèè ÷èñåë, ëîêàëüíîé òåîðèè ïîëåé êëàññîâ, òåîðèè Ãàëóà, òåîðèè ïîãðó-
æåíèÿ, ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè, òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï, êëàñ-
ñèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, òåîðèè èíäåêñà Øóðà, àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè ÷èñåë.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. ðåøåíà ïðîáëåìà À.Â. ßêîâëåâà, ïîñâÿùåííàÿ õàðàêòåðèçàöèè óëüòðà-
ðàçðåøèìûõ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé, äëÿ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé íå÷åò-
íîãî ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì (ïîëíîñòüþ) à òàêæå â äîñòàòî÷íî
øèðîêèõ êëàññàõ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé ÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì
ÿäðîì;

2. âûÿñíåíî, ÷òî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï À.Â. ßêîâëåâà íå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì äëÿ óëüòðàðàçðåøèìîñòè p-ðàñøèðåíèé;

3. ïîñòðîåíû íåïîëóïðÿìûå p-ðàñøèðåíèÿ ñ àáåëåâûì íåöèêëè÷åñêèì ÿä-
ðîì, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëåìà À.Â. ßêîâëåâà ðåøàåòñÿ îòðèöàòåëüíî;

4. ïîëó÷åíû íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå îöåíêè èíäåêñà Øóðà íåïðèâîäèìûõ
êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï ïîðÿäêà n (êëàññ Gord(n)), êî-
íå÷íûõ ãðóïï çàäàííîé ýêñïîíåíòû n (êëàññ Gexp(n)) íàä ïîëåì Q;

5. ïîñòðîåíû ÿâíûå âëîæåíèÿ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ p-ãðóïï â ãðóïïó Äæåí-
íèíãñà J (Fp), äàþùèå îòâåò íà âîïðîñ È.Ê. Áàáåíêî;
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6. íàéäåí êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ xp
m

= y0 â ãðóïïå J (Fp) ïðè
çàäàííûõ íàòóðàëüíîì m è ýëåìåíòå y0 ∈ J (Fp) ïîðÿäêà p;

7. ïðîáëåìà Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî ñâåäåíà ê âîïðîñó î íåïðèâîäèìîñòè
íàä Q ìíîãî÷ëåíà fp+1(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ ïðîñòûõ p, ðåøåíà ïðîáëåìà
Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî äëÿ ðÿäà49 íàòóðàëüíûõ n è, êàê ñëåäñòâèå, â
îáîáùåííîé çàäà÷å Ôóëëåðà ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ñ óïðàâëåíèåì, ïðîõî-
äÿùèì çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó k-ìåðíîãî òîðà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k 6 249 998 919 (îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ îöåíêà íà òå-
êóùèé ìîìåíò ïðèíöèïèàëüíî íåóëó÷øàåìà);

8. äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ëþáîãî n > 3 íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ �êðè-
òè÷åñêîãî� ìíîæåñòâà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî, ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q è, êàê ñëåäñòâèå, â îáîáùåííîé çàäà÷å Ôóëëåðà
äëÿ ëþáîãî n > 3 ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ñ óïðàâëåíèåì, ïðîõîäÿùèì çà êî-
íå÷íîå âðåìÿ âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó 2-ìåðíîãî òîðà;

9. äîêàçàíà íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî ñòåïåíè
(q − 3)/2 íàä Q äëÿ âñåõ ïðîñòûõ q > 3 ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì íà
÷èñëî Áåðíóëëè: Bq−3 6≡ 0(mod q); âû÷èñëåíà ãðóïïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà
fn(x) íàä Q ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ n > 4 ÷èñëà p = n − 1, q = 2n + 1,
r = 2n + 7 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, 889 íå êâàäðàò ïî ìîäóëþ r, à Bq−3 6≡
0(mod q);

10. äîêàçàíî âëîæåíèå An−1 ↪→ GalQ(fn) ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà p = n − 1,
q = 2n+1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ïðè÷åì Bq−3 6≡ 0(mod q), à p ïðèíàäëåæèò
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè {26 + 69k | k ∈ N} è íå ïðåäñòàâèìî â âèäå
äðîáè (rst − 1)/(rs − 1) íè äëÿ êàêîãî ïðîñòîãî r è íàòóðàëüíûõ s, t.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíà-
ðàõ.

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ:

1. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû (2013�2018
ãã., íåîäíîêðàòíî);

2. Èçáðàííûå âîïðîñû àëãåáðû (2013�2018 ãã., íåîäíîêðàòíî);

3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (14 îêòÿáðÿ 2012 ã., 01
íîÿáðÿ 2016 ã.);

49Ïðåäïîëîæèòåëüíî áåñêîíå÷íîãî.
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4. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð èì. Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà (20 ôåâðàëÿ
2014 ã.);

5. Òåîðèÿ ãðóïï (17 ôåâðàëÿ 2017 ã.);

6. Ìîñêîâñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ÷èñåë (10 ìàðòà 2017 ã.).

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà:

1. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñåë (23 àïðåëÿ 2015 ã., 22 ñåíòÿáðÿ 2016
ã.);

2. Ñåìèíàð ïî àðèôìåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè (20 ìàðòà 2017 ã.).

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëî-
âà:

1. Îáùåèíñòèòóòñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñåìèíàð (20 ôåâðàëÿ 2017 ã.);

2. Ãîðîäñêîé àëãåáðàè÷åñêèé ñåìèíàð èì. Ä.Ê. Ôàääååâà (20 ôåâðàëÿ 2017
ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ðîññèéñêèõ è ìåæäó-
íàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ.

1. Àëãåáðàè÷åñêèé êîëëîêâèóì, ïîñâ. 85-ëåòèþ ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ ïðîô. À.È. Êî-
ñòðèêèíà è 90-ëåòèþ ïðîô. Ë.À. Ñêîðíÿêîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ, 17 ôåâðàëÿ
2014 ã.);

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðà è êîìáèíàòîðèêà�, ïîñâÿùåííàÿ
60-ëåòèþ ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ ïðîô. À.À. Ìàõíåâà (Åêàòåðèíáóðã, ÈÌÌ ÓÐÎ
ÐÀÍ, 03 èþíÿ � 07 èþíÿ 2013 ã.);

3. VI øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ
èíâàðèàíòîâ� (Ìîñêâà, ÌÃÓ, 30 ÿíâàðÿ � 04 ôåâðàëÿ 2017 ã.);

4. Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè-
êè� (Åêàòåðèíáóðã, ÈÌÌ ÓÐÎ ÐÀÍ, 05 ôåâðàëÿ � 11 ôåâðàëÿ 2017 ã.);

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ�, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ àêàäåìèêà Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå (Ìîñêâà, ÌÈ-
ÀÍ, 01 èþíÿ � 02 èþíÿ 2017 ã.);

6. Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 110-ëåòèþ
ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà À. Ã. Êóðîøà (Ìîñêâà, ÌÃÓ, 23 ìàÿ � 25
ìàÿ 2018 ã.).
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Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 16 ðàáîò â âåäóùèõ ðîññèéñêèõ è çà-
ðóáåæíûõ æóðíàëàõ ïåðå÷íÿ RSCI WebOfScience, WebOfScience, Scopus: âñå
ðàáîòû, îïóáëèêîâàííûå â ðóññêîÿçû÷íûõ æóðíàëàõ, âõîäÿò â ïåðå÷åíü RSCI
WebOfScience; âñå ïåðåâîäíûå âåðñèè îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò à òàêæå âñå àí-
ãëîÿçû÷íûå ðàáîòû âõîäÿò â Scopus; â WebOfSicence âõîäÿò âñå ïåðåâîäíûå
âåðñèè îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò (çà èñêëþ÷åíèåì [2], [6], [8], [10] è [13]) à òàêæå
àíãëîÿçû÷íûå ðàáîòû [15] è [16]. Áåç ñîàâòîðîâ îïóáëèêîâàíî 12 ðàáîò.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè
ïðèìåíåíèå â òåîðèè ïîãðóæåíèÿ, òåîðèè Ãàëóà, òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êî-
íå÷íûõ ãðóïï, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Ãëàâû ïîäðàçäåëÿ-
þòñÿ íà ðàçäåëû è ïóíêòû. Âñå ðåçóëüòàòû ãëàâ 1�4 ïîëó÷åíû äèññåðòàíòîì
ñàìîñòîÿòåëüíî.

Äèññåðòàöèÿ íàïèñàíà íà 201 ñòðàíèöå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç 101
íàèìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, êðàòêî èç-
ëàãàþòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàíòà, äàþòñÿ ñâåäå-
íèÿ î ïóáëèêàöèÿõ äèññåðòàíòà ïî òåìå äèññåðòàöèè, î ñòðóêòóðå è àïðîáàöèè
ðàáîòû.
Â ãëàâå 1 èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà À.Â. ßêîâëåâà î õàðàêòåðèçàöèè óëüòðà-

ðàçðåøèìûõ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé.

Ïðîáëåìà (1.1). Ïóñòü

1 −−→ A −−→ G
ϕ−−→ F −−→ 1 (1.1)

� ðàñøèðåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ àáåëåâûì ÿäðîì A. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñó-
ùåñòâóåò ðàñøèðåíèå Ãàëóà ÷èñëîâûõ ïîëåé K/k ñ ãðóïïîé F , òàêîå ÷òî
ïîëó÷èâøàÿñÿ çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ óëüòðàðàçðåøèìà?
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � öèêëè÷åñêàÿ p-ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì
a ïîðÿäêà pn äëÿ íåêîòîðîãî n > 2. Ïóñòü F � íåêîòîðàÿ p-ãðóïïà. Ïðå-
âðàòèì A â F -ìîäóëü ñ ïîìîùüþ ãîìîìîðôèçìà γ : F → AutA. Âëîæåíèå F -
ìîäóëåé Φ(A) ↪→ A èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì êîãîìîëîãèé α : H2(F, Φ(A))→
H2(F, A). Â 1.2.3 äàåòñÿ â óäîáíûõ äëÿ äàëüíåéøåãî òåðìèíàõ îïèñàíèå ÿäðà
kerα. Äëÿ ýòîãî ïî ãðóïïå F ñòðîèòñÿ àáåëåâà p-ãðóïïó F0 ñ òåì æå ÷èñëîì
îáðàçóþùèõ, ÷òî è F . Ïðè ýòîì äåéñòâèå ãðóïïû F0 íà A áóäåò �òàêèì æå�
êàê è äåéñòâèå F . Áîëåå òî÷íî ýòî âûðàæåíî â óñëîâèÿõ 1.1.

Óñëîâèÿ (1.1). Ïóñòü F = ker γ. Â òàêîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå F0 ðàññìîòðèì
ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ãðóïïó ðàíãà d(F ); ïðè ýòîì îïðåäåëåí åñòåñòâåííûé
ýïèìîðôèçì θ : F → F0. Ãðóïïó A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðèâèàëüíûé
F0-ìîäóëü.

Ïóñòü F äåéñòâóåò íà A íåòðèâèàëüíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò f1 ∈ F ,
òàêîé ÷òî γ(f1) ïîðîæäàåò im γ. Ïðè ýòîì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè af1 =
a1+pi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ [1, n − 1] ∩ N. Â êà÷åñòâå ãðóïïû F0 â ýòîì ñëó÷àå
âîçüìåì àáåëåâó ãðóïïó ñ îáðàçóþùèìè f 0

1 , . . . , f
0
d(F ), ïðè÷åì f 0

1 èìååò òàêîé

æå ïîðÿäîê êàê è γ(f1), à îáðàçóþùèå50 f 0
2 , . . . , f

0
d(F ) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè

ïîðÿäêà p. Íà A ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó F0-ìîäóëÿ, ïîëîæèâ a
f01 = af1 è

af
0
r = a äëÿ âñåõ r > 1. Â ñèëó ëåììû 1.3 ýëåìåíò f1 ìîæíî äîïîëíèòü (åñëè

d(F ) > 1) äî ñèñòåìû îáðàçóþùèõ {fr}d(F )
r=1 ãðóïïû F òàêèì îáðàçîì, ÷òî afr =

a äëÿ âñåõ r > 1. ßñíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå fr 7→ f 0
r êîððåêòíî ïðîäîëæàåòñÿ äî

ýïèìîðôèçìà θ : F → F0.

Ýïèìîðôèçì θ èç óñëîâèé 1.1 ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü ãîìîìîð-
ôèçìû51 λ1 : H2(F0, Φ(A)) → H2(F, Φ(A)), λ2 : H2(F0, A) → H2(F, A). Ïðè
ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà

H2(F, Φ(A))
α−−→ H2(F, A)

λ1

x λ2

x
H2(F0, Φ(A))

β−−→ H2(F0, A),

(1.5)

ãäå ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè � ãîìîìîðôèçìû, èíäóöèðîâàííûå ìîäóëüíûì
âëîæåíèåì Φ(A) ↪→ A, ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé. Äàëåå, èñêîìîå îïèñàíèå
ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåìì 1.5, 1.6 è îïèñàíèè ÿäðà ker β íèæíåé ñòðîêè äèà-
ãðàììû (1.5), óêàçàííîì â ëåììàõ 1.7 è 1.8.

Ëåììà (1.5). Ãîìîìîðôèçì λ1 äèàãðàììû (1.5) èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì
ÿäåð λ1 : ker β → kerα.

50Åñëè, êîíå÷íî, d(F ) > 1.
51ßñíî, ÷òî Φ(A) ÿâëÿåòñÿ êàê F - òàê è F0-ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ A: âåäü A � öèêëè÷åñêàÿ p ãðóïïà.
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Ëåììà (1.6). Ïóñòü (K0/k, G0, ϕ0) � óëüòðàðàçðåøèìàÿ çàäà÷à ïîãðóæå-
íèÿ ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì A, ïðè÷åì G0 � p-ãðóïïà, à F0 = Gal(K0/k). Ñäå-
ëàåì ïîäúåì äî çàäà÷è (K/k, G, ϕ), ãäå G � p-ãðóïïà, à F = Gal(K/k). Åñëè
d(F0) = d(F ) < d(G0), òî çàäà÷à (K/k, G, ϕ) óëüòðàðàçðåøèìà.

Ëåììà (1.7). ßäðî ker β èç äèàãðàììû (1.5) ïîðîæäàåòñÿ ïðè i < n ñëåäó-
þùèìè ðàñøèðåíèÿìè

X1 = 〈d, c1, . . . , cd(F ) | dp
n−1

= 1, cp
n−i

1 = dp
n−i−1

, cpr = 1∀ r > 1,

[cs, ct] = 1∀ s < t, dc1 = d1+pi, dcr = d∀ r > 1〉,
Xr = 〈d, c1, . . . , cd(F ) | dp

n−1

= 1, cp
n−i

1 = 1, cps = 1∀ 1 < s 6= r, cpr = d,

[c1, cr] = d−p
i−1

, [cs, ct] = 1∀ s < t : (s, t) 6= (1, r),

dc1 = d1+pi, dcs = d ∀ s > 1〉 ∀ r > 1.

(1.7)

Ëåììà (1.8). ßäðî ker β èç äèàãðàììû (1.5) ïîðîæäàåòñÿ ïðè i = n ñëåäó-
þùèìè ðàñøèðåíèÿìè

X1 = 〈d, c1, . . . , cd(F ) | dp
n−1

= 1, cp1 = d, cpr = 1∀ r > 1,

[cs, ct] = 1∀ s < t, dcr = d∀ r > 1〉,
Xr = 〈d, c1, . . . , cd(F ) | dp

n−1

= 1, cp1 = 1, cps = 1∀ 1 < s 6= r, cpr = d,

[cs, ct] = 1∀ s < t, dcs = d∀ s > 1〉 ∀ r > 1.

(1.8)

Ïóñòü F è A � p-ãðóïïû, ïðè÷åì A öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà pn, íà êîòîðîé ââå-
äåíà ñòðóêòóðà F -ìîäóëÿ. Ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíûé êëàññ h ∈ H2(F, A).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí òàêîé ýïèìîðôèçì θ : F → F1, ÷òî, âî-ïåðâûõ, A
� òðèâèàëüíûé ker θ-ìîäóëü, à, âî-âòîðûõ, ïîäúåì íåêîòîðîãî êëàññà h1 ∈
H2(F1, A) â ãðóïïóH2(F, A), èíäóöèðîâàííûé ýïèìîðôèçìîì θ, äàåò êëàññ h.
Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî d(F1) = d(F ); êðîìå òîãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóï-
ïà F1 ðåàëèçîâàíà êàê ãðóïïà Ãàëóà ðàñøèðåíèÿ ëîêàëüíûõ ïîëåéK1/k. Â òà-
êîì ñëó÷àå êëàññ h1 ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ çàäà÷ó ïîãðóæåíèÿ (K1/k, G1, ϕ1).

Ïóñòü ðàñøèðåíèå K1/k òàêîâî, ÷òî çàäà÷à (K1/k, G1, ϕ1) óëüòðàðàçðåøè-
ìà. Â òàêîì ñëó÷àå â ñèëó d(F1) = d(F ) è ëåììû 1.6 åñëè çàäà÷à (K1/k, F, θ)
ðàçðåøèìà, òî ëþáîå åå ðåøåíèå K çàäàåò óëüòðàðàçðåøèìóþ çàäà÷ó ïîãðó-
æåíèÿ (K/k, G, ϕ) ñ êëàññîì h.

Êîíêðåòèçèðóåì óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (K1/k, F, θ). Â ñèëó ðå-
çóëüòàòîâ52 è53 äëÿ ðàçðåøèìîñòè òàêîé çàäà÷è íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà ðàç-
ðåøèìîñòü âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîïóòñòâóþùèõ áðàóýðîâñêèõ çàäà÷, îòâå÷àþ-
ùèõ F -îïåðàòîðíûì õàðàêòåðàì ÿäðà ker θ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî εpn /∈ K1. Â

52Â.Â. Èøõàíîâ, Á.Á. Ëóðüå, Ä.Ê. Ôàääååâ, Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ â òåîðèè Ãàëóà, Ì. Íàóêà, 1990,
Ãë. 4, �1, Òåîðåìà 4.1.2.

53Òàì æå, Ãë. 3, �14, Òåîðåìà 3.14.1.

13



òàêîì ñëó÷àå âñå òàêèå çàäà÷è èìåþò öèêëè÷åñêîå ÿäðî ïîðÿäêà pj, ïðè÷åì
j < n. ßñíî, ÷òî ëþáîé êëàññ hχ ∈ H2(F1, 〈εpj〉), îòâå÷àþùèé òàêîé çàäà÷å,
îïðåäåëÿåò ðàñøèðåíèå F1 äî Fχ ñ ïîìîùüþ 〈εpj〉, ïðè÷åì Fχ � ãîìîìîðôíûé
îáðàç ãðóïïû F . Â 1.2.4 îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå �ïëîõîãî êëàññà�.

Îïðåäåëåíèå (1.1). Êëàññ ĥ ∈ H2(F1, 〈εpj〉) áóäåì íàçûâàòü �ïëîõèì� äëÿ

h, åñëè îí îïðåäåëÿåò òàêîå ðàñøèðåíèå F1 äî F̂ ñ ïîìîùüþ 〈εpj〉, ÷òî ïîäú-
åì êëàññà h1 â ãðóïïó H2(F̂ , A), èíäóöèðîâàííûé ýïèìîðôèçìîì θ, çàäàåò
òðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå.

Äîêàçûâàåòñÿ ëåììà 1.9, èñïîëüçóåìàÿ â 1.3.4 è 1.3.5.

Ëåììà (1.9). Ðàññìîòðèì êëàññû

{hχ, j ∈ H2(F1, 〈εpj〉) | χ ∈ HomF (ker θ, 〈εpj〉)}j0j=1,

îïðåäåëÿþùèå âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòàðíûå ñîïóòñòâóþùèå áðàóýðîâñêèå
çàäà÷è äëÿ (K1/k, F, θ). Îáðàçû äàííûõ êëàññîâ â ãðóïïå H2(F1, 〈εpj0〉) ïðè
ãîìîìîðôèçìå, èíäóöèðîâàííîì âëîæåíèåì 〈εpj〉 â 〈εpj0〉, ïîðîæäàþò ïîä-
ãðóïïó, íå ñîäåðæàùóþ ïëîõèõ äëÿ h ýëåìåíòîâ.

Â 1.2.5 äàåòñÿ â óäîâëåòâîðèòåëüíûõ òåðìèíàõ ðåøåíèå çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ
ñ ÿäðîì ïîðÿäêà p äëÿ p > 2. Èìåííî, ïðåäëîæåíèå 1.1 îáîáùàåò íà ñëó÷àé
p > 2 ðåçóëüòàò À. Ëåäåòà54, äîêàçàííûé èì ïðè p = 2. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå
ãðóïïîâîå ðàñøèðåíèå

1 −−→ 〈εp〉 −−→ Ĥ
π−−→ X × Y −−→ 1. (1.14)

Ïðåäëîæåíèå (1.1). Ïóñòü (1.14) � íåïîëóïðÿìîå ðàñøèðåíèå ñ êëàññîì h ∈
H2(X×Y, 〈εp〉). Ïóñòü KX/k è KY /k � ðàñøèðåíèÿ Ãàëóà

55 ñ ãðóïïàìè X è

Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü {xr}d(X)
r=1 , {yr}

d(Y )
r=1 � ñîîòâåòñòâåííî îáðàçóþùèå

ãðóïï X è Y . Âûáåðåì a1, . . . , ad(X) è b1, . . . , bd(Y ) èç k
∗ \ k∗p òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû p
√
ai ∈ KX äëÿ âñåõ i, à p

√
bj ∈ KY äëÿ âñåõ j, ïðè÷åì

p
√
ai
xr = εδrip

p
√
ai,

p
√
bj
yl

= εδljp
p
√
bj.

Âûáåðåì ïðîîáðàçû x1, . . . , xd(X), y1, . . . , yd(Y ) äëÿ ýëåìåíòîâ x1, . . . , xd(X) è
y1, . . . , yd(Y ) îòíîñèòåëüíî ýïèìîðôèçìà π; ïðè ýòîì äëÿ âñåõ i, j âûïîëíåíî

[xi, yj] = ε
dij
p . Òîãäà äëÿ K = KX ⊗k KY çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ (K/k, H, π)

ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â B(k)

[KX , X, resX×Y→X h][KY , Y, resX×Y→Y h]
∏
i, j

k[ai, bj]
dij ∼ 1.

54A. Ledet, On 2-groups as Galois groups, Canad. J. Math., 47:6, (1995), 1253�1273, Theorem 2.4.
55Ëèíåéíî ðàçäåëåííûå íàä k; ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì εp ∈ k.
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Â 1.2.6 ìû ðåøàåì ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.1 çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ, ñâÿ-
çàííûå ñ ðàñøèðåíèÿìè èç ÿäðà ker β äèàãðàììû (1.5).

Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ p-ðàñøèðåíèÿ ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì, îáëà-
äàþùèå ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ðå-
çóëüòàò Â.Â. Èøõàíîâà è ÁÁ. Ëóðüå56 è ðåçóëüòàò Á.Á. Ëóðüå57. Â 1.3.1, 1.3.2
è 1.3.3 èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé ìèíèìàëüíûõ p-ðàñøèðåíèé íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ
d(F ) = 2. Ìû èñïîëüçóåì ëîêàëüíóþ òåîðèþ ïîëåé êëàññîâ è îïèñàíèå ãðóï-
ïû Ãàëóà ìàêñèìàëüíîãî p-ðàñøèðåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ, ïîëó÷åííîå Ñ.Ï. Äå-
ìóøêèíûì58.

Òåîðåìà (1.1). Ïóñòü (1.1) � ìèíèìàëüíîå p-ðàñøèðåíèå, ó êîòîðîãî d(F ) =
2, òîãäà (1.1) óëüòðàðàçðåøèìî.

Â 1.3.4 è 1.3.5 èññëåäóåòñÿ óëüòðàðàçðåøèìîñòü p-ðàñøèðåíèé íå÷åòíîãî
ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì è d(F ) > 2 ñî ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè. Êëþ-
÷åâóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò ëåììà 1.9. Èññëåäîâàíèå ïðîõîäèò ïî òîé æå
ñõåìå, ÷òî â ñëó÷àå d(F ) = 2, îäíàêî ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûì.

Â òåîðåìå 1.2 (ñëó÷àé d(F ) = 2 ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 1.1) óñòàíàâëèâàåòñÿ
óëüòðàðàçðåøèìîñòü ïðîèçâîëüíîãî ìèíèìàëüíîãî p-ðàñøèðåíèÿ íå÷åòíîãî
ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì.

Òåîðåìà (1.2). Ïóñòü (1.1) � ìèíèìàëüíîå p-ðàñøèðåíèå ñ öèêëè÷åñêèì ÿä-
ðîì, òîãäà (1.1) óëüòðàðàçðåøèìî.

Â 1.3.6 äàþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû 1.2 íà ñëó÷àé ìèíèìàëüíûõ
2-ðàñøèðåíèé.

Óñëîâèÿ (1.4). Ïóñòü (1.1) � ìèíèìàëüíîå 2-ðàñøèðåíèå ñ öèêëè÷åñêèì ÿä-
ðîì ïîðÿäêà 2n äëÿ n > 3 ñ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì a. Ãðóïïà àâòîìîðôèç-
ìîâ AutA â ýòîì ñëó÷àå ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè σ, τ , ïðè÷åì

aσ = a5, aτ = a−1.

Ïóñòü ëèáî A ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì F -ìîäóëåì, ëèáî äåéñòâèå F íà A îïðå-
äåëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì γ : F → AutA, îáðàç êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
â ãðóïïå 〈σ〉.

Ñëåäñòâèå (1.2). Ïóñòü (1.1) � ìèíèìàëüíîå 2-ðàñøèðåíèå ñ öèêëè÷åñêèì
ÿäðîì A è ôàêòîðãðóïïîé F , ïðè÷åì âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.4. Òîãäà (1.1) óëü-
òðàðàçðåøèìî.

56Â.Â. Èøõàíîâ, Á.Á. Ëóðüå, Óíèâåðñàëüíî ðàçðåøèìûå çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì, Çàï.
íàó÷í. ñåì. ÏÎÌÈ, 265, (1999), 189�197, Ëåììà.

57Â.Â. Èøõàíîâ, Á.Á. Ëóðüå, Ä.Ê. Ôàääååâ, Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ â òåîðèè Ãàëóà, Ì. Íàóêà, 1990,
Ãë. 4, �1, Òåîðåìà 4.1.2.

58Ñ.Ï. Äåìóøêèí, Ãðóïïà ìàêñèìàëüíîãî p-ðàñøèðåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð.ìàòåì.,
25:3, (1961), 329�346, Òåîðåìà.
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Â ðàçäåëå 1.4 ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 1.3 îáîáùàþòñÿ ñ p-ðàñøèðåíèé íà ðàñ-
øèðåíèÿ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì. Èìåííî, äëÿ òàêèõ ðàñøè-
ðåíèé ïîëó÷àåòñÿ ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 1.1 â òåîðåìå 1.7.

Òåîðåìà (1.7). Ïóñòü (1.1) � ðàñøèðåíèå íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì
ÿäðîì A. Ðàñøèðåíèå (1.1) óëüòðàðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå åãî p-ñèëîâñêèå ïîäðàñøèðåíèÿ äëÿ âñåõ p | |A| íå ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðÿìû-
ìè.

Äàííûé ðåçóëüòàò îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðàçäåëà 1.3 è òåîðåìå 1.6.

Òåîðåìà (1.6). Ïóñòü (1.1) � íåïîëóïðÿìîå p-ðàñøèðåíèå íå÷åòíîãî ïîðÿä-
êà ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì A è ôàêòîðãðóïïîé F . Ïóñòü ëþáîå ñîïóòñòâóþùåå
ðàñøèðåíèå âòîðîãî ðîäà ê (1.1) óæå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ðàñøèðåíèå Ãàëóà ëîêàëüíûõ ïîëåé K/k ñ ãðóïïîé Ãàëóà F , òàêîå
÷òî çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ (K/k, G, ϕ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàñøèðåíèþ (1.1)
óëüòðàðàçðåøèìà.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1.4, ñëåäñòâèÿ 1.2 è ïóíêòà 1.4.2, â òåî-
ðåìå 1.13 (íàäëåæàùèì îáðàçîì îáîáùàþùåé òåîðåìó 1.7) äàåòñÿ ðåøåíèå
ïðîáëåìû À.Â. ßêîâëåâà äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà 2-ðàñøèðåíèé ñ
öèêëè÷åñêèì ÿäðîì.

Òåîðåìà (1.13). Ïóñòü (1.1) � 2-ðàñøèðåíèå ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì, îïðåäå-
ëÿåìîå êëàññîì h ∈ H2(F, A). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà F1 ãðóïïû F ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. ëèáî F1 öèêëè÷åñêàÿ, à îãðàíè÷åíèå h1 ∈ H2(F1, A) êëàññà h íå ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííî-êâàòåðíèîííûì (êðîìå ñëó÷àåâ |A| ∈ {4, 8});

2. ëèáî îãðàíè÷åíèå h1 ∈ H2(F1, A) êëàññà h îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíîå ðàñ-
øèðåíèå, à F1-ìîäóëüíîå äåéñòâèå íà A îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè 1.4.

Òîãäà ðàñøèðåíèå (1.1) óëüòðàðàçðåøèìî.

Ðàçäåë 1.5 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ óñëîâèé óëüòðàðàçðåøèìîñòè êâàòåð-
íèîííûõ ðàñøèðåíèé. Äî ñèõ ïîð ðåçóëüòàòû ïî ïðîáëåìå 1.1 (ò.å. ðåçóëü-
òàòû ðàçäåëà 1.4, êðîìå òåîðåìû 1.5) èñïîëüçîâàëè ïîñòðîåíèå óëüòðàðàç-
ðåøèìûõ çàäà÷ ïîãðóæåíèÿ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè ïî ðàñøèðåíèþ (1.1)
è ïîñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå59 âìåñòå ñ60. Äàííûå ðåçóëüòàòû ñîñòàâëÿþò òàê
íàçûâàåìûé ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï â òåîðèè óëüòðàðàçðåøèìîñòè: åñ-
ëè óëüòðàðàçðåøèìîñòü ðàñøèðåíèÿ óäàëîñü ïîêàçàòü â ëîêàëüíûõ ïîëÿõ, òî

59À.Â. ßêîâëåâ, Óëüòðàðàçðåøèìûå çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé, Àëãåáðà è àíàëèç, 27:6,
(2015), 260�263, Òåîðåìà 1.

60Ä.Ä. Êèñåëåâ, À.Â. ßêîâëåâ, Óëüòðàðàçðåøèìûå è ñèëîâñêèå ðàñøèðåíèÿ ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì, Àë-
ãåáðà è àíàëèç, 30:1, (2018), 128�138, Ïðåäëîæåíèå 1.
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îòñþäà âûòåêàåò óëüòðàðàçðåøèìîñòü â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ, ò.å. óëüòðàðàçðåøè-
ìîñòü ðàñøèðåíèÿ â ñìûñëå ïðîáëåìû 1.1. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ñëåäóþùèé
âîïðîñ: ïóñòü èìååòñÿ óëüòðàðàçðåøèìîå p-ðàñøèðåíèå, áóäåò ëè îíî óëü-
òðàðàçðåøèìûì â ëîêàëüíûõ ïîëÿõ? Â 1.5.1 ìû âûÿñíÿåì óñëîâèÿ ñîãëàñíî-
ñòè Ä.Ê. Ôàääååâà-Õ. Õàññå äëÿ çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ, ñâÿçàííîé ñ îáîáùåííî-
êâàòåðíèîííûì ðàñøèðåíèåì

1 −−→ 〈a〉 −−→ 〈a, b | a2n = 1, b2 = a2n−1

, ab = a−1〉 ϕ−−→ 〈f〉, (1.101)

ãäå61 ϕ(b) = f, ϕ(a) = 1. Â 1.5.2 ìû èññëåäóåì óëüòðàðàçðåøèìîñòü êâàòåð-
íèîííîãî ðàñøèðåíèÿ ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì ïîðÿäêà 8. Íàêîíåö, â 1.5.3 ìû
èññëåäóåì óëüòðàðàçðåøèìîñòü êâàòåðíèîííîãî ðàñøèðåíèÿ ñ öèêëè÷åñêèì
ÿäðîì ïîðÿäêà 16. Óêàçàííûé ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû 1.10.

Òåîðåìà (1.10). Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ (1.101) ïðè k = Q, d = 7, n = 4 ÿâëÿ-
åòñÿ óëüòðàðàçðåøèìîé.

Ñëåäñòâèå (1.4). Ðàñøèðåíèå (1.1), ñîîòâåòñòâóþùåå çàäà÷å (1.101) ïðè
n = 4, ÿâëÿåòñÿ óëüòðàðàçðåøèìûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ óëüòðàðàçðåøèìûì
íè â êàêèõ ëîêàëüíûõ ïîëÿõ.

Ñëåäñòâèå (1.4) äàåò îòðèöàòåëüíûé ïðèìåð ê ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîìó ïðèí-
öèïó â òåîðèè óëüòðàðàçðåøèìîñòè. Â 1.5.4 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ãðóïïà ïî-
ðÿäêà 2 óëüòðàðàçðåøèìî íàêðûâàåòñÿ ãðóïïîé îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ
ïîðÿäêà 16 ñ ïîìîùüþ ãðóïïû Q8. Èìåííî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîãðóæåíèÿ
(K/k, Q16, ϕ, Q8), ãäå Q16 çàäàíà â (1.101) äëÿ n = 3, à Q8 âëîæåíà â Q16 êàê
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè a2, b. Ïðè ýòîì ϕ(b) = 1, à
ϕ(a) ïîðîæäàåò ãðóïïó Gal(K/k).

Òåîðåìà (1.11). Çàäà÷à (K/k, Q16, ϕ, Q8) ïðè k = Q, à K = k(
√

7) ÿâëÿåòñÿ
óëüòðàðàçðåøèìîé.

Â ðàçäåëå 1.6 ðàññìàòðèâàþòñÿ p-ðàñøèðåíèÿ ñ àáåëåâûì íåöèêëè÷åñêèì
ÿäðîì. Ïîêàçûâàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ p-ðàñøèðåíèé ñ öèê-
ëè÷åñêèì ÿäðîì. Èìåííî, íà îñíîâå êîíñòðóêöèè Á.Á. Ëóðüå óíèâåðñàëü-
íî ðàçðåøèìûõ íåïîëóïðÿìûõ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé (ñì.62) è êîíñòðóê-
öèè Ä.Ê. Ôàääååâà (ñì.63) îòîáðàæåíèÿ ïåðåíåñåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ òåîðå-
ìà 1.14.

61f � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ãðóïïû Gal(k(
√
d)/k).

62Á.Á. Ëóðüå, Îá óíèâåðñàëüíî ðàçðåøèìûõ çàäà÷àõ ïîãðóæåíèÿ, Òð. ÌÈÀÍ, 183, (1990), 121�126,
Òåîðåìà 1.

63Â.Â. Èøõàíîâ, Á.Á. Ëóðüå, Ä.Ê. Ôàääååâ, Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ â òåîðèè Ãàëóà, Ì. Íàóêà, 1990,
Ãë. 3, �7.
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Òåîðåìà (1.14). Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé p-ãðóïïû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà F̃ ñóùå-
ñòâóåò íåïîëóïðÿìîå p-ðàñøèðåíèå ñ àáåëåâûì ÿäðîì è F̃ â êà÷åñòâå ôàê-
òîðãðóïïû, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ óëüòðàðàçðåøèìûì.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 1.7 ñòàâèòñÿ çàäà÷à âëîæåíèÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå
äâîéñòâåííàÿ çàäà÷å ïîãðóæåíèÿ. Èìåííî, ïóñòü ϕ : X → Y � çàäàííûé ìî-
íîìîðôèçì êîíå÷íûõ p-ãðóïï, à ψ : X → AutK � çàäàííîå âëîæåíèå X â
ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî ïîëÿ K. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò
ãîìîìîðôèçì ω : Y → AutK, äåëàþùèé ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

1 −−→ X
ϕ−−→ Y

ψ

y ω

y
AutK AutK

(1.117)

êîììóòàòèâíîé? ßñíî, ÷òî çàäà÷à âëîæåíèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííà
çàäà÷å ïîãðóæåíèÿ, íî íàìíîãî áîëåå ñëîæíà: âî-ïåðâûõ, èíúåêòèâíûå îáú-
åêòû óñòðîåíû ñëîæíåå ïðîåêòèâíûõ, âî-âòîðûõ, åñëè K � ÷èñëîâîå ïîëå, òî
ãðóïïà AutK êîíå÷íà, ÷òî çàòðóäíÿåò èñïîëüçîâàíèå AutK êàê íåêîåãî �óíè-
âåðñàëüíîãî îáúåêòà�. Èçó÷åíèå çàäà÷è âëîæåíèÿ ìîæåò äàòü àëüòåðíàòèâ-
íûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå À.Â. ßêîâëåâà íà îñíîâå èíäóêòèâíûõ ðàññóæäåíèé
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 1.3 è ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöèïà
â òåîðèè óëüòðàðàçðåøèìîñòè (ñì.64 à òàêæå65). Â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èçó-
÷åíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è âëîæåíèÿ ïðîâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.3 (ñì.
òåîðåìó 3.2).
Â ãëàâå 2 ñòðîÿòñÿ íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå îöåíêè èíäåêñà Øóðà íàä

ïîëåì Q íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï íà êëàññàõ
ãðóïï çàäàííîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n (êëàññ Gord(n)) è ãðóïï çàäàííîé ýêñïî-
íåíòû n (êëàññ Gexp(n)). Â ðàçäåëå 2.1 äàåòñÿ îïèñàíèå ãëàâû è èñïîëüçóåìûõ
îáîçíà÷åíèé (ñì. ï. 2.1.3).

Â ðàçäåëå 2.2 ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè ψ è γ (îïèñàíèå äàííûõ ôóíêöèé äàíî
â 2.2.2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâó: äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ Gord(n) è ëþáîãî
χ ∈ IrrG âûïîëíåíî mQ(χ) | ψ(n), ïðè÷åì óêàçàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàè-
ëó÷øåé íà êëàññå Gord(n); äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ Gexp(n) è ëþáîãî χ ∈ IrrG
âûïîëíåíî mQ(χ) | γ(n), ïðè÷åì óêàçàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé íà
êëàññå Gexp(n). Äàííûé ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû 2.1.

Ïóñòü çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, òîãäà èìååòñÿ ðàçëîæåíèå n = pk11 . . . pkss
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïðè÷åì p1 < p2 < . . . < ps. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
ψ : N→ N ñëåäóþùèì îáðàçîì:

64À.Â. ßêîâëåâ, Óëüòðàðàçðåøèìûå çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé, Àëãåáðà è àíàëèç, 27:6,
(2015), 260�263, Òåîðåìà 1.

65Ä.Ä. Êèñåëåâ, À.Â. ßêîâëåâ, Óëüòðàðàçðåøèìûå è ñèëîâñêèå ðàñøèðåíèÿ ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì, Àë-
ãåáðà è àíàëèç, 30:1, (2018), 128�138, Ïðåäëîæåíèå 1.
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1. ψ(1) := 1 (ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, s = 0); åñëè s = 1, p1 = 2, k1 > 3, òî
ïîëîæèì ψ(n) := 2; åñëè s = 1, p1 > 2 ëèáî s = 1, p1 = 2, k1 6 2, òî
ïîëàãàåì ψ(n) := 1;

2. Ïóñòü s > 2. Äëÿ êàæäîãî i ∈ 1, s ïîëîæèì

ψ
(pi)
1 (n) := max{pri | 2r 6 ki, ∃ j ∈ 1, s \ {i} :

pj ≡ 1(mod pri ), p
r
i (pj − 1)pi 6 pkii }.

Åñëè ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó, òî ïîëàãàåì

ψ
(pi)
1 (n) :=


1, ïðè pi 6= 2,

2, ïðè pi = 2, ki > 3,

1, ïðè pi = 2, ki 6 2.

Â ñëó÷àå s = 2 ïîëàãàåì ψ
(pi)
2 (n) := 1.

3. Ïóñòü s > 3. Äëÿ êàæäîãî i ∈ 1, s ïîëîæèì

ψ
(pi)
2 (n) := max{pri | 3r 6 ki, ∃ j1, j2 ∈ 1, s \ {i} :

j1 6= j2, pj1 ≡ 1(mod pri ), pj2 ≡ 1(mod pri ),

max{|pj1 mod pj2|pi, |pj2 mod pj1|pi} > pri}.

Åñëè ìàêñèìóì â áåðåòñÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó, òî ïîëàãàåì

ψ
(pi)
2 (n) :=


1, ïðè pi 6= 2,

2, ïðè pi = 2, ki > 3,

1, ïðè pi = 2, ki 6 2.

4. Åñëè ψ(n) åùå íå áûëî îïðåäåëåíî, òî ψ(n) :=
s∏
i=1

max{ψ(pi)
1 (n), ψ

(pi)
2 (n)}.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ γ : N→ N.

1. γ(1) := 1 (ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, s = 0); åñëè s = 1, p1 = 2, k1 > 2, òî
ïîëîæèì γ(n) := 2; åñëè s = 1, p1 > 2 ëèáî s = 1, p1 = 2, k1 = 1, òî
ïîëàãàåì γ(n) := 1;

2. Ïóñòü s > 2. Äëÿ êàæäîãî i ∈ 1, s ïîëîæèì

γ
(pi)
1 (n) := max{pri | 2r 6 ki, ∃ j ∈ 1, s \ {i} :

pj ≡ 1(mod pri ), p
r
i (pj − 1)pi 6 pkii }.
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Åñëè ìàêñèìóì â áåðåòñÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó, òî ïîëàãàåì

γ
(pi)
1 (n) :=


1, ïðè pi 6= 2,

2, ïðè pi = 2, ki > 2,

1, ïðè pi = 2, ki = 1.

Â ñëó÷àå s = 2 ïîëàãàåì γ
(pi)
2 (n) := 1.

3. Ïóñòü s > 3. Åñëè p1 = 2, òî ïîëîæèì fn(p1) := k1 − 1. Äëÿ p1 6= 2
ïîëàãàåì fn(p1) := k1. Äëÿ i ∈ 2, s ïîëàãàåì fn(pi) := ki. Äëÿ êàæäîãî
i ∈ 1, s ïîëîæèì

γ
(pi)
2 (n) := max{pri | r 6 fn(pi), ∃ j1, j2 ∈ 1, s \ {i} :

j1 6= j2, pj1 ≡ 1(mod pri ), pj2 ≡ 1(mod pri ),

max{|pj1 mod pj2|pi, |pj2 mod pj1|pi} > pri}.

Åñëè ìàêñèìóì â áåðåòñÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó, òî ïîëàãàåì

γ
(pi)
2 (n) :=


1, ïðè pi 6= 2,

2, ïðè pi = 2, ki > 2,

1, ïðè pi = 2, ki = 1.

4. Åñëè γ(n) åùå íå áûëî îïðåäåëåíî, òî γ(n) :=
s∏
i=1

max{γ(pi)
1 (n), γ

(pi)
2 (n)}.

Òåîðåìà (2.1). Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ëþáîé ãðóï-
ïû G ∈ Gord(n) è ëþáîãî õàðàêòåðà χ ∈ IrrG ñïðàâåäëèâà îïòèìàëüíàÿ îöåí-
êàmQ(χ) | ψ(n). Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ∈ Gexp(n) è ëþáîãî õàðàêòåðà
χ ∈ IrrG ñïðàâåäëèâà îïòèìàëüíàÿ îöåíêà mQ(χ) | γ(n).

Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ðåàëèçóåìîñòè íåïðèâîäèìûõ êîì-
ïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï â ìèíèìàëüíîì ðàñøèðåíèè ïîëÿ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Áîëåå òî÷íî, äàíî íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðóïïû G ñ õàðàêòåðîì χ ∈ IrrG è Q-èíäåêñîì ØóðàmQ(χ), ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàëèçóåòñÿ íàä ïîëåì K, ñòåïåíü êîòîðî-
ãî íàä Q(χ) ðàâíà mQ(χ)? Â 2.3.1 äàåòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Á. Ôåéíà66 î
òîì, ÷òî åñëè n = pαqβ äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ p 6= q, òî îòâåò íà âîïðîñ î
ðåàëèçóåìîñòè ïîëîæèòåëåí.

Òåîðåìà (2.2). Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ýêñïîíåíòû n òàêîâà, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ïðîñòîãî p | n ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ïðîñòîãî q | n òàêîãî

66B. Fein, Minimal spliting �elds for group representations, Paci�c J. Math., 51:2, (1974), 427�431, Theorem.
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÷òî p | (q − 1). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ ∈ IrrG
ñ èíäåêñîì Øóðà mQ(χ) = m, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ m2 ∈ Z>4 ∪ {1},
ñóùåñòâóåò ïîëå L â áàøíå Q(χ) ⊆ L ⊆ Q(εn), òàêîå ÷òî (L : Q(χ)) = m,
ïðè÷åì mL(χ) = 1.

Íàêîíåö, â 2.3.2 óñèëèâàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ãðþíâàëüäà-Âàíãà
î ñóùåñòâîâàíèè öèêëè÷åñêîãî ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ öåíòðàëüíî-ïðîñòîé êî-
íå÷íîìåðíîé àëãåáðû íàä ÷èñëîâûì ïîëåì. Óêàçàííîå îáîáùåíèå îïèðàåò-
ñÿ íà ðåçóëüòàò Â.Â. Èøõàíîâà67, ãäå â êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ íàéäåíî
íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ó ðàçðåøèìîé çàäà÷è ïî-
ãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì íàä ÷èñëîâûìè ïîëÿìè ðåøåíèÿ, èìåþùåãî çà-
äàííîå ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê îñíîâíîãî ïîëÿ. Èìåííî,
ìû èññëåäóåì, ïðè êàêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå
êîíå÷íîé ãðóïïû G ñ õàðàêòåðîì χ ∈ IrrG è èíäåêñîì Øóðà mk(χ) = m > 1
íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k ðåàëèçóåòñÿ â ïîëå L ñòåïåíè m íàä k(χ),
ïðè÷åì òàêîì, ÷òî L/k(χ) � öèêëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà, ñîäåðæàùåå çà-
äàííîå öèêëè÷åñêîå ïîäðàñøèðåíèå K/k(χ) ñòåïåíè m̃ | m.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîãðóæåíèÿ çàäàííîãî öèêëè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ Ãàëóà
K/k(χ) ñ ãðóïïîé F ïîðÿäêà m̃ â ðàñøèðåíèå ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé Ãàëóà H
ïîðÿäêàm èëè, êðàòêî, çàäà÷ó (K/k(χ), H, ϕ), ãäå ϕ : H → F � åñòåñòâåííûé
ýïèìîðôèçì. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p | m, òàêîãî ÷òî mk(χ)·Qp(χ) = m(p) 6= 1
âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïðîñòóþ òî÷êó p ïîëÿ k(χ), ëåæàùóþ íàä
íèì. Çàìåòèì, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ àëãåáðà Ãàëóà K ⊗k(χ) k(χ)p íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì, íî â ëþáîì ñëó÷àå îïðåäåëåíî ïîëå-ÿäðî Kp, ÿâëÿþùååñÿ ðàñøèðå-
íèåì Ãàëóà ïîëÿ k(χ)p ñ ãðóïïîé Ãàëóà Fp, äîïóñêàþùåé âëîæåíèå â F =
Gal(K/k(χ)) ∼= Gal(K ⊗k(χ) k(χ)p/k(χ)p). Ïóñòü Hp � ïîëíûé ïðîîáðàç ïîä-
ãðóïïû Fp â ãðóïïåH ïðè ýïèìîðôèçìå ϕp. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ïîëÿ L ñòåïåíè m íàä k(χ), òàêîãî ÷òî mL(χ) = 1, ïðè÷åì ðåøàþùåãî çàäà÷ó
(K/k(χ), H, ϕ), íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

m(p) | |Hp| ∀ p : m(p) 6= 1. (2.3)

Ïóñòü äëÿ êðàòêîñòè n := m/m̃.

Òåîðåìà (2.3). Ïóñòü öèêëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà K/k(χ) òàêîâî, ÷òî

π(m̃) = π(n) = π

(
|Hp|
n

)
.

Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëÿ L ñòåïåíèm, ñîäåðæàùåãî K â êà÷åñòâå ïîä-
ïîëÿ è èìåþùåãî íàä k(χ) öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó Ãàëóà ñî ñâîéñòâîì mL(χ) =

67Â.Â. Èøõàíîâ, Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ ñ äàííûìè ëîêàëèçàöèÿìè, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 39:3,
(1975), 512�522, Òåîðåìà 1.
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1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû, ïîìèìî óñëîâèÿ (2.3), îáðàç êëàññà
c ∈ H2(Gal(K/k(χ)), 〈εn〉), ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñøèðåíèþ ãðóïïû F äî H
ñ ïîìîùüþ kerϕ, â ãðóïïå H2(Gal(K/k(χ)), K∗) ïðè îòîáðàæåíèè, èíäóöè-
ðîâàííîì âëîæåíèåì εn ↪→ K∗, ÿâëÿëñÿ íóëåâûì.

Â ãëàâå 3 èññëåäóþòñÿ âëîæåíèÿ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ p-ãðóïï â ãðóïïó
Äæåííèíãñà J (Fp). Ïóñòü k � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî J (k) ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x ñ
êîýôôèöèåíòàìè â êîëüöå k, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè x ðÿäà f(x) ∈ J (k)
ðàâåí åäèíèöå. Áîëåå ôîðìàëüíî,

J (k) = {f(x) ∈ k[[x]] | f(x) = x+
∞∑
n=2

anx
n}. (3.1)

Íà ìíîæåñòâå J (k) ìîæíî ââåñòè áèíàðíóþ îïåðàöèþ: ïî îïðåäåëåíèþ (f ∗
g)(x) = f(g(x)); òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê ðÿä g(x) ∈ J (k) íå
ñîäåðæèò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

Â ðàçäåëå 3.2 äàåòñÿ îòâåò íà âîïðîñ È.Ê. Áàáåíêî68 î ïîñòðîåíèè ÿâíûõ
âëîæåíèé êîíå÷íûõ àáåëåâûõ p-ãðóïï â ãðóïïó J (Fp). Òàêîå âëîæåíèå ñòðîèò-
ñÿ â òåîðåìå 3.1, ïðè÷åì òåðìèí �ÿâíûé� ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå çàìå÷àíèÿ 3.1:
ñêîëü óãîäíî äàëåêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ, îòâå÷àþùèõ ïîðîæäàþùèì
ýëåìåíòàì çàäàííîé êîíå÷íîé àáåëåâîé p-ãðóïïû, âû÷èñëÿþòñÿ çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) = xp + tx êàê ýëåìåíò êîëüöà Fp[t][x]. Íåòðóä-
íî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Wf, n êîðíåé n-é èòåðàöèè ìíîãî÷ëåíà f(x) â
ôèêñèðîâàííîì àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè Fp((t)) ïîëÿ Fp((t)) âëîæåíû äðóã
â äðóãà: Wf, n ⊂ Wf, n+1 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Åñëè ïîëîæèòü kn :=
Fp((t))(Wf, n) äëÿ n ∈ N, à k0 := Fp((t)), òî ðàñøèðåíèå kn/k0 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ðàçâåòâëåííûì ðàñøèðåíèåì Ãàëóà ñòåïåíè (p − 1)pn−1 ñ àáåëåâîé ãðóïïîé
Ãàëóà, èçîìîðôíîé ãðóïïå îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Fp[[t]]/(tn). Ïðè ýòîì
åñëè tn � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (n)(x), ÿâëÿþùèéñÿ óíèôîðìèçèðóþùåé ïîëÿ
kn, òî ýëåìåíò tn−1 = f(tn) � óíèôîðìèçèðóþùàÿ ïîëÿ kn−1 ïðè n > 1. Òàêæå
t = −(fn−1(tn))

p−1. Ïîëîæèì

Wf,∞ :=
∞⋃
n=1

Wf, n; k∞ := k0(Wf,∞).

Äëÿ êàæäîãî a ∈ Fp[[t]]∗ ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííûé ôîðìàëüíûé ðÿä

68È.Ê. Áàáåíêî, Àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ,
ÓÌÍ, 68:1, (2013), 3�76, Çàìå÷àíèå 4.11.
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[a]f(x) ∈ Fp[[t]][[x]], îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè

[a]f(x) ≡ ax(mod deg > 2),

f([a]f(x)) = [a]f(f(x)).

Äëÿ u ∈ Fp[[t]]∗ ñèìâîë Àðòèíà θ(u) = (u, k∞/k0) çàäàåòñÿ ÿâíî:

yθ(u) := [u−1]f(y), ∀ y ∈ Wf,∞.

Ëåììà (3.1). Ïóñòü h(t) ∈ Fp[[t]]∗, f(x) = xp + tx. Òîãäà [h(t)]f(x) = h(t)x+∑∞
n=1 apn(t)x

pn, ãäå

apn+1(t) :=
apn(t)

p − apn(t)
tpn − t

, n ∈ N; ap(t) :=
h(t)p − h(t)

tp − t
.

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó k0 = Fp((t)), kn = k0(Wf, n), à ti � òàêîé ïðîñòîé ýëå-
ìåíò ïîëÿ ki, ÷òî ti = f(ti+1) äëÿ i ∈ [1, n − 1] ∩ N. Òîãäà t = −tp−1

1 =
−(f (n−1)(tn))

p−1.

Ëåììà (3.2). Ýëåìåíò t ÿâíî âûðàæàåòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííîé tn â ñìûñëå çàìå÷àíèÿ 3.1.

Ôèêñèðóåì ëîêàëüíîå ïîëå k0 = Fp((t)) è ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå Ëþáèíà-
Òåéòà kn/k, ãäå kn = k0(Wf, n) ñ ãðóïïîé Ãàëóà, èçîìîðôíîé (Fp[[t]]/(tn))∗, à
n = pm äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî m ≡ 0(mod 2)
(ïîçäíåå ìû êîíêðåòèçèðóåì âûáîð m). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð ýëå-
ìåíòîâ ãðóïïû (Fp[[t]]/(tn))∗:

g1 = 1 + tp + tp+1, g2 = 1 + tp
2

+ tp
2+1, . . . , gm

2
= 1 + tp

m
2 + tp

m
2 +1. (3.5)

Ýëåìåíòû g1, . . . , gm/2 â (3.5) çàïèñàíû, ðàçóìååòñÿ, ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèÿ
tn = 0.

Ëåììà (3.3). Ýëåìåíòû g1, . . . , gm/2 ïîðîæäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-
ôèçìà ãðóïïó Zpm−1 × Zpm−2 × . . .× Zpm−m/2.

Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà A ∼= Zpr1 × . . . ×
Zprs , ãäå 1 6 r1 6 . . . 6 rs. Òîãäà ãðóïïà A äîïóñêàåò âëîæåíèå â ãðóïïó
(Fp[[t]]/(tn))∗ ïðè n = pm è m > max{2s, 2rs}, m ≡ 0(mod 2). Â ñàìîì äåëå,
ñîãëàñíî ëåììå 3.3 ýëåìåíòû g1, . . . , gm/2 èç (3.5) ïîðîæäàþò â (Fp[[t]]/(tn))∗
ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ Zpm−1 × Zpm−2 × . . .× Zpm−m/2. Ãðóïïà A âêëàäûâàåò-
ñÿ â ãðóïïó 〈g1, . . . , gm/2〉 è, òåì ñàìûì, â ãðóïïó (Fp[[t]]/(tn))∗, ïðè÷åì åñëè

a1, . . . , as � îáðàçóþùèå ãðóïïû A, òî ìîæíî ñ÷èòàòü ai = gp
m−i−ri

i äëÿ âñåõ i.
Ðàñøèðåíèå Fp((t))(Wf, n)/Fp((t)) èìååò ãðóïïó Ãàëóà (Fp[[t]]/(tn))∗. Òàêîå

ðàñøèðåíèå âïîëíå ðàçâåòâëåíî, ïîýòîìó åñëè tn � óíèôîðìèçèðóþùàÿ ïîëÿ
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Fp((t))(Wf, n), òî Fp((t))(Wf, n) = Fp((tn)). Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû g1, . . . , gm/2
èç (3.5) äåéñòâóþò íà óíèôîðìèçèðóþùóþ tn ñëåäóþùèì îáðàçîì: tgin :=
[gi]f(tn). Ëåììû 3.1 è 3.2 äàþò òàêèì îáðàçîì èñêîìîå êîíñòðóêòèâíîå îïèñà-
íèå ãðóïïû A êàê ïîäãðóïïû â J (Fp).

Òåîðåìà (3.1). Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà âêëàäûâàåòñÿ â J (Fp), ïðè-
÷åì èñêîìîå âëîæåíèå äîïóñêàåò ÿâíîå îïèñàíèå.

Äëÿ ýëåìåíòà ïîðÿäêà 4 ÿâíîå âëîæåíèå â J (F2) ìîæåò áûòü âûïèñàíî â
âèäå ôîðìóëû, ÷òî è ñäåëàíî â 3.2.2. Èìåííî, ïóñòü g(x) ∈ J (F2) îïðåäåëåíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x) = (1 + y)x+ x2, (3.8)

à y îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

y =
∞∑
k=4

akx
k,

a5 = 0, a4 = 1,

ak = ak−2, k ∈ {6, 7, 8},
ak = ak−2 + a(k−2)/2, k > 10, k ≡ 0(mod 2),

ak = ak−2 + a(k−1)/2, k > 9, k 6≡ 0(mod 2).

(3.9)

Ñòåïåííîé ðÿä g(x), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëàìè (3.8) è (3.9), çàäàåò â J (F2)
ýëåìåíò ïîðÿäêà 4, ÷òî âûòåêàåò èç ëåìì 3.1 è 3.2.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 3.3 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê çàäà÷å âëîæåíèÿ, îïðåäåëåííîé
â ðàçäåëå 1.7. Èìåííî, ïóñòü y0 ∈ J (Fp) � çàäàííûé ýëåìåíò ïîðÿäêà p. Ôèêñè-
ðóåì m ∈ N. Ïðè êàêèõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ â ãðóïïå J (Fp)
ðàçðåøèìî óðàâíåíèå xp

m

= y0? Óêàçàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðî-
âàíà â òåðìèíàõ çàäà÷è âëîæåíèÿ (1.117) ñ K = Fp((t)), X = Zp, Y = Zpm+1.
Âñþäó äàëåå Uj = 1 + tjFp[[t]] äëÿ j ∈ N.

Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ p-ãðóïïà ïîðÿäêà pm ñ îáðàçóþùåé γ. Êàê áûëî
îòìå÷åíî, âëîæåíèå G ↪→ J (Fp) îïðåäåëÿåò ýïèìîðôèçì κ è îáðàòíî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Gj ïîäãðóïïó â G, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì γp

j

. Äëÿ êàæäîãî
j ∈ [0, m − 1] ∩ Z îïðåäåëåíî ÷èñëî rj ∈ N ñî ñâîéñòâîì: κ(Urj) = Gj, à
κ(Urj+1) = Gj+1. Èíûìè ñëîâàìè, ýïèìîðôèçì κ îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {rj}m−1

j=0 , êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü âåòâëåíèåì ýïèìîðôèçìà κ.

Ëåììà (3.4). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rj}m−1
j=0 ⊂ N òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâ-

ëÿåòñÿ âåòâëåíèåì, êîãäà (r0, p) = 1, rj > prj−1 äëÿ âñåõ j, ïðè÷åì åñëè
rj > prj−1, òî äîïîëíèòåëüíî p - rj.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ J (Fp) ïîðÿäêà pm ìîæíî îïðåäåëèòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ãëóáèí {dj}m−1
j=0 ⊂ N ñëåäóþùèì îáðàçîì: dj = νt(t

gp
j

− t) − 1.
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Ðàññìîòðèì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëóáèí {dj}m−1
j=0 ôóíêöèþ ϕ : R>0 → R,

îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(u) =


1
pt (u− dt−1) +

t−1∑
j=1

1
pj (dj − dj−1) + d0, dt−1 6 u 6 dt;

u, 0 6 u 6 d0;

1
pm (u− dm−1) +

m−1∑
j=1

1
pj (dj − dj−1) + d0, dm−1 6 u,

(3.10)

ãäå, êîíå÷íî, t 6 m− 1.

Ëåììà (3.5). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dj}m−1
j=0 ⊂ N òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿ-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãëóáèí íåêîòîðîãî ýëåìåíòà g ∈ J (Fp) ïîðÿäêà
pm, êîãäà

dj−1 = dj−2 + pj−1(p− 1)ϕ(dj−2) + pj−1uj−2 ∀ j ∈ [2, m] ∩ N, (3.11)

ïðè÷åì (d0, p) = 1; äëÿ êàæäîãî j ∈ [2, m] ∩ N ÷èñëî uj−2 ∈ Z>0 à òàêæå
åñëè uj−2 > 0 äëÿ êàêîãî-òî j ∈ [2, m] ∩ N, òî (uj−2, p) = 1.

Òåîðåìà (3.2). Ïóñòü y0 ∈ J (Fp) � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ïîðÿäêà p. Ôèê-
ñèðóåì m ∈ N, òîãäà â ãðóïïå J (Fp) óðàâíåíèå xp

m

= y0 ðàçðåøèìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëóáèí {dj}mj=0, ó êî-
òîðîãî dm � ãëóáèíà ýëåìåíòà y0.

Ëåììà 3.5 è òåîðåìà 3.2 ðåøàþò â ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ òåðìèíàõ çà-
äà÷ó âëîæåíèÿ (1.117) ñ K = Fp((t)), X = Zp, Y = Zpm+1.
Â ãëàâå 4 èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî69. Îïðåäåëèì

[n/2]-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî B ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè.

Ïóñòü n ÷åòíî. Òîãäà ïîëîæèì B = {vk}[n/2]
k=1 ⊂ R>0, ãäå vk � åäèíñòâåííûé

äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

2n∑
s=1

arctg
x

s
= (2k − 1)π. (4.2)

Ïóñòü n íå÷åòíî. Òîãäà ïîëîæèì B = {vk}[n/2]
k=1 ⊂ R>0, ãäå vk � åäèíñòâåí-

íûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

2n∑
s=1

arctg
x

s
= 2kπ. (4.3)

69Ì.È. Çåëèêèí, Ë.Â. Ëîêóöèåâñêèé, Ð. Õèëüäåáðàíä, Ãåîìåòðèÿ îêðåñòíîñòåé îñîáûõ ýêñòðåìàëåé â
çàäà÷àõ ñ ìíîãîìåðíûì óïðàâëåíèåì, Òð. ÌÈÀÍ, 277, (2012), 74�90, Ãèïîòåçà 1.
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Ïðîáëåìà (4.1). Âåðíî ëè, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû íàä Q?

Â 4.1.1 ïîÿñíÿåòñÿ âàæíîñòü äàííîãî âîïðîñà äëÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî
ñèíòåçà â ìíîãîìåðíîé îáîáùåííîé çàäà÷å Ôóëëåðà (4.1). Èìåííî, ðàññìîòðèì
îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó

J(x) =

∫ +∞

0

〈
x,Cx

〉
dt→ min (4.1)

íà òðàåêòîðèÿõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

x(n) = u, |u| ≤ 1, x(t) ∈ V, u(t) ∈ U = V ∀ t ∈ [0, +∞);

x(k)(0) = x0
k, 0 6 k ≤ n− 1.

Çäåñü V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî äîñòàòî÷íî âûñîêîé ðàç-
ìåðíîñòè ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈
·, ·
〉
, à C � íåêîòîðûé ñàìîñîïðÿæåí-

íûé ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ôóíêöèÿ x(t) ñ÷èòàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âìå-
ñòå ñî ñâîèìè 2n − 1 ïðîèçâîäíûìè. Óïðàâëåíèå u(t) ∈ L1(0; +∞) � èçìåðè-
ìàÿ ôóíêöèÿ. Áûëî óñòàíîâëåíî70, ÷òî â çàäà÷å (4.1) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå, ïðîõîäÿùåå çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó k-ìåðíîãî
òîðà ïðè k 6 [n/2], åñëè íåêîòîðûå k ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû íàä ïîëåì Q, à îïåðàòîð C âûáðàí ïîäõîäÿùèì îáðàçîì71. Îïðåäåëèì
ìíîãî÷ëåí fn(x) ∈ Z[x] ñòåïåíè n− 1 ôîðìóëîé

xfn(x
2) = Im

2n∏
j=1

(ix+ j). (4.4)

Â ðàçäåëå 4.2 ïðèâîäÿòñÿ ðåäóêöèè ïðîáëåìû 4.1 ê âîïðîñàì òåîðèè Ãàëóà.
Èìåííî, â 4.2.1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ëåììà 4.1 è ñëåäñòâèå 4.1, êîòîðûå ñâîäÿò
ïðîáëåìó 4.1 ê âîïðîñó î âëîæèìîñòè çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû ñòåïåíè n− 1
â ãðóïïó Ãàëóà íàä Q ìíîãî÷ëåíà fn(x) ñòåïåíè n − 1, îïðåäåëåííîãî â (4.4)
è (4.5).

Ëåììà (4.1). Ïóñòü a(x) ∈ k[x] � ñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1,
ãäå n ∈ Z>5. Ïóñòü äàëåå An−1 ↪→ Galk(a). Â ýòîì ñëó÷àå ëþáûå

[
n
2

]
êîðíÿ

ìíîãî÷ëåíà A(x) := a(x2), êâàäðàòû êîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íàä k.

Ñëåäñòâèå (4.1). Ïóñòü n ∈ Z>5 òàêîâî, ÷òî An−1 ↪→ GalQ(fn). Òîãäà âñå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B, îïðåäåëåííîãî â (4.2) è (4.3), ëèíåéíî íåçàâèñèìû
íàä Q. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêèõ n ïðîáëåìà 4.1 ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî.

70Ì.È. Çåëèêèí, Ä.Ä. Êèñåëåâ, Ë.Â. Ëîêóöèåâñêèé, Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è òåîðèÿ Ãàëóà, Ìàòåì.

ñá., 204:11, (2013), 83�98.
71Òàì æå, Òåîðåìà 3.
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Ðåçóëüòàòû ïóíêòà 4.2.2 íàïðàâëåíû íà ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè î ãðóïïå
Ãàëóà GalQ(fn): â òåîðåìå 4.1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà fn(x) íàä Q.

Òåîðåìà (4.1). Ïóñòü n > 1 � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî ÷èñëî q =
2n + 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñ óñëîâèåì Bq−3 6≡ 0(mod q), òîãäà ìíîãî÷ëåí
fn(x) íåïðèâîäèì íàä Q.

Â òåîðåìå 4.2 ïðè óñëîâèè íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà fp+1(x) äëÿ íåêîòî-
ðûõ ïðîñòûõ p ñïåöèàëüíîãî âèäà óñòàíàâëèâàåòñÿ 2-òðàíçèòèâíîñòü ãðóïïû
GalQ(fp+1).

Òåîðåìà (4.2). Ïóñòü q ≡ 2(mod 3) � òàêîå íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, ÷òî
ìíîãî÷ëåí f4(x) íåïðèâîäèì íàä Q, à p = 3 + q + 3qk � ïðîñòîå ÷èñëî äëÿ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k. Åñëè ìíîãî÷ëåí fp+1(x) íåïðèâîäèì íàä Q, òî
ãðóïïà GalQ(fp+1) êàê ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê êîðíåé ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìîé
äâàæäû òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé.

Â òåîðåìå 4.3 ñòðîèòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ n,
äëÿ êîòîðûõ ãðóïïà GalQ(fn) ñîäåðæèò òðàíñïîçèöèþ.

Òåîðåìà (4.3). Ïóñòü n > 4 � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî ÷èñëî r =
2n + 7 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ïðè÷åì âûïîëíåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà
êâàäðàòè÷íûé ñèìâîë Ëåæàíäðà(

889

r

)
= −1, (4.28)

òîãäà ãðóïïà GalQ(fn) êàê ãðóïïà ïîäñòàíîâîê êîðíåé ìíîãî÷ëåíà fn(x) ñî-
äåðæèò òðàíñïîçèöèþ. Áîëåå òîãî, òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë r ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Îáúåäèíÿÿ òåîðåìó 4.1 è òåîðåìó 4.2, ïîëó÷àåì íàáîð óñëîâèé íà n, ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïðîáëåìà 4.1 ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî.

Òåîðåìà (4.4). Ïóñòü q ≡ 2(mod 3) � òàêîå íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, ÷òî
ìíîãî÷ëåí f4(x) íåïðèâîäèì íàä Q, à ÷èñëî p = 3+q+3qk òàêæå ïðîñòîå äëÿ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k. Åñëè ÷èñëî 2p+3 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñ óñëîâèåì
B2p 6≡ 0(mod 2p+3), òî Ap ↪→ GalQ(fp+1), êðîìå, áûòü ìîæåò, ñëó÷àÿ êîãäà
p = (rst − 1)/(rs − 1) äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî r è íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ
r, s.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 4.3 ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 4.2 ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ïðîáëåìå 4.1. Â 4.3.1 â òåîðåìàõ 4.6 è 4.7 äëÿ
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ëþáîãî n > 3 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q.

Â 4.3.2 èç òåîðåìû 4.4 èçâëåêàåòñÿ ðÿä ñëåäñòâèé, ïîñâÿùåííûõ ñóùåñòâî-
âàíèþ â çàäà÷å (4.1) ðåøåíèÿ, óïðàâëåíèå êîòîðîãî çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðîõî-
äèò âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó òîðà áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ÷åì 2.

Ñëåäñòâèå (4.5). Ïóñòü q ≡ 2(mod 3) � òàêîå íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, ÷òî
ìíîãî÷ëåí f4(x) íåïðèâîäèì íàä Fq, à ÷èñëî p = 3 + q + 3qk òàêæå ïðîñòîå
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k. Åñëè ÷èñëî 2p+3 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñ óñëî-
âèåì B2p 6≡ 0(mod 2p+3), è åñëè p íå ïðåäñòàâèìî â âèäå (rst−1)/(rs−1) íè
äëÿ êàêîãî ïðîñòîãî r è íàòóðàëüíûõ s, t, òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B,
îïðåäåëåííîãî óñëîâèÿìè (4.2) è (4.3), ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q. Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ òàêèõ n = p+ 1 ïðîáëåìà 4.1 ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî.

Òåîðåìà (4.8). Ïóñòü n > 4 � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî ÷èñëà p = n−1,
q = 2n + 1, r = 2n + 7 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ïðè÷åì äëÿ r âûïîëíåíî óñëî-
âèå (4.28), à äëÿ q � óñëîâèå Bq−3 6≡ 0(mod q). Òîãäà èìååò ìåñòî èçîìîð-
ôèçì GalQ(fn) ∼= Sp.

Òåîðåìà 4.4 èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè: ïðè

n ∈ {1614, 34 503 270, 499 989 828, 499 997 838}

ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ An−1 ↪→ GalQ(fn), â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìà 4.1 ðåøàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî äëÿ òàêèõ n. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî n = 499 997 838 ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì èçâåñòíûì íà äàííûé ìîìåíò ÷èñëîì, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíî
ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 4.1.

Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð íà ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4.8: ïåðå÷èñëåíû
âñå íàòóðàëüíûå n 6 600, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 4.8, äëÿ êî-
òîðûõ, êàê ñëåäñòâèå, ïðîáëåìà 4.1 ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî. Âñå òàêèå íàòó-
ðàëüíûå n èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

n ∈ {8, 18, 20, 30, 48, 270, 338, 410, 488, 558}.

Çàêëþ÷åíèå

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. ðåøåíà ïðîáëåìà À.Â. ßêîâëåâà, ïîñâÿùåííàÿ õàðàêòåðèçàöèè óëüòðà-
ðàçðåøèìûõ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé, äëÿ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé íå÷åò-
íîãî ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì (ïîëíîñòüþ) à òàêæå â äîñòàòî÷íî
øèðîêèõ êëàññàõ ãðóïïîâûõ ðàñøèðåíèé ÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ öèêëè÷åñêèì
ÿäðîì;
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2. âûÿñíåíî, ÷òî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï À.Â. ßêîâëåâà íå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì äëÿ óëüòðàðàçðåøèìîñòè p-ðàñøèðåíèé;

3. ïîñòðîåíû íåïîëóïðÿìûå p-ðàñøèðåíèÿ ñ àáåëåâûì íåöèêëè÷åñêèì ÿä-
ðîì, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëåìà À.Â. ßêîâëåâà ðåøàåòñÿ îòðèöàòåëüíî;

4. ïîëó÷åíû íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå îöåíêè èíäåêñà Øóðà íåïðèâîäèìûõ
êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï ïîðÿäêà n (êëàññ Gord(n)), êî-
íå÷íûõ ãðóïï çàäàííîé ýêñïîíåíòû n (êëàññ Gexp(n)) íàä ïîëåì Q;

5. ïîñòðîåíû ÿâíûå âëîæåíèÿ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ p-ãðóïï â ãðóïïó Äæåí-
íèíãñà J (Fp), äàþùèå îòâåò íà âîïðîñ È.Ê. Áàáåíêî;

6. íàéäåí êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ xp
m

= y0 â ãðóïïå J (Fp) ïðè
çàäàííûõ íàòóðàëüíîì m è ýëåìåíòå y0 ∈ J (Fp) ïîðÿäêà p;

7. ïðîáëåìà Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî ñâåäåíà ê âîïðîñó î íåïðèâîäèìîñòè
íàä Q ìíîãî÷ëåíà fp+1(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ ïðîñòûõ p, ðåøåíà ïðîáëåìà
Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî äëÿ ðÿäà72 íàòóðàëüíûõ n è, êàê ñëåäñòâèå, â
îáîáùåííîé çàäà÷å Ôóëëåðà ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ñ óïðàâëåíèåì, ïðîõî-
äÿùèì çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó k-ìåðíîãî òîðà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k 6 249 998 919 (îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ îöåíêà íà òå-
êóùèé ìîìåíò ïðèíöèïèàëüíî íåóëó÷øàåìà);

8. äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ëþáîãî n > 3 íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ �êðè-
òè÷åñêîãî� ìíîæåñòâà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî, ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q è, êàê ñëåäñòâèå, â îáîáùåííîé çàäà÷å Ôóëëåðà
äëÿ ëþáîãî n > 3 ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ñ óïðàâëåíèåì, ïðîõîäÿùèì çà êî-
íå÷íîå âðåìÿ âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó 2-ìåðíîãî òîðà;

9. äîêàçàíà íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Çåëèêèíà-Ëîêóöèåâñêîãî ñòåïåíè
(q − 3)/2 íàä Q äëÿ âñåõ ïðîñòûõ q > 3 ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì íà
÷èñëî Áåðíóëëè: Bq−3 6≡ 0(mod q); âû÷èñëåíà ãðóïïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà
fn(x) íàä Q ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ n > 4 ÷èñëà p = n − 1, q = 2n + 1,
r = 2n + 7 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, 889 íå êâàäðàò ïî ìîäóëþ r, à Bq−3 6≡
0(mod q);

10. äîêàçàíî âëîæåíèå An−1 ↪→ GalQ(fn) ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà p = n − 1,
q = 2n+1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ïðè÷åì Bq−3 6≡ 0(mod q), à p ïðèíàäëåæèò
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè {26 + 69k | k ∈ N} è íå ïðåäñòàâèìî â âèäå
äðîáè (rst − 1)/(rs − 1) íè äëÿ êàêîãî ïðîñòîãî r è íàòóðàëüíûõ s, t.

72Ïðåäïîëîæèòåëüíî áåñêîíå÷íîãî.
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