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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ òåõíèêè, ñâÿ-
çàííîé ñ èññëåäîâàíèåì îäíîãî èç öåíòðàëüíûõ îáúåêòîâ áåñêîíå÷íîìåðíîãî
àíàëèçà, íàõîäÿùåãî âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå � ôóíê-
öèîíàëüíîãî èíòåãðàëà (èíòåãðàëà Ôåéíìàíà ïî òðàåêòîðèÿì). Îïóáëèêîâà-
íî ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ èçó÷åíèþ è ïðèëîæåíèÿì ýòîãî îáúåêòà, íî
áîëüøèíñòâî èç íèõ íàïèñàíû íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè, òàê êàê ìà-
òåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âîçíèêàþùèõ êîíñòðóêöèé ñâÿçàíî ñ ïðåîäîëåíèåì
ñåðü¼çíûõ òåõíè÷åñêèõ è èäåéíûõ òðóäíîñòåé. ×èñëî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ
ðàáîò ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî, íî â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå
îíî áûñòðî âîçðàñòàåò. Ýòîò ðîñò ñâÿçàí íå òîëüêî ñ âàæíîñòüþ îáñóæäàå-
ìûõ îáúåêòîâ äëÿ ïðèëîæåíèé, íî è ñ âíóòðåííåé ëîãèêîé ðàçâèòèÿ àíàëèçà.
Ñêàçàííîå è îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Îáîñíóåì òåïåðü,
ïî÷åìó è â ðàìêàõ ýòîé äîñòàòî÷íîé øèðîêîé òåìàòèêè ïîñòàâëåííûå è ðå-
ø¼ííûå â äèññåðòàöèè çàäà÷è çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî.

Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà (â ñìûñëå Î.Ã. Ñìîëÿíîâà) íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ïðåäåëà êðàòíîãî èíòåãðàëà ïðè
êðàòíîñòè, ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì îïèñàíà1 ñâÿçü èíòåãðàëà
Ôåéíìàíà è ôîðìóë Ôåéíìàíà: êðàòíûå èíòåãðàëû êîíå÷íîé (íî íåîãðàíè-
÷åííî âîçðàñòàþùåé) êðàòíîñòè â ôîðìóëàõ Ôåéíìàíà ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñè-
ìàöèÿìè äëÿ èíòåãðàëà ¾áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè¿, ò.å. èíòåãðàëà Ôåéíìàíà
ïî òðàåêòîðèÿì. Ïîýòîìó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû
Ôåéíìàíà êàê äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà Ôåé-
íìàíà, òàê è äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ.

Âïåðâûå òàê íàçûâàåìûå ëàãðàíæåâû ôîðìóû Ôåéíìàíà ïîÿâèëèñü â ðà-
áîòå Ð. Ôåéíìàíà2 1948 ãîäà, ãäå îí ïîñòóëèðîâàë èõ ¾íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå
ñòðîãîñòè¿, ò.å. áåç ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñòðîåííûå Ôåéíìà-
íîì ôîðìóëû äîêàçàë â 1964 ãîäó Ý. Íåëüñîí,3 åãî äîêàçàòåëüñòâî îïèðàëîñü
íà îòêðûòóþ â 1959 ãîäó òåîðåìó Òðîòòåðà,4 íàçûâàåìóþ òàêæå èíîãäà òåîðå-
ìîé Òðîòòåðà-Äàëåöêîãî-Ëè. Ãàìèëüòîíîâû ôîðìóëû Ôåéíìàíà â 1951 ãîäó
áûëè òàêæå áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíû Ð. Ôåéíìàíîì,5 à äîêàçàíû â

1Î.Ã.Ñìîëÿíîâ, Å.Ò.Øàâãóëèäçå. Êîíòèíóàëüíûå èíòåãðàëû. ÓÐÑÑ, 2015.
2R.P. Feynman. Space-time approach to nonrelativistic quantum mechanics// Rev. Mod. Phys., 20 (1948),

367-387.
3E. Nelson, Feynman Integrals and the Schredinger Equation, J. Math. Phys., 1964, 5:3, pp. 332-343.
4H.F. Trotter. On the product of semi-groups of operators// Proceedings of the American Mathematical

Society 10 (4), pp. 545�551, 1959.
5R.P. Feynman. An operation calculus having applications in quantum electrodynamics// Phys. Rev. 84

(1951), 108-128.
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2002 ãîäó ðàáîòå Î.Ã. Ñìîëÿíîâà, À.Ã. Òîêàðåâà è À. Òðóìàíà6 ïðè ïîìîùè
ïîÿâèâøåéñÿ â 1968 ãîäó òåîðåìû ×åðíîâà7.

Ïåðâûå óïîìèíàíèÿ òåîðåìû ×åðíîâà â ðàáîòàõ Î.Ã.Ñìîëÿíîâà ñ ñîàâ-
òîðàìè îòíîñÿòñÿ ê 2000 ãîäó.8,9,10 Î ñîñòîÿíèè èññëåäîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì
òåîðåìû ×åðíîâà â ðàìêàõ ïàðàäèãìû Î.Ã.Ñìîëÿíîâà ìîæíî ñóäèòü ïî îáçî-
ðàì11,12,13 è âíîâü âûõîäÿùèì ñòàòüÿìÌ.Ñ.Áóçèíîâà, ß.À.Áóòêî, Á.Î.Âîëêîâà,
À.À.Êàëèíè÷åíêî, À.À.Êðàâöåâîé,Þ.Í.Îðëîâà, Â.Æ.Ñàêáàåâà, Î.Ã.Ñìîëÿíîâà,
Å.Ò.Øàâãóëèäçå, Í.Í.Øàìàðîâà, àâòîðà äèññåðòàöèè è ññûëêàì â ýòèõ ñòà-
òüÿõ. Äîñòàòî÷íî îáøèðíàÿ (íî âñ¼ ðàâíî íå ïîëíàÿ) áèáëèîãðàôèÿ èìååòñÿ
â äàòèðîâàííîì àâãóñòîì 2017 ãîäà ïðåïðèíòå ß.À.Áóòêî.14 Ïðèâåä¼ì íàè-
áîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà ×åðíîâà.15 Ïóñòü F � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è L (F) � ïðî-

ñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â F . Ïóñòü äàíà ôóíê-
öèÿ G : [0,+∞)→ L (F), íåïðåðûâíàÿ íà êàæäîì âåêòîðå, ïðè÷¼ì G(0) = I

è ‖G(t)‖ ≤ eωt ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ω ∈ R. Ïóñòü åñòü òàêîå ïëîò-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî D ⊂ F , ÷òî ïðè âñåõ f ∈ D ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limt→0 t
−1(G(t)f−f), çíà÷åíèå êîòîðîãî áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì G′(0)f .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G′(0) íà D îáëàäàåò çàìûêàíèåì C, è ÷òî C ÿâëÿåò-

ñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû
(
etC
)
t≥0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

f ∈ F è êàæäîãî t0 > 0 èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ïî t ∈ [0, t0] ñõîäèìîñòü

etCf = limn→∞G(t/n)nf.

Ïóñòü F � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîì áåñêîíå÷íîì
ìíîæåñòâå Q. Åñëè C � íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî âû÷èñëÿòü etC îáû÷íî

6O.G. Smolyanov, A.G. Tokarev, A. Truman. Hamiltonian Feynman path integrals via the Cherno� formula//

J. Math. Phys. 43, 10 (2002) 5161-5171.
7Paul R. Cherno�, Note on product formulas for operator semigroups, J. Functional Analysis 2 (1968),

238-242.
8Smolyanov O.G., Weiz�sacker H.v., Wittich O. Di�usion on compact Riemannian manifolds, and surface

measures // Doklady Math. 2000. V. 61. P. 230-234.
9O.G. Smolyanov, H.v. Weizs�acker, and O. Wittich. Brownian motion on a manifold as limit of stepwise

conditioned standard Brownian motions// Stochastic processes, Physics and Geometry: New Interplays. II: A

Volume in Honour of S. Albeverio, volume 29 of Can. Math. Soc. Conf. Proc., pages 589�602. Am. Math. Soc.,

2000.
10O. G. Smolyanov, A. Trumen. Feynman Formulas for Solutions of the Schr�odinger Equation on Compact

Riemannian Manifolds// Math. Notes, 68:5 (2000), 668�671
11O.G. Smolyanov. Feynman formulae for evolutionary equations// Trends in Stochastic Analyasis, London

Mathematical Society Lecture Notes Series 353, 2009.
12O.G.Smolyanov. Schr�odinger type semigroups via Feynman formulae and all that. Proceedings of the

Quantum Bio-Informatics V, Tokyo University of Science, Japan, 7 - 12 March 2011// World Scienti�c, 2013.
13ß.À. Áóòêî. Ôåéíìàíîâñêèå ôîðìóëû äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé// Íàóêà è îáðàçîâàíèå, Nî 3

(2014), 95-132. DOI: 10.7463/0314.0701581
14Yana A. Butko. Cherno� approximation for semigroups generated by killed Feller processes and Feynman

formulae for time-fractional Fokker-Planck-Kolmogorov equations// arXiv:1708.02503
15Òåîðåìà 10.7.21 â êíèãå: Áîãà÷åâ Â.È., Ñìîëÿíîâ Î.Ã. Äåéñòâèòåëüíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç:

óíèâåðñèòåòñêèé êóðñ// ÐÕÄ, 2011.
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òðóäíî, ïîñêîëüêó çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ etC ðàâíîñèëüíà ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè{
u′t(t, x) = Cu(t, x) äëÿ t > 0, x ∈ Q
u(0, x) = u0(x) äëÿ x ∈ Q

äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè (â îïåðàòîð C âõîäÿò ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò x), ïðè ýòîì u(t, x) =(
etCu0

)
(x). Îäíàêî, åñëè ìû ðàñïîëàãàåì ïîäõîäÿùèì ñåìåéñòâîì (G(t))t≥0,

òî ìîæíî âû÷èñëÿòü etC ïðèáëèæ¼ííî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åðíîâà. Òà-
êîé ïîäõîä äàëåå íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé ïî ×åðíîâó, ñàìè âûðàæåíèÿ
G(t/n)n � ÷åðíîâñêèìè àïïðîêñèìàöèÿìè, à ôóíêöèÿ G � ôóíêöèåé ×åðíî-

âà îïåðàòîðà C.
Åñëè îïåðàòîð G(t) � èíòåãðàëüíûé, òî G(t/2)2f � ýòî ðåçóëüòàò ïðè-

ìåíåíèÿ ê ôóíêöèè f èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà äâà ðàçà ïîäðÿä, ò.å. ýòî
äâóõêðàòíûé ïîâòîðíûé èíòåãðàë, êîòîðûé ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äâîéíîé.
Àíàëîãè÷íî, G(t/3)3f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðîéíîé èíòåãðàë, à G(t/n)nf �
n-êðàòíûé èíòåãðàë. Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì t > 0 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî etCf
ðàâíî ïðåäåëó êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïðè êðàòíîñòè, ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè. Èìåííî òàê ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû ×åðíîâà â ðàìêàõ ïàðàäèãìû
Î.Ã.Ñìîëÿíîâà âîçíèêàþò ôîðìóëû Ôåéíìàíà.

Â ñâÿçè ñ îáîñíîâàííîé âûøå âàæíîñòüþ òåîðåìû ×åðíîâà äëÿ ïðèëî-
æåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåãðàëà Ôåéíìàíà è â òåîðèè óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäûíìè ýòà òåîðåìà ñàìà ÿâëÿëàñü è ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì
ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ. Òàê, À.Þ.Íåêëþäîâ ïîëó÷èë16 îáîáùåíèå òåîðåìû
íà ñëó÷àé, êîãäà ïðîñòðàíñòâî F íå íîðìèðîâàííîå, à ëèøü ëîêàëüíî âûïóê-
ëîå. À.Ñ.Ïëÿøå÷íèê ñôîðìóëèðîâàë, äîêàçàë è ïðèìåíèë17,18 âàðèàíò òåîðå-
ìû ×åðíîâà, ïðèãîäíûé äëÿ ðåøåíèÿ íåàâòîíîìíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-
íèé, ò.å. óðàâíåíèé u′(t) = C(t)u(t) ñ ÿâíî çàâèñÿùèì îò âðåìåíè îïåðàòîðîì
C. Áûëè ïîëó÷åíû19,20 ðåçóëüòàòû îá îáðàùåíèè òåîðåìû ×åðíîâà. Ñóùå-
ñòâóåò21 âàðèàíò òåîðåìû ×åðíîâà, â ïðåäïîëàãàþùóþ ÷àñòü êîòîðîé âíåñåíî
óñëîâèå ïëîòíîñòè îáðàçà îïåðàòîðà C−λI â F ïðè íåêîòîðîì λ > 0; â ýòîì

16À.Þ.Íåêëþäîâ. Òåîðåìû ×åðíîâà è Òðîòòåðà-Êàòî äëÿ ëîêàëüíî-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ. Äèññåðòà-

öèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 2008.
17A.S. Plyashechnik. Feynman formula for Schredinger-Type equations with time- and space-dependent

coe�cients, Russian Journal of Mathematical Physics, 2012, vol. 19, No.3, pp. 340-359.
18A.S. Plyashechnik. Feynman formulas for second-order parabolic equations with variable coe�cients,

Russian Journal of Mathematical Physics, 2013, vol. 20, No.3, pp. 377-379.
19À. Þ. Íåêëþäîâ, �Îáðàùåíèå òåîðåìû ×åðíîâà�, Ìàòåì. çàìåòêè, 83:4 (2008), 581�589
20Þ. Í. Îðëîâ, Â. Æ. Ñàêáàåâ, Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, �Íåîãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå îïåðàòîðû è ôîðìóëû

Ôåéíìàíà�, Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 80:6 (2016), 141�172
21Cëåäñòâèå 5.3 èç òåîðåìû 5.2 â êíèãå: K.-J. Engel, R. Nagel. One-Parameter Semigroups for Linear

Evolution Equations// Springer, 2000.
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ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå ïîëóãðóïïû ñ ãåíåðàòîðîì C óòâåðæäàåòñÿ òåîðåìîé,
à íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, êàê â êëàññè÷åñêîé òåîðåìå ×åðíîâà.

Ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè ñòðóêòóðèðîâàòü òåîðåìó ×åðíîâà, ò.å. ïðåä-
ëàãàëèñü ñïîñîáû ðàçáèåíèÿ å¼ óñëîâèé íà ÷àñòè, â òîì ÷èñëå ñì. ðàáîòû
Â.À.Äóáðàâèíîé22 è ß.À.Áóòêî,23 åù¼ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ áûëè ïðåäëîæå-
íû Î.Ã.Ñìîëÿíîâûì è åãî ñîàâòîðàìè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòè ñòðóêòó-
ðèðîâàíèÿ áûëè ïðèçâàíû îáëåã÷èòü àâòîðó ñòðóêòóðèðîâàíèÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî òåõ óòâåðæäåíèé, ïîä êîòîðûå áûëî ïîäîáðàíî ýòî ñòðóêòóðèðîâàíèå.
Ïðè ýòîì íè îäèí èç èññëåäîâàòåëåé äî àâòîðà äèññåðòàöèè íå ñòàâèë çàäà÷ó
ïðåäëîæèòü òàêîå ñòðóêòóðèðîâàíèå, êîòîðîå ìîãëî áû ñàìî ïî ñåáå áûòü
èñòî÷íèêîì óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèé ×åðíîâà.

Òàêèì îáðàçîì, íà ìîìåíò íà÷àëà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ èìåëà
ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ:

• Òåîðåìà ×åðíîâà îêîëî 10 ëåò àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ãðóïïîé Î.Ã.Ñìîëÿ-
íîâà äëÿ âûðàæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-
íèé ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíîå óñëîâèå.

• Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè u′t(t, x) = Cu(t, x), u(0, x) = u0(x) èìååò âèä
u(t, x) =

(
etCu0

)
(x), ãäå ýêñïîíåíòà etC ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïóò¼ì

ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ×åðíîâà G äëÿ îïåðàòîðà C è ïðèìåíåíèÿ (âåðíîé
â ñèëó òåîðåìû ×åðíîâà) ôîðìóëû etC = limn→∞G(t/n)n.

• Âî âñåõ èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ îïåðàòîð G(t) áûë èíòåãðàëüíûì, ïîýòîìó
ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå ïðåäåëà êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïðè ðàñ-
òóùåé ê áåñêîíå÷íîñòè êðàòíîñòè (ò.å. â âèäå ôîðìóëû Ôåéíìàíà), ÷òî
ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êîí-
òèíóàëüíîãî èíòåãðàëà (èíòåãðàëà Ôåéíìàíà ïî òðàåêòîðèÿì).

• Ôóíêöèè ×åðíîâà ìíîãèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èçâåñòíû, íî
ðåãóëÿðíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé ×åðíîâà íå ñóùåñòâóåò: äëÿ
êàæäîãî îïåðàòîðà C ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü ôóíêöèþ ×åðíîâà èíäèâè-
äóàëüíî, õîòÿ íàêîïëåííûé îïûò óæå íà÷èíàåò îáîáùàòüñÿ â âèäå ïåð-
âûõ òåîðåì îáùåãî õàðàêòåðà24.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, íàïðàâëåíèå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ
òåîðåìû ×åðíîâà îïðåäåëÿåòñÿ îòâåòàìè íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

22V.A. Dubravina. Feynman formulas for solutions of evolution equations on rami�ed surfaces// Russian

Journal of Mathematical Physics Apr. 2014, Vol. 21 (2) pp. 285-288.
23Yana A. Butko. Cherno� approximation for semigroups generated by killed Feller processes and Feynman

formulae for time-fractional Fokker-Planck-Kolmogorov equations// arXiv:1708.02503
24Butko Ya.A., Schilling R.L., Smolyanov O.G.. Lagrangian and Hamiltonian Feynman formulae for some

Feller semigroups and their perturbations. Inf. Dim. Anal. Quant. Probab. Rel. Top., 15:3 (2012)
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• Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ×åðíîâà, ò.å. ïðåäëîæèòü êàêèå-
ëèáî ðåãóëÿðíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé ×åðíîâà äëÿ äîñòàòî÷íî
øèðîêîãî êëàññà îïåðàòîðîâ? Ýòî ïîçâîëèëî áû óéòè îò ïîñòîÿííîãî
ðàçáîðà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è íà÷àòü ñòðîèòü îáùóþ òåîðèþ.

• Êðîìå èíòåãðàëüíûõ, êàêèå îïåðàòîðû ìîãóò âûñòóïàòü â ðîëè ôóíê-
öèé ×åðíîâà? Êàê òðàêòîâàòü ÷åðíîâñêèå àïïðîêñèìàöèè, ïîëó÷åííûå
íà îñíîâå ýòèõ äðóãèõ îïåðàòîðîâ?

Â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè ýòè âîïðîñû ïîëó÷àþò ñâîè îòâåòû,
÷òî äîêàçûâàåò àêòóàëüíîñòü ñîäåðæàíèÿ ýòèõ ãëàâ.

Ïåðâàÿ ãëàâà íà÷èíàåòñÿ ñ îáçîðà ëèòåðàòóðû è îïðåäåëåíèÿ èñïîëü-
çóåìûõ â äèññåðòàöèè òåðìèíîâ, òàì æå äàþòñÿ íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ è
ïðèìåðû. Ïîñëå ýòîãî îáñóæäàåòñÿ ïðèíàäëåæàùàÿ àâòîðó äèññåðòàöèè êîí-
ñòðóêöèÿ êàñàíèÿ ïî ×åðíîâó è ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ èñ÷èñëåíèÿ
ôóíêöèé ×åðíîâà. À èìåííî, äîêàçûâààåòñÿ, ÷òî åñëè äàíû ôóíêöèè, êà-
ñàòåëüíûå ïî ×åðíîâó ê îïåðàòîðàì A è B, òî ÿâíî óêàçàííûìè â ïåðâîé
ãëàâå ôîðìóëàìè ìîæíî çàäàòü ôóíêöèè, êàñàòåëüíûå ïî ×åðíîâó ê îïåðà-
òîðàì A + B è AB. Äàëåå, âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ äèññåðòàöèè ðàññóæ-
äåíèÿ ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ u′t(t, x) = Lu(t, x) â
äâóõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ. Îáå çàäà÷è ïîëíîñòüþ ðåøåíû àâòîðîì. Âîçíèê-
øèå ïðè ýòîì òåîðåìû ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè è ññûëêàìè
íà òåîðèþ èç ïåðâîé ãëàâû.
Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x ïðèíàäëåæèò R1, à

óðàâíåíèå u′t(t, x) = Lu(t, x) � ýòî ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ ïåðåìåííûìè (âåùåñòâåííûìè) êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå çàâèñÿò îò x,
íî íå îò t. Óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ ÷åðíîâñêîé àïïðîêñèìàöè-
îííîé ïðîöåäóðû ñî ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûì ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ ñäâèãà.
Äîêàçàíà ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ðå-
øåíèå ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûðàæåíèÿ íîâîãî òèïà, ïîñêîëüêó
â çäåñü èñïîëüçóþòñÿ íå ñòåïåíè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (ïðèâîäÿùèå ê
îáû÷íûì ôîðìóëàì Ôåéíìàíà), à ñòåïåíè îïåðàòîðà ñäâèãà. Äîêàçàíî, ÷òî
ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàêæå êàê ôîðìóëà Ôåéíìàíà ñ èíòåãðàëüíûì
ÿäðîì, ñîäåðæàùèì îáîáù¼ííûå ôóíêöèè. Ðàíåå ýòî óðàâíåíèå áûëî ðåøåíî
ìíîãèìè ñïîñîáàìè, îäíàêî çäåñü âïåðâûå òåîðåìà ×åðíîâà ïðèìåíÿåòñÿ ê
ñåìåéñòâó îïåðàòîðîâ ñäâèãà, à íå ê ñåìåéñòâó èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.
Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àðãóìåíò x ïðèíàä-

ëåæèò áåñêîíå÷íîìåðíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó H, à â
ðîëè L âûñòóïàåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåí-
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òàìè, ñîäåðæàùèé ïðîèçâîäíûå âòîðîãî, ïåðâîãî è íóëåâîãî ïîðÿäêîâ. Âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ âõîäèò â L â âèäå ëàïëàñèàíà Âîëüòåððû-Ãðîññà,25 êîòîðûé
ñòðîèòñÿ ïî ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A : H → H ñ êîíå÷íûì ñëåäîì òàê: åñëè
f � ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íà H, òî ïî îïðåäåëåíèþ (∆Af)(x) = trace(Af ′′)(x).
Ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åðíîâà ïèøåòñÿ â âèäå ïðåäåëà êðàòíûõ èíòå-
ãàëîâ íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùåé êðàòíîñòè, ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàíèå â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå âåä¼òñÿ ïî ãàóññîâñêîé ìåðå ñ êîððåëÿöèîííûì îïåðà-
òîðîì, ðàâíûì ïðîèçâåäåíèþ îïåðàòîðà A íà çàâèñÿùóþ îò êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ ôóíêöèþ.

Îáîñíóåì àêòóàëüíîñòü çàäà÷è, ðåø¼ííîé â òðåòüåé ãëàâå. Ýâîëþöèîííûå
óðàâíåíèÿ (òèïà òåïëîïðîâîäíîñòè è òèïà Øð¼äèíãåðà) â áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ26,27 ïðèâëåêàþò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèìåðíî ñ 60-õ ãî-
äîâ ÕÕ âåêà (â ÷àñòíîñòè, ñì. ðàáîòû Î.Ã. Ñìîëÿíîâà, Å.Ò. Øàâãóëèäçå,
À.Þ. Õðåííèêîâà, Ñ. Àëüáåâåðèî). Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñòàòåé, ïîñâÿù¼í-
íûõ ýòîé òåìàòèêå. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé áåñêîíå÷íîìåðíîãî àðãóìåíòà ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ïîëÿ
è òåîðèåé ñòðóí, òåîðèåé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå íåêîòîðûìè çàäà-
÷àìè ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè.28 Ïðèâåä¼ì ëèøü íåñêîëüêî ññûëîê, âàæíûõ
äëÿ îáîñíîâàíèÿ àêòóàëüíîñòè èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåä¼ííîãî â òðåòüåé ãëàâå
äèññåðòàöèè. Òàê, â ÷àñòíîñòè, èçó÷àëîñü29 óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå. Óðàâíåíèå ñîäåðæèò ÷ëåíû âòîðîãî, ïåðâîãî è íóëåâîãî
ïîðÿäêîâ, êîýôôèöèåíò ïðè ÷ëåíå âòîðîãî ïîðÿäêà ïîñòîÿííûé. Ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè äà¼òñÿ â âèäå ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà-Èòî. Ïîõîæåå óðàâíåíèå
Øð¼äèíãåðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå óäàëîñü ðåøèòü30 ñ ïîìîùüþ èí-
òåãðàëà ïî êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðå è òåõíèêè, âûðîñøåé èç ïîíÿòèÿ ÷åð-
íîâñêîãî êàñàíèÿ, ñì. ðàáîòó [2] àâòîðà äèññåðòàöèè. Â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå31

25Ë.Àêêàðäè, Î.Ã.Ñìîëÿíîâ. Îáîáù¼ííûå ëàïëàñèàíû Ëåâè è ÷åçàðîâñêèå ñðåäíèå// ÄÀÍ 424:5 (2009)

583-567
26Â.È.Àâåðáóõ, Î.Ã.Ñìîëÿíîâ, Ñ.Â.Ôîìèí. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â

ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. I. Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû.// Òð. ÌÌÎ, 24, Èçäàòåëüñòâî Ìîñêîâñêîãî óíè-

âåðñèòåòà, Ì., 1971, 133�174
27Â.È.Àâåðáóõ, Î.Ã.Ñìîëÿíîâ, Ñ.Â.Ôîìèí. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â

ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. II. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.// Òð. ÌÌÎ, 27,

Èçäàòåëüñòâî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, Ì., 1972, 249�262
28Â.À.Ëàïøèí.Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè ñðî÷íîé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê, ó÷èòûâà-

þùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðûíêà. Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ôàêóëüòåò ÂÌÊ ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2010.
29ß.À. Áóòêî. Ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà-Èòî äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñî ñêàëÿð-

íûì è âåêòîðíûì ïîòåíöèàëàìè// Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, 2006, ò. 2, �1, ñ. 75-87.
30Â. Æ. Ñàêáàåâ. Óñðåäíåíèå ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé è ìåðû íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, èíâàðèàíò-

íûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ//ÒÌÔ, 191:3 (2017), 473�502
31G. Da Prato, J. Zabczyk. Second Order Partial Di�erential Equations in Hilbert Spaces// London

Mathematical Society Lecture Notes Series 293, 2004.

6



ðàçáèðàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, áåç ÷ëåíîâ ïåðâîãî è íóëåâîãî ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíò ïåðåä ñòàðøåé
ïðîèçâîäíîé ïîñòîÿííûé. Ðåøåíèå äà¼òñÿ â âèäå ñâ¼ðòêè ñ ãàóññîâîé ìå-
ðîé (ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî êîíå÷íîìåðíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè), äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåøàþùåé ïî-
ëóãðóïïû îïåðàòîðîâ. Â äðóãîì èñòî÷íèêå32 ðåøåíèå ýòîãî æå óðàâíåíèÿ
äà¼òñÿ â âèäå ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà. Òàêæå áûëî33 ðàññìîòðåíî ïàðàáî-
ëè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (óðàâíåíèå äèôôóçèè
� åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé) â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî äëÿ çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ðàçðåøàþùàÿ ïîëó-
ãðóïïà, àâòîðû äîêàçûâàþò ôîðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà-Êàöà, äàþùèå
ýòî ðåøåíèå. Ðàññìàòðèâàëèñü34,35,36 ôîðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà-Êàöà
äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ
íàä ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ðåøåíèå áîëåå ïðîñòûõ, ÷åì ðàññìîòðåííîå â
òðåòüåé ãëàâå, óðàâíåíèé òèïà òåïëîïðîâîäíîñòè áûëî íàéäåíî ñ ïîìîùüþ
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííîé äëÿ ýòîãî êîíå÷íî-àääèòèâíîé
ìåðå.37,38 Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ íåðàññìîòðåííûì ñëåäóþùèé âàæíûé ñëó-
÷àé: ïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàò âåùåñòâåííîå è áåñêîíå÷íîìåðíîå, ïðàâàÿ ÷àñòü
ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà äâà, îäèí è íîëü, êîýôôèöèåíòû ïåðåä âñå-
ìè ïðîèçâîäíûìè ïåðåìåííûå. Ðàáîòû [3,4] àâòîðà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíû
èìåííî ýòîìó ñëó÷àþ, ïðè÷¼ì ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïû íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, à äîêàçûâàåòñÿ, è òàêæå äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü
ðåøåíèÿ íå òîëüêî îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, íî è îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.

Òåì ñàìûì îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè â öåëîì, à òàêæå
àêòóàëüíîñòü âñåõ ïîñòàâëåííûõ è ðåø¼ííûõ çàäà÷ ïîãëàâíî.
Öåëü ðàáîòû � â ðàìêàõ ïàðàäèãìû øêîëû Î.Ã. Ñìîëÿíîâà ïðîäîëæèòü

32Luiz C.L. Botelho. Non-linear di�usion in RD and Hilbert Spases, a Cylindrical/Functional Integral Study//

arXiv:1003.0048v1 [physics.gen-ph] 27 Feb 2010.
33Ya.A. Butko, M. Grothaus, O.G. Smolyanov. Lagrangian Feynman formulas for second-order parabolic

equations in bounded and unbounded domains// In�nite Dimansional Analyasis, Quantum Probability and

Related Topics, vol. 13, No. 3 (2010), 377-392.
34Í.Í. Øàìàðîâ. Ïðåäñòàâëåíèÿ ýâîëþöèîííûõ ïîëóãðóïï èíòåãðàëàìè ïî òðàåêòîðèÿì â âåùå-

ñòâåííûõ è p-àäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê// Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2010.
35Î.Ã. Ñìîëÿíîâ, Í.Í. Øàìàðîâ, Ì. Êïåêïàññè. Ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà è Ôåéíìàíà äëÿ áåñêîíå÷-

íîìåðíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Âëàäèìèðîâà// ÄÀÍ, 2011, ò. 438, �5, ñ. 609-614.
36Î.Ã. Ñìîëÿíîâ, Í.Í. Øàìàðîâ. Ãàìèëüòîíîâû ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îïå-

ðàòîð Âëàäèìèðîâà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè// ÄÀÍ, 2011, ò. 440, �5, ñ. 597-602.
37Â. Æ. Ñàêáàåâ. Óñðåäíåíèå ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé è ìåðû íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, èíâàðèàíò-

íûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ// ÒÌÔ, 191:3 (2017), 473�502
38Â. Æ. Ñàêáàåâ. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ è ìåðû íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, èíâàðèàíòíûå îòíîñè-

òåëüíî ñäâèãîâ è ïîâîðîòîâ // Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ìàò. è åå ïðèë. Òåìàò. îáç., 140 (2017),

88�118
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èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ñâÿçàííûõ ñ òåîðåìîé ×åðíîâà, è
ïðèìåíèòü èõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-
íèé ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ôåéíìàíà è èõ àíàëîãîâ. Ââåñòè ïîíÿòèå ôóíêöèè,
êàñàòåëüíîé ïî ×åðíîâó ê îïåðàòîðó, è íàéòè ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ôóíê-
öèé. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ ïåðåìåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ïîñòðîèòü îñíîâàííûå íà îïåðàòîðàõ ñäâèãà ÷åðíîâñêèå
àïïðîêñèìàöèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè, äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü
àïïðîêñèìàöèé ê ðåøåíèþ è äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî
òàêæå êàê ôîðìóëà Ôåéíìàíà ñ èíòåãðàëüíûì ÿäðîì, ñîäåðæàùèì îáîáù¼í-
íûå ôóíêöèè. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ñ ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòîé èç áåñêîíå÷íîìåðíîãî ãèëüáåðòîâî-
âà ïðîñòðàíñòâà äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïû, íàéòè
äàþùóþ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ôîðìóëó Ôåéíìàíà, äîêàçàòü íåïðåðûâíóþ
çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.
Íîâèçíà. Âñå âûíîñèìûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþò-

ñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
1. Ââåäåíî ïîíÿòèå ôóíêöèè, êàñàòåëüíîé ïî ×åðíîâó ê îïåðàòîðó, è íàé-

äåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé.
2. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ ïåðåìåííû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè ïîñòðîåíû îñíîâàííûå íà îïåðàòîðàõ ñäâèãà ÷åðíîâñêèå
àïïðîêñèìàöèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè, äîêàçàíà ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
àïïðîêñèìàöèé ê ðåøåíèþ. Äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê
ôîðìóëà Ôåéíìàíà ñ èíòåãðàëüíûì ÿäðîì, ñîäåðæàùèì îáîáù¼ííûå ôóíê-
öèè.

3. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòîé èç áåñêîíå÷íîìåðíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïû, íàéäåíà äàþùàÿ ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè ôîðìóëà Ôåéíìàíà, äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü
ðåøåíèÿ îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.
Ìåòîäû. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíà-

ëèçà è òåîðèè îïåðàòîðîâ, à òàêæå îðèãèíàëüíûå àâòîðñêèå êîíñòðóêöèè,
îòíîñÿùèåñÿ â öåëîì ê îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
Ñîîòâåòñòâèå ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè. Â äèññåðòàöèè èçó-

÷àþòñÿ ôóíêöèè, ôóíêöèîíàëû, îïåðàòîðû (â òîì ÷èñëå äèôôåðåíöèàëü-
íûå), à òàêæå îòîáðàæåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, èíòåãðàëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ, â ñèëó ÷åãî äèññåðòàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïàñ-
ïîðòó ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 ¾Âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëü-
íûé àíàëèç¿ ïî íàïðàâëåíèþ ¾ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç¿.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðå-
òè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ôóíêöèîíàëü-
íîì àíàëèçå, òåîðèè îïåðàòîðíûõ ïîëóãðóïï, òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, à òàêæå â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.
Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ íà-

ó÷íûõ ñåìèíàðàõ, êîíôåðåíöèÿõ è çàñåäàíèÿõ:

• Íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçè-
êà¿ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, ðóêîâîäèòåëè Î.Ã.Ñìîëÿíîâ
è Å.Ò.Øàâãóëèäçå (ìíîãîêðàòíî, 2008-2017 ã.ã.)

• Ìåæäóíàðîäíûé ìîëîäåæíûé íàó÷íûé ôîðóì ¾ËÎÌÎÍÎÑÎÂ¿ (2011,
2012, 2013 ãã., ÌÃÓ, Ìîñêâà)

• Çàñåäàíèå Íèæåãîðîäñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (21 ñåíòÿáðÿ 2012
ã., Íèæíèé Íîâãîðîä)

• Òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà è å¼ ïðè-
ëîæåíèÿ¿ (27 àâãóñòà�01 ñåíòÿáðÿ 2012 ã., ã. Ñàìàðà)

• Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Áåñêîíå÷íîìåðíàÿ äèíàìèêà, äèññèïàòèâíûå ñè-
ñòåìû è àòòðàêòîðû¿ (12�18 èþëÿ 2015 ã., ã. Íèæíèé Íîâãîðîä)

• Íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â äèíàìèêå¿ êàôåäðû ôóí-
äàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ (ÍÍÔ) è ëàáîðàòîðèè ÒÀÏÐÀ-
ÄÅÑÑ (27.01.2017, 10.02.2017)

• XIV ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæ-
íûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿ (ñ. Öåé, 3-8 èþëÿ 2017 ã.)

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöè îïóáëèêîâàíû â 9 ïå÷àò-
íûõ ðàáîòàõ àâòîðà. Èç íèõ 4 ñòàòüè [1-4] â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíà-
ëàõ RSCI, Web of Science, SCOPUS è 5 òåçèñîâ äîêëàäîâ íà íàó÷íûõ êîíôå-
ðåíöèÿõ [5-9]. Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òð¼õ ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáú¼ì
òåêñòà äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 82 ñòðàíèöû, ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 76
íàèìåíîâàíèé. ×åðòåæåé, òàáëèö è ðèñóíêîâ íåò.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ââåäíèå

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, îñâåùàåòñÿ
ìåñòî ïðîâåä¼ííîãî àâòîðîì èññëåäîâàíèÿ â êîíòåêñòå ïðåäìåòíîé îáëàñòè,
äà¼òñÿ îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è F � áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ôóíêöèé íà X, ïðè÷¼ì â F äåéñòâóåò çàìêíóòûé ëè-
íåéíûé îïåðàòîð L : Dom(L) → F ñ ïëîòíîé â F îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
Dom(L) ⊂ F . Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ{

u′t(t, x) = Lu(t, x),

u(0, x) = u0(x),
(1)

ãäå u0 ∈ F , è u(t, ·) ∈ F äëÿ âñåõ t ≥ 0. Êàê èçâåñòíî39, â ñëó÷àå ñóùåñòâîâà-
íèÿ C0-ïîëóãðóïïû

(
etL
)
t≥0 ñ ãåíåðàòîðîì (L,Dom(L)) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

(1) ñóùåñòâóåò è äà¼òñÿ ðàâåíñòâîì u(t, x) = (etLu0)(x) äëÿ t ≥ 0 è x ∈ X.
Åñëè u0 ∈ Dom(L), òî u(t, ·) ∈ Dom(L) äëÿ âñåõ t ≥ 0 è ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì, à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u0 ∈ F ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâó-
åò ëèøü êàê ðåøåíèå ñîîòâåñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Óñëîâèÿìè
êàñàíèÿ ïî ×åðíîâó (Cherno� tangency, CT) áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùåå:

(ÑÒ0). Ïóñòü F � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, èL (F) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëè-
íåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ âF . Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèåG : [0,+∞)→
L (F), èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ (G(t))t≥0.
Ïóñòü çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð L : Dom(L) → F èìååò ïëîòíóþ â F
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom(L) ⊂ F .

(CT1). Ñåìåéñòâî G ñèëüíî íåïðåðûâíî (=íåïðåðûâíî â ñèëüíîé îïåðà-
òîðíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L (F)), ò. å. îòîáðàæåíèå t 7−→ G(t)f ∈ F
íåïðåðûâíî íà [0,+∞) äëÿ êàæäîãî f ∈ F ;

(CT2). G(0) = I, ò. å. G(0)f = f äëÿ êàæäîãî f ∈ F ;
(CT3). Ñóùåñòâóåò òàêîå ïëîòíîå â F ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D ⊂ F ,

÷òî ïðè âñåõ f ∈ D ñóùåñòâóåò ïðåäåë limt→0(G(t)f−f)/t, çíà÷åíèå êîòîðîãî
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì G′(0)f ;

(CT4). Çàìûêàíèå îïåðàòîðà (G′(0),D) ñóùåñòâóåò è ðàâíî (L,Dom(L)).
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó îïåðàòîðà

L, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ êàñàíèÿ ïî ×åðíîâó (ÑÒ0)-(ÑÒ4).
39K.-J. Engel, R. Nagel. One-Parameter Semigroups for Linear Evolution Equations// Springer, 2000.
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Êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó ×åðíîâà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåïåðü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì, îòäåëÿÿ â å¼ óñëîâèÿõ (E)xistence condition è (N)orm growth
condition îò (ÑÒ).
Òåîðåìà 2. (òåîðåìà ×åðíîâà â íîâîé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëèðîâêå)

Ïóñòü F � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå G : [0,+∞) →
L (F) è çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð L : Dom(L) → F ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëíèÿ Dom(L) ⊂ F . Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(E). Ñóùåñòâóåò C0-ïîëóãðóïïà (etL)t≥0 ñ ãåíåðàòîðîì (L,Dom(L));
(CT). Îòîáðàæåíèå G êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó îïåðàòîðà L;
(N). Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ω ∈ R, ÷òî ‖G(t)‖ ≤ eωt ïðè âñåõ t ≥ 0.
Òîãäà äëÿ êàæäûõ f ∈ F è T > 0 âåðíî, ÷òî

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥(G( tn
))n

f − etLf
∥∥∥∥ = 0. (2)

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè G êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó îïåðàòîðà L, òî âûðàæåíèå
limn→∞G(t/n)nu0 áóäåì íàçûâàòü ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1)

â ñìûñëå ×åðíîâà. Åñëè æå, ñâåðõ òîãî, äëÿ G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2), òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ×åðíîâà äëÿ îïåðàòîðà L, èëè
ýêâèâàëåíòíà ïî ×åðíîâó ïîëóãðóïïå

(
etL
)
t≥0, à ñòîÿùåå ïîä çíàêîì ïðåäåëà

âûðàæåíèåG(t/n)nu0 áóäåì íàçûâàòü àïïðîêñèìàöèåé ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(1) â ñìûñëå ×åðíîâà èëè ÷åðíîâñêîé àïïðîêñèìàöèåé.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü F � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, è ôóíêöèè G1 è G2 ñî

çíà÷åíèÿìè â L (F) êàñàþòñÿ ïî ×åðíîâó äåéñòâóþùèõ â F îïåðàòîðîâ L1 è
L2 ñîîòâåòñòâåííî (ïðè ýòîì â óñëîâèè (ÑÒ3) ôèãóðèðóþò ïëîòíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà D1 è D2 ñîîòâåòñòâåííî). Òîãäà:

1. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì I òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â F . Åñëè îïåðàòîð
L = L1+L2 çàìêíóò è èìååò ïëîòíóþ â F ñóùåñòâåííóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
D ⊂ D1 ∩ D2, òî ôóíêöèÿ G(t) = G1(t) + G2(t) − I êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó
îïåðàòîðà L1 + L2.

2. Ïóñòü îïåðàòîð L = L1L2 çàìêíóò è èìååò ïëîòíóþ â F ñóùåñòâåí-
íóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D ⊂ {f : f ∈ D2, L2f ∈ D1}. Ïóñòü G2 èìååò
íà D âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â íóëå, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé îïåðà-
òîð G′′2(0) : D → F , ÷òî äëÿ êàæäîãî f ∈ D ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

âåðíî ðàâåíñòâî G2(ε)f = f + εL2f + 1
2ε

2G′′2(0)f + ε2a(ε, f), ãäå a(ε, f) = o(1)

ïðè ε→ 0. Òîãäà ôóíêöèÿ G(t) = (G1(
√
t)− I)(G2(

√
t)− I) + I êàñàåòñÿ ïî

×åðíîâó îïåðàòîðà L1L2.
Çàìå÷àíèå 5. Ïóíêò 1 òåîðåìû 4 ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ôîðìàëüíûå (çäåñü

è äàëåå � â ñìûñëå ×åðíîâà) ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ u′t = L1u + L2u, åñ-
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ëè èçâåñòíû ôóíêöèè G1 è G2 (èíûìè ñëîâàìè, åñëè èçâåñòíû ôîðìàëü-
íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé u′t = L1u è u′t = L2u). Àíàëîãè÷íî, ïóíêò 2 òåîðå-
ìû 4 ïðåäëàãàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé è äëÿ óðàâíåíèÿ
u′t = L1L2u. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4 äà¼ò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ u′t = Lu â ñëó÷àå, êîãäà L � ïðîèçâîëüíûé äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ êîýôôèöèåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè,
ïîñêîëüêó îí ïîëó÷àåòñÿ ïóò¼ì êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëîæåíèé è ïðîèçâåäåíèé
îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (L2f)(x) = f ′(x) è óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ
(L1f)(x) = q(x)f(x), à ôóíêöèè ×åðíîâà ýòèõ îïåðàòîðîâ èçâåñòíû: ñäâèã
íà t äëÿ L2, ò.å. (G2(t)f)(x) = f(x + t), è óìíîæåíèå íà tq äëÿ L1, ò.å.
(G1(t)f)(x) = tf(x)q(x). Ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è åñòü âîçìîæíîñòü
çàïèñàòü ýòè ôóíêöèè ïî-ðàçíîìó: êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (ÑÒ3), ôóíêöèè,
êàñàòåëüíûå ïî ×åðíîâó ê îäíîìó îïåðàòîðó, íà ïëîòíîì â F ïîäïðîñòðàí-
ñòâå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ÷ëåíàìè ïîðÿäêà o(t).

Âòîðàÿ ãëàâà

Ðàññìîòðèì x ∈ R1, t ≥ 0 è ïîñòàâèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè{

u′t(t, x) = (a(x))2u′′xx(t, x) + b(x)u′x(t, x) + c(x)u(t, x) = Hu(t, x),

u(0, x) = u0(x).
(3)

Êîýôôèöèåíòû a, b, c, u0 âûøå ýòî îãðàíè÷åííûå, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íûå ôóíêöèè R1 → R1. Ãëàâà ïîñâÿùåíà âûâîäó ÿâíîé ôîðìóëû, âûðàæàþ-
ùåé ðåøåíèå çàäà÷è (3) ÷åðåç a, b, c, u0 â ïðåäïîëîæåíèè òîãî, ÷òî îïåðàòîð
H ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì C0-ïîëóãðóïïû

(
etH
)
t≥0.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ (îïðåäåë¼ííûõ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è ïðè-
íèìàþùèõ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ) îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñèì-
âîëîì Cb(R). Ìíîæåñòâî òåõ èç íèõ, ÷òî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû, îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì UCb(R), à òåõ, ÷òî èìåþò îãðàíè÷åííûõ ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿä-
êîâ, ñèìâîëîì C∞b (R). Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî C∞b (R) ⊂ UCb(R) ⊂ Cb(R),
è ïî îòíîøåíèþ ê ðàâíîìåðíîé (÷åáûø¼âñêîé) íîðìå ‖f‖ = supx∈R |f(x)| ïåð-
âîå âëîæåíèå ïëîòíî, à äâà ïîñëåäíèõ ïðîñòðàíñòâà áàíàõîâû. Äëÿ êàæäûõ
x ∈ R, t ≥ 0, f ∈ Cb(R) ïîëîæèì

(S(t)f)(x) =
1

4
f
(
x+ 2a(x)

√
t
)

+
1

4
f
(
x− 2a(x)

√
t
)

+
1

2
f(x+2b(x)t)+tc(x)f(x).

(4)
Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèè a, b, c ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå UCb(R), íàäå-

ë¼ííîì íîðìîé ‖f‖ = supx∈R |f(x)|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð H çàäàí
ðàâåíñòâîì (3) íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ C∞b (R) ⊂ UCb(R), è çàìûêà-
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íèå ýòîãî îïåðàòîðà: à) ñóùåñòâóåò, á) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì C0-ïîëóãðóïïû
(etH)t≥0 â UCb(R).

Òîãäà äëÿ êàæäîãî u0 ∈ UCb(R) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå (è ðàâíîìåðíîå
íåïðåðûâíîå ïî x ∈ R ïðè êàæäîì t ≥ 0) ðåøåíèå u çàäà÷è Êîøè (3), îíî
çàâèñèò îò u0 íåïðåðûâíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R äëÿ êàæäîãî t ≥ 0. Äëÿ
êàæäîãî x ∈ R è êàæäîãî t ≥ 0 ýòî ðåøåíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

u(t, x) =
(
etHu0

)
(x) = lim

n→∞

((
S(t/n)

)n
u0

)
(x), (5)

ãäå S(t/n) ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé t íà t/n â ðàâåíñòâå (4), à n-ÿ ñòåïåíü îçíà-
÷àåò êîìïîçèöèþ n ýêçåìïëÿðîâ ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà S(t/n).
Ïðåäåë (5) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t > 0 áåð¼òñÿ â ïðîñòðàíñòâå UCb(R)

è ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, t0] äëÿ êàæäîãî t0 > 0.
Çàìå÷àíèå 7. Ôîðìóëà (5) ïîñòðîåíà íå íà îñíîâå èíòåãðàëüíîãî îïåðà-

òîðà, à íà îñíîâå îïåðàòîðà ñäâèãà, ïîýòîìó â òàêîé çàïèñè îíà íå ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëîé Ôåéíìàíà. Îäíàêî, ðàâåíñòâî (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ
îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé íà îñíîâå òîãî, ÷òî äëÿ δ-ôóíêöèè ïðè êàæäîì w ∈ R
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå f(w) =

∫
R δ(y − w)f(y)dy. Ïîcëå çàìåíû ïåðåìåí-

íîé y = x+ z ðàâåíñòâî (4) ïðèíèìàåò âèä

(S(t)f)(x) =

∫
R

Φ(z, x, t)f(x+ z)dz, ãäå

Φ(z, x, t) =
1

4
δ
(
z − 2a(x)

√
t
)

+
1

4
δ
(
z + 2a(x)

√
t
)

+
1

2
δ
(
z−2b(x)t

)
+tc(x)δ(z).

Òîãäà (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

u(t, x) = lim
n→∞

(S(t/n)nf)(x) = lim
n→∞

∫
R

Φ(z1, x, t/n)

∫
R

Φ(z2, x+ z1, t/n)∫
R

Φ(z3, x+ z1 + z2, t/n) . . .

∫
R

Φ(zn, x+ z1 + · · ·+ zn−1, t/n)

u0(x+ z1 + · · ·+ zn)dzn . . . dz1.

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé Ôåéíìàíà (ò.å. ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè
u â âèäå ïðåäåëà êðàòíîãî èíòåãðàëà, êðàòíîñòü êîòîðîãî ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè), îäíàêî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîÿò íå ãàóññîâñêèå ýêñïîíåíòû, à
äåëüòà-ôóíêöèè.

Òðåòüÿ ãëàâà

ÑèìâîëîìH îáîçíà÷èì âåùåñòâåííîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉.

Ëèíåéíûé, îãðàíè÷åííûé, ñàìîñîïðÿæ¼ííûé, ïîëîæèòåëüíûé, íåâûðîæ-
äåííûé îïåðàòîð A : H → H îïðåäåë¼í âñþäó íà H è èìååò êîíå÷íûé ñëåä.
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Ñèìâîëîì D = C∞b,c(H,R) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ íåïðåðûâ-
íûõ, îãðàíè÷åííûõ, öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé H → R, ÷òî èõ ïðîèçâîäíûå
Ôðåøå ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ïîðÿäêà ñóùåíñòâóþò â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà H, îãðàíè÷åííû è íåïðåðûâíû.

Ñèìâîë Cb(H,R) îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðà-
íè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé H → R, íàäåë¼ííîå ðàâíîìåðíîé íîðìîé
‖f‖ = supx∈H |f(x)|.

Ïóñòü F = C∞b,c(H,R) ýòî çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà D â Cb(H,R). ßñíî, ÷òî
F ñ íîðìîé ‖f‖ = supx∈H |f(x)| ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîñêîëü-
êó îíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà Cb(H,R). Ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (fj) ⊂ D, limj→∞ fj = f , ò.å.
limj→∞ supx∈H |f(x)− fj(x)| = 0.

Ñèìâîë Cb(H,H) îáîçíà÷àåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèéB : H → H, íàäåë¼ííîå íîðìîé ‖B‖ = supx∈H ‖B(x)‖.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:
DH = {B : H → H

∣∣∃N ∈ N, bk ∈ H,Bk ∈ D : B(x) = B1(x)b1 + · · · +
BN(x)bN}.

Îïåðàòîð L : D → F çàäàäèì ðàâåíñòâîì

(Lϕ)(x) = g(x)trAϕ′′(x) + 〈ϕ′(x), AB(x)〉+ C(x)ϕ(x).

Ïóñòü FH ýòî çàìûêàíèå DH â Cb(H,H). Çäåñü è äàëåå ïðîñòðàíñòâà D
è F íàäåëÿþòñÿ ðàâíîìåðíîé íîðìîé, èíäóöèðîâàííîé èç Cb(H,R). Ïóñòü
(L,D1) ýòî çàìûêàíèå (L,D) â F . Òî åñòü D1 = {f ∈ F

∣∣∃(fj) ⊂ D :

limj→∞ fj = f, ∃ limj→∞ Lfj}, è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ D1 ïî îïðåäåëå-
íèþ Lf = limj→∞ Lfj.

Åñëè x ∈ H, è ëèíåéíûé îïåðàòîð R : H → H íåâûðîæäåííûé, ÿäåðíûé è
ïîëîæèòåëüíûé, òî ñèìâîë µxR îáîçíà÷àåò ãàóññîâñêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó
íà H ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì x è êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì R, ò.å.
òàêóþ åäèíñòâåííóþ ñèãìà-àääèòèâíóþ ìåðó íà áîðåëåâñêîé ñèãìà-àëãåáðå â
H, ÷òî ðàâåíñòâî

∫
H e

i〈z,y〉µxR(dy) = exp
(
i 〈z, x〉 − 1

2 〈Rz, z〉
)
âûïîëíÿåòñÿ ïðè

êàæäîì z ∈ H. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü µR âìåñòî µ0R.
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè òàêîé ôóíêöèè u : [0,+∞)×H → R, ÷òî:{

u′t(t, x) = Lu(x, t); t ≥ 0, x ∈ H,
u(0, x) = u0(x); x ∈ H.

(6)

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ãëàâû âûðàæåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü g ∈ F,C ∈ F,B ∈ FH . Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

g0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ H âûïîëíåíî g(x) ≥ g0 è C(x) ≤ 0. Ïîñêîëüêó C ∈
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F , ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Cj) ⊂ D, ñõîäÿùàÿñÿ ê C ðàâíîìåðíî;
ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî îíà ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî Cj(x) ≤ 0

äëÿ âñåõ j ∈ N è âñåõ x ∈ H. Òîãäà:
1. Åñëè ñóùåñòâóåò C0-ïîëóãðóïïà ñ ãåíåðàòîðîì L, òî äëÿ êàæäîé ôóíê-

öèè u0 ∈ D1 ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå (strong solution) u çàäà÷è (6), äëÿ
êàæäîé ôóíêöèè u0 ∈ F ñóùåñòâóåò mild-ðåøåíèå (mild solution) u çàäà÷è
(6). Êàæäîå èç ýòè ðåøåíèé åäèíñòâåííî â êëàññå C([0,+∞), F ), íåïðåðûâíî

çàâèñèò îò u0 è çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé u(t, x) = lim
n→∞

((
S t

n

)n
u0

)
(x), ãäå ïðåäåë

ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî x ∈ H è ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, t0] äëÿ êàæäîãî
t0 > 0. Îïåðàòîð S ïðè ýòîì çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

(Stϕ)(x) := etC(x)−t 〈AB(x),B(x)〉
g(x)

∫
H

ϕ(x+ y)e〈
1

g(x)B(x),y〉µ2tg(x)A(dy).

2. Åñëè B = 0, òî C0-ïîëóãðóïïà ñ ãåíåðàòîðîì L ñóùåñòâóåò. Ôîðìóëà

u(t, x) = lim
n→∞

((
S t

n

)n
u0

)
(x) â ñëó÷àå B = 0 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

u(t, x) = lim
n→∞

∫
H

∫
H

. . .

∫
H

∫
H︸ ︷︷ ︸

n

e
t
n(C(x)+

∑n−1
k=1 C(yk))u0(y1)

µy22t
n g(y2)A

(dy1)µ
y3
2t
n g(y3)A

(dy2) . . . µ
yn
2t
n g(yn)A

(dyn−1)µ
x
2t
n g(x)A(dyn). (7)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âñåõ t > 0 âåðíî, ÷òî supx∈H |u(t, x)| ≤ supx∈H |u0(x)|.
3. Ïóñòü B = 0, à gj ∈ F , Bj ∈ FH è Cj ∈ F çàäàíû äëÿ âñåõ j ∈ N. Ïóñòü

Bj = 0 äëÿ âñåõ j ∈ N. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε0 > 0, ÷òî gj(x) ≥ ε0
è Cj(x) ≤ 0 äëÿ âñåõ j ∈ N è âñåõ x ∈ H, ïðè÷¼ì êàæäàÿ èç ôóíêöèé
Cj ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé, ëåæàùèõ â
D. Èñïîëüçóåì ñèìâîë Lj äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, ïîñòðîåííîãî ïî
ôóíêöèÿì gj, Bj è Cj. Ñèìâîë L0 èñïîëüçóåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L,
ïîñòðîåííîãî ïî ôóíêöèÿì g, B è C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâ-
íîìåðíûå ïî x ∈ H ñõîäèìîñòè gj(x) → g(x) è Cj(x) → C(x). Îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì uj ðåøåíèå çàäà÷è (6) äëÿ îïåðàòîðà Lj. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6)
ñ îïåðàòîðîì L0 èñïîëüçóåì ñèìâîë u. Òîãäà uj(t, x) ñõîäèòñÿ ê u(t, x) ïðè
j →∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ H è ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, t0] äëÿ êàæäîãî t0 > 0.

Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè äàí îáçîð ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ. Êðàòêî
ýòîò îáçîð ìîæíî èçëîæèòü òàê: â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû çàäà÷è òåîðèè
îïåðàòîðíûõ ïîëóãðóïï â ïðèìåíåíèè ê ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì, ââåäåíî
ïîíÿòèå êàñàíèÿ ïî ×åðíîâó è íà÷àòî ïîñòðîåíèå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ×åð-
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íîâà, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åðíîâà è ôîðìóë Ôåéíìàíà ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ïðÿìîé è â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òàêæå â çàêëþ÷åíèè óêàçàíû ïåðñïåêòèâû è ðåêîìåíäàöèè ïî äàëüíåéøåé
ðàçðàáîòêå òåìû, êðàòêî èõ ìîæíî èçëîæèòü òàê: ðåêîìåíäóåòñÿ ïîñòðîèòü
ôóíêöèè ×åðíîâà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîðÿäêà âûøå âòîðî-
ãî (ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ è èçó÷èòü
ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åðíîâñêèõ àïïðîêñèìàöèé.
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