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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòî-

ãðàôèè. Ýëàñòîãðàôèÿ � ýòî íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ â ìåäèöèíå, ïðåä-

íàçíà÷åííûé äëÿ äèàãíîñòèêè ðàêà. Ýòî ìîãóò áûòü èññëåäîâàíèÿ ùèòî-

âèäíîé æåëåçû, ëåãêèõ, ïå÷åíè, ïðîñòàòû èëè ìîëî÷íîé æåëåçû. Òàêæå

ýëàñòîãðàôèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðîâåíîñíûõ ñî-

ñóäîâ, ìûøö è ãèïåðòåðìèè òêàíåé. Ìåòîä îñíîâàí íà ðàçëè÷èè óïðóãèõ

ñâîéñòâ çäîðîâîé è îïóõîëåâîé òêàíè. Êðàòêî, ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ

â ïîâåðõíîñòíîì ñæàòèè èññëåäóåìîãî ó÷àñòêà òåëà ñ ïîñëåäóþùåé êà÷å-

ñòâåííîé îöåíêîé èëè êîëè÷åñòâåííûì îïðåäåëåíèåì óïðóãèõ ñâîéñòâ ïî

èçìåðåíèÿì âîçíèêàþùèõ ñìåùåíèé òêàíåé. Ýëàñòîãðàôèÿ ïîçâîëÿåò âû-

ÿâèòü îïóõîëè íà ðàííèõ ñòàäèÿõ èëè â ñëó÷àÿõ, êîãäà îíè èìåþò íåáîëü-

øèå ðàçìåðû, ÷òî ìîæåò áûòü íåäîñòóïíî ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ óëü-

òðàçâóêîâûõ ìåòîäîâ. Ïðè ýòîì êà÷åñòâåííàÿ ýëàñòîãðàôèÿ, êîãäà îïðå-

äåëÿþòñÿ òîëüêî ñìåùåíèÿ òêàíè èëè ñêîðîñòü çâóêà â íåé è íå ðåøàåòñÿ

îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ ïîêàçàòåëåé, ìîæåò íå äàòü ýô-

ôåêòèâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàê áûâàåò, íàïðèìåð, êîãäà êîíòðàñò ïîêàçàòåëåé

çäîðîâîé è îïóõîëåâîé òêàíåé íåâåëèê, îïóõîëü èìååò íåáîëüøèå ðàçìå-

ðû èëè ïîëó÷åííûå èçìåðåíèÿ èìåþò íèçêóþ òî÷íîñòü è íåîäíîðîäíîñòè

íåðàçëè÷èìû. Ïîýòîìó âàæíî ïðèìåíåíèå èìåííî êîëè÷åñòâåííîé ýëàñòî-

ãðàôèè, êîãäà ïîêàçàòåëè óïðóãîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå êâà-

çèñòàòè÷åñêîé çàäà÷è ýëàñòîãðàôèè â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâàõ, êîãäà èññëåäóåìàÿ òêàíü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèíåéíî-óïðóãîå èçî-

òðîïíîå òåëî, ïîäâåðæåííîå ìàëûì ïîâåðõíîñòíûì ñæàòèÿì. Ñëîæíîñòü

ðåøåíèÿ òàêîé îáðàòíîé çàäà÷è ñâÿçàíà ñ åå íåêîððåêòíîñòüþ è ìíîãîìåð-

íîñòüþ. Ïîýòîìó ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûé âûáîð ïðîñòðàíñòâà

ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìûé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé, à òàêæå ðàçðàáîòêà ñî-

îòâåòñòâóþùåãî óñòîé÷èâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ó÷èòûâàþ-

ùåãî ñïåöèôèêó ýëàñòîãðàôèè. Ïðèíöèïèàëüíî âàæíà òàêæå îöåíêà òî÷-

íîñòè ðåøåíèÿ ýòîé îáðàòíîé çàäà÷è â âèäå ÷èñëà, ÷òî äëÿ íåêîððåêòíûõ
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çàäà÷ íåòðèâèàëüíî.

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû îáóñëîâëåíà ýôôåêòèâíîñòüþ ìåòîäîâ ýëàñòî-

ãðàôèè ïðè îíêîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ â ñëó÷àÿõ, êîãäà äðóãèå óëü-

òðàçâóêîâûå ìåòîäû áåññèëüíû, è íåîáõîäèìîñòüþ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè

óïðóãèõ ñâîéñòâ èññëåäóåìûõ áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé ïðè äèàãíîñòèêå.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ýëàñòîãðàôèè çàêëþ÷àåòñÿ â îïðå-

äåëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà â èññëåäóåìîé îáëàñòè ïî èçâåñòíûì

çíà÷åíèÿì âåðòèêàëüíûõ ñìåùåíèé òêàíè.

Öåëÿìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

1) ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ

îáðàòíîé çàäà÷è ýëàñòîãðàôèè â êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå â äâó-

ìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ;

2) âû÷èñëåíèå àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé â çà-

âèñèìîñòè îò îøèáêè âõîäíûõ äàííûõ;

3) àïðîáàöèÿ è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ íà ìî-

äåëüíûõ çàäà÷àõ.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) ðàçðàáîòàí àëãîðèòì è ðåøåíà ìîäåëüíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à êâàçèñòàòè-

÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè â äâóìåðíîé îáëàñòè íà êëàññå ãëàäêèõ ðåøåíèé

è êëàññå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè òèïà Õàðäè;

2) ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè íà îáùåì

ïàðàìåòðè÷åñêîì êëàññå ðåøåíèé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâàõ;

3) ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëà-

ñòîãðàôèè íà îáùåì ïàðàìåòðè÷åñêîì êëàññå ðåøåíèé â äâóìåðíîì è

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ïîëó÷àå-

ìûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è;
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4) ÷èñëåííî ðåøåíû ìîäåëüíûå çàäà÷è êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè

íà ïàðàìåòðè÷åñêîì êëàññå ðåøåíèé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâàõ;

5) äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïîëó÷åíû

àïîñòåðèîðíûå îöåíêè òî÷íîñòè è íàéäåíû çàâèñèìîñòè ýòèõ îöåíîê

îò óðîâíÿ îøèáêè âõîäíûõ äàííûõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû:

1) â äèññåðòàöèè âïåðâûå ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ýëàñòîãðàôèè

íà ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé � ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé ìíîãîìåðíîé âà-

ðèàöèè. Íàèáîëåå èíòåðåñíûå ñëó÷àè â îíêîëîãèè, êîãäà äâóìåðíîå

èëè òðåõìåðíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì, ìîãóò áûòü îïèñà-

íû èìåííî ôóíêöèÿìè òàêîãî êëàññà;

2) âïåðâûå ðàññìîòðåíà è ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ýëàñòîãðàôèè íà

ïàðàìåòðè÷åñêèõ êëàññàõ ðåøåíèé;

3) âïåðâûå ïîñòðîåí è îáîñíîâàí óñòîé÷èâûé ê îøèáêàì äàííûõ àëãîðèòì

ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷è ýëàñòîãðàôèè íà ïàðàìåòðè÷å-

ñêèõ êëàññàõ ðåøåíèé îáùåãî âèäà; äîêàçàíà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà-

÷è. Àëãîðèòì àïðîáèðîâàí è èññëåäîâàí íà äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ

ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ;

4) âïåðâûå ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè òî÷íîñòè íàéäåííûõ ÷èñëåí-

íûõ ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòî-

ãðàôèè.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå

ïóíêòó 2 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè 01.01.03 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà ïî

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì:

1) ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà íîâàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è êâàçè-

ñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè íà ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé � ôóíêöèé îãðà-

íè÷åííîé ìíîãîìåðíîé âàðèàöèè;
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2) ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå

îáðàòíîé çàäà÷è êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè â äâóìåðíîé îáëàñòè

íà êëàññå ãëàäêèõ ðåøåíèé è êëàññå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè

òèïà Õàðäè;

3) ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà íîâàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è êâàçè-

ñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè íà ïàðàìåòðè÷åñêèõ êëàññàõ ðåøåíèé;

4) ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå

îáðàòíîé çàäà÷è êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè â äâóìåðíîé è òðåõ-

ìåðíîé îáëàñòÿõ íà ïàðàìåòðè÷åñêèõ êëàññàõ ðåøåíèé;

5) ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí ìåòîä àïîñòåðèîðíîé îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó-

÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ êâàçèñòàòè-

÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè;

6) ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è êâàçèñòàòè÷åñêîé

ýëàñòîãðàôèè àïðîáèðîâàíû íà ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ â äâóìåðíûõ è

òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ.

Íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â íîâûõ ïîñòàíîâêàõ ìíî-

ãîìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè, â ðàçðàáîòêå

íîâûõ óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòèõ íåêîððåêòíûõ çà-

äà÷ ñ àïîñòåðèîðíîé îöåíêîé òî÷íîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè èñ-

ïîëüçîâàíèÿ åå ðåçóëüòàòîâ äëÿ êîëè÷åñòâåííûõ îíêîëîãè÷åñêèõ èññëå-

äîâàíèé òêàíåé ñ îïðåäåëåíèåì óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê îïóõîëåé äàæå

íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ èëè íà ðàííèõ ñòàäèÿõ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è îáîñíîâàííîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-

òîâ îïðåäåëÿåòñÿ íàó÷íî îáîñíîâàííûìè â òåîðèè óïðóãîñòè ìàòåìàòè÷å-

ñêèìè ìîäåëÿìè ýëàñòîãðàôè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè

ïîñòàíîâêàìè ðåøàåìûõ îáðàòíûõ çàäà÷, ìàòåìàòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì

ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ, à òàêæå àäåêâàòíûìè ðåçóëüòàòàìè ðå-

øåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìè óðîâíÿìè îøèáîê âõîäíûõ äàííûõ.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè äîëîæåíû íà

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé è

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè 2019¿ (Íîâîñèáèðñê, 2019), the 5th international

symposium on Inverse Problems, Design and Optimization (Tianjin, Êèòàé,

2019), Ìåæäóíàðîäíîé Øêîëå-êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ìàòåìà-

òèêà, ôèçèêà, èíôîðìàòèêà è èõ ïðèëîæåíèÿ â íàóêå è îáðàçîâàíèè¿

(Ìîñêâà, 2016), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾International Workshop on

Inverse and Ill-Posed Problems¿ (Ìîñêâà, 2015), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-

öèè ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ñòîõàñòèêà, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-

íèå: íîâûå çàäà÷è è ìåòîäû¿ (Ìîñêâà, 2014).

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øå-

ñòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ðèñóíêîâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è òðåõ ïðè-

ëîæåíèé. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè (áåç ó÷åòà ïðèëîæåíèé) ñîñòàâëÿåò

109 ñòðàíèö òåêñòà ñ 35 ðèñóíêàìè è îäíîé òàáëèöåé. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

âêëþ÷àåò 80 íàèìåíîâàíèé.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ îáðàòíûõ

çàäà÷ êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè - ìåòîäà â îíêîëîãèè, îñíîâàííîãî

íà ðàçëè÷èÿõ â óïðóãèõ ñâîéñòâàõ çäîðîâîé è îïóõîëåâîé òêàíÿõ.

Â ðàçäåëå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ýëàñòîãðà-

ôèè è äàåòñÿ îáçîð ìåòîäîâ ýëàñòîãðàôè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé: êâàçèñòàòè-

÷åñêîãî, ãàðìîíè÷åñêîãî è òðàíçèåíòíîãî. Êðîìå òîãî, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìå-

ðû íååäèíñòâåííîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé îáðàòíîé çàäà÷è êâàçèñòà-

òè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè, ÷òî ãîâîðèò î åå íåêîððåêòíîñòè â îáùåì ñëó÷àå è

íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíÿòü ðåãóëÿðèçèðóþùèå àëãîðèòìû äëÿ åå ðåøåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è

êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè. Äàåòñÿ âûâîä ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñâÿçûâàþùèõ ñìåùåíèÿ òêàíè è

åå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, ïðèâîäÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìîäåëüíîé

îáëàñòè. Ïðÿìàÿ çàäà÷à, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â âû÷èñëåíèè ñìåùåíèé òêàíè ïî
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èçâåñòíûì åå óïðóãèì õàðàêòåðèñòèêàì, ñòàâèòñÿ êàê êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ

ýòîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà íåêîòîðûõ êëàññàõ ôóíê-

öèé. Îòìå÷àåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è.

Ò.ê. â îíêîëîãèè íàèáîëåå èíòåðåñíû ñëó÷àè, êîãäà óïðóãèå õàðàêòåðèñòè-

êè òêàíè, òàêèå êàê ìîäóëü Þíãà ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè, òî

ñïåöèàëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëàáîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Ñëàáûå ðåøå-

íèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëëåìåíòîâ. Â ðàçäå-

ëå 2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à â äâóìåðíîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì èñ-

ïîëüçóåòñÿ äâå ìîäåëè: ìîäåëü ¾plane-strain¿, èëè ñëó÷àé ïëîñêîãî äåôîð-

ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà, è ìîäåëü ¾plane-stress¿, èëè ñëó÷àé ïëîñêîãî

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà. Ýòè äâå ïîñòàíîâêè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþò-

ñÿ êîíå÷íûì âèäîì óðàâíåíèé è êðàåâûõ óñëîâèé. Â ðàçäåëå 2.2 ïðÿìàÿ

çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â òðåõìåðíîé îáëàñòè.

Â ðàçäåëå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çà-

äà÷è êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè è àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ. Îáðàòíàÿ çà-

äà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ìîäóëÿ Þíãà ïî èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì

âåðòèêàëüíûõ ñìåùåíèé òêàíè. Â ðàçäåëå 3.1 îáðàòíàÿ çàäà÷à, ïðåäñòàâ-

ëÿåìàÿ â âèäå íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ íà

êëàññå ãëàäêèõ ôóíêöèé è êëàññå ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñ îãðà-

íè÷åííîé âàðèàöèåé òèïà Õàðäè. Ïðîâîäèòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è ïî ìå-

òîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, è ìîäóëü Þíãà èùåòñÿ â óçëàõ ñåòêè ìåòîäà.

Íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà, ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïî îáîáùåííîìó ïðèíöèïó íåâÿçêè. Â ðàçäåëå 3.2 îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ íà ïàðàìåòðè÷åñêîì êëàññå ðåøåíèé, êîãäà íåîäíîðîäíîñòè

â òêàíè ìîãóò áûòü çàäàíû ñ ïîìîùüþ ìîäåëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå îïðå-

äåëÿþòñÿ íåáîëüøèì ÷èñëîì ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, à ìîäóëü Þíãà

âíóòðè è âíå íåîäíîðîäíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëåí-

íûå ýêñïåðèìåíòû ðàññìàòðèâàëèñü äëÿ çàäà÷ ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè â âèäå

êðóãîâ èëè ýëëèïñîâ â äâóìåðíîì ñëó÷àå è øàðîâ èëè ýëëèïñîèäîâ â òðåõ-

ìåðíîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà âíå íåîä-
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íîðîäíîñòåé (ôîíîâîå çíà÷åíèå) èçâåñòíî. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ÷èñëà íåîäíîðîäíîñòåé â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, ïà-

ðàìåòðîâ, çàäàþùèõ èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó, è çíà÷åíèé ìîäóëåé Þíãà

âíóòðè íåîäíîðîäíîñòåé. Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íà ïàðàìåòðè÷å-

ñêîì êëàññå ïðåäëîæåí àëãîðèòì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííîé

ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà ðàñøèðÿþùèõñÿ êîìïàêòîâ Â.Ê. Èâàíîâà è È.Í.

Äîìáðîâñêîé. Äëÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äîêàçàíà òåîðåìà ñõîäèìî-

ñòè íàéäåííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è ïðè

ñòðåìëåíèè îøèáêè âõîäíûõ äàííûõ ê íóëþ.

Â ðàçäåëå 4 ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ îá-

ðàòíûõ çàäà÷ êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïî-

ñòàíîâêàõ èç ïðåäûäóùèõ ãëàâ. Â ðàçäåëå 4.1 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøå-

íèÿ ìîäåëüíîé äâóìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷è â ïðèáëèæåíèè ïëîñêîãî äåôîð-

ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè íà êëàññå ãëàäêèõ

ðåøåíèé è êëàññå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè òèïà Õàðäè. Ðåçóëü-

òàòû ïðèâåäåíû äëÿ òî÷íûõ âõîäíûõ äàííûõ è äàííûõ çàäà÷è, èìåþùèõ

îøèáêó 5%. Â ðàçäåëå 4.2 ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷, ðàññìîò-

ðåííûõ â ðàçäåëå 4.1, íî íà ïàðàìåòðè÷åñêîì êëàññå ðåøåíèé. Â ðàçäåëå

4.3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è ïóòåì ñâåäåíèÿ åå

ê ðåøåíèþ ðÿäà äâóìåðíûõ çàäà÷ â íåñêîëüêèõ âåðòèêàëüíûõ ðàçðåçàõ

îáëàñòè. Ïðè ýòîì äâóìåðíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê â ïðèáëèæå-

íèè ïëîñêîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèè, òàê è â ïðèáëèæåíèè ïëîñêîãî

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ðàçäåëå 4.4 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ

òðåõìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷è íà ïàðàìåòðè÷åñêîì êëàññå ðåøåíèé äëÿ ìî-

äåëüíîé îáëàñòè, âêëþ÷àþùåé íåîäíîðîäíîñòè â âèäå øàðîâ è ýëëèïñîè-

äîâ, â òîì ÷èñëå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå òðåõìåðíîé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â

ðàçäåëå 4.3.

Ðàçäåë 5 ïîñâÿùåí àïîñòåðèîðíîé îöåíêè òî÷íîñòè íàéäåííûõ ðåøå-

íèé. Â ðàçäåëå 5.1 èçëàãàåòñÿ èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå ìåòîä àïîñòåðèîð-

íîé îöåíêè òî÷íîñòè. Â ðàçäåëå 5.2 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àïîñòåðèîðíîé

îöåíêè òî÷íîñòè äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äâóìåðíûõ çàäà÷, ïîëó÷åí-
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íûõ â ðàçäåëå 4.1. Â ðàçäåëå 5.3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àïîñòåðèîðíîé

îöåíêè òî÷íîñòè äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé òðåõìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷è

êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðàôèè ñ îäíîé íåîäíîðîäíîñòüþ â âèäå øàðà.

Â ðàçäåëå 6 ïðèâåäåíî îïèñàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñòðå-

ìàëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ â ðàáî-

òå îáðàòíûõ çàäà÷. Â ðàçäåëå 6.1 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ìåòîäà äîâåðèòåëü-

íîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå

ãðàäèåíòà íåâÿçêè, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåòñÿ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà-

÷è. Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà äàíà â ðàçäåëå 6.2 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

íà êëàññå ãëàäêèõ ðåøåíèé è êëàññå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè òè-

ïà Õàðäè, à òàêæå â ðàçäåëå 6.3 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïàðàìåòðè÷åñêîì

êëàñå ðåøåíèé. Â ðàçäåëå 6.4 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ìåòîäà ìèíèìèçàöèè

Õóêà-Äæèâñà, íå òðåáóþùåãî âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Â ïðèëîæåíèè A äàí âûâîä óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè, êîòîðûå èñ-

ïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçû-

âàþùèõ ñìåùåíèÿ òêàíè è åå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, è ïîñòàíîâêè ïðÿ-

ìîé è îáðàòíîé çàäà÷. Â ïðèëîæåíèè B ïðèâåäåí âûâîä óðàâíåíèé ïëîñêî-

ãî íàïðÿæåííîãî è ïëîñêîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèé - ïðèáëèæåíèé

¾plane-strain¿ è ¾plane-stress¿ ñîîòâåòñòâåííî, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè

äâóìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷è. Â ïðèëîæåíèè Ñ èçëîæåíî äîêàçàòåëüñòâî

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñòàòèêè óïðóãîãî òåëà.

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1) ïîñòàâëåíà äâóìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëàñòîãðà-

ôèè íà êëàññå ãëàäêèõ ðåøåíèé è êëàññå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé äâó-

ìåðíîé âàðèàöèè òèïà Õàðäè, ðàçðàáîòàí àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ;

2) ÷èñëåííî ðåøåíû ìîäåëüíûå îáðàòíûå çàäà÷è êâàçèñòàòè÷åñêîé ýëà-

ñòîãðàôèè â äâóìåðíîé îáëàñòè íà êëàññå ãëàäêèõ ðåøåíèé è êëàññå

ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè òèïà Õàðäè;

10



3) ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ýëàñòîãðàôèè íà ïàðàìåòðè÷åñêèõ êëàññàõ

ðåøåíèé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ;

4) ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ýëàñòîãðàôèè íà ïà-

ðàìåòðè÷åñêèõ êëàññàõ ðåøåíèé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâàõ. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåìîãî ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è;

5) ÷èñëåííî ðåøåíû ìîäåëüíûå çàäà÷è ýëàñòîãðàôèè íà ïàðàìåòðè÷åñêîì

êëàññå ðåøåíèé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ;

6) äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íàéäåíû àïî-

ñòåðèîðíûå îöåíêè òî÷íîñòè è ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè ýòîé îöåíêè îò

óðîâíÿ îøèáêè âõîäíûõ äàííûõ.
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