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О Б Щ А Я  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р А Б О Т Ы  

А к т у а л ь н о с т ь  тем ы . В последнее время появился ряд работ, посвя­

щенных теории дифференцируемых многообразий, моделируемых в иенорми- 

русмых пространствах Фреше. Эти многообразия изучались с разных точек 

зрения. Так, С. Т. Додсон и своих работах1’2,3,4,5 предложил новый метод для 

изучения нснормирусмых пространств Фрсшс, рассматривая эти простран­

ства как проективные пределы банаховых пространств. Он показал, что про­

ективные пределы совместимы с алгебраическими структурами на модель­

ных пространствах и с дифференциальными инструментами. Этот метод дал 

ему возможность изучения широкой подкатегории бесконечномерных небана­

ховых многообразий, а именно тех пространств, которые можно рассматри­

вать как проективные пределы банаховых многообразий но образцу Фреше. 

Примеры ненормированных пространств Фреше можно найти в книге®

С другой стороны, А. Фрёлихср и А. Кригль в работе 7 ввели про­

странства, названные ими удобными (convenient) векторными пространства­

ми. Это сопряжённые пространства к векторным пространствам, а их топо­

логия — это топология замыкания Макки. Она определяется как финаль­

ная топология относительно всех сходящихся последовательностей Макки 

S : Аоо =  N  U { 0 0 } —> Е.  Подмножество U  удобного пространства Е  от­

1 Dodson С. Т . J ., George G., Efstatliios V. Geometry in a Frechet Context: A projective limit 

approach / /  Cambridge University Press, 2015. -  289 p.

“Dodson С. T. J. Some recent work in Frechet geometry / /  Balkan J. Geom etry and Its 

Applications. -  2012. -  V. 17(2). -  P. 0-21.

“Dodson С. T. J ., Radivoiovici M. S. Tangent and frame bundles of order two / /  PR E. -  1980. 

-  P. 235 -253.

4Dodson С .T. J ., Radivoiovici M .S. Second-order tangent structures / /  International Journal 

of Theoretical Physics. -  1982. -  V. 21(2). -  P. 151 -  101.

“Dodson C .T . J., Galanis G .N . Second order tangent bundles of infinite dimensional

manifolds / /  Journal of Geometry and Physics. -  2001. -  V. 52(2). -  P. 127 -  130.

“Руднн, У. Функциональный анализ / /  М. : Мир, 1975. -  4-19 с.

7Frolichcr A., Kriegl A. Linear spaces and differentiation theory / /  A Wiley-Interscicnee

series in pure and applied m athem atics, 1988. -  259 p.
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крыто относительно этой топологии тогда и только тогда, когда выполнено 

следующее свойство: если х ж €  II является пределом сходящейся последо­

вательности Макки в Е ,  то существует индекс п £  N  такой, что £  ( /  

для всех к ^  п.

К. Андреас и М. Петер I! своих работах 8>9>10 установили, что любое 

локально выпуклое пространство является удобным пространством, и вве­

ли новые структуры на многообразиях, моделируемых в непормирусмых ло­

кально выпуклых пространствах, например, касательные векторы, вектор­

ные расслоения и векторные ноля, а в бесконечномерной дифференциальной 

геометрии введены новые геометрические структуры: например, группа Ли, 

расслоения и связности, главные расслоения, главные связности и линейные 

связности.

Далее, пусть Е  и .Р — два удобных векторных пространства и Е  — 

сопряжённое пространство к Е.  Кривая а :  К —> Е  называется диф ферен­

цируемой, если производная

существует при любых £. Она называется С к -кривой, если её производные 

вплоть до А:-го порядка существуют и являются непрерывными. Она назы­

вается гладкой, или С 00-кривой, если у неё есть производные всех порядков. 

Эта кривая называется локально лнннпщевой кривой, если каждая точка 

г  £  К имеет окрестность II такую, что множество

ограничено. Это значит, что кривая удовлетворяет условию Липшица на каж­

дом ограниченном промежутке.

"A ndreas К ., M iclior P. T he convenient se ttin g  for real an a ly tic  m appings / /  A c ta  

M ath e in a tlca . -  1900. -  V. 165(1). -  P. 105 -  159.

“A ndreas K., M ichor P. T h e  convenient se ttin g  o f global analysis / /  A m erican M ath em atica l 

Soc, 1997. -  624 p.

10A ndreas K ., M ichor P. R egular infinite d im ensional Lie g roups / /  Jo u rn a l o f Lie T heory . -  

1997. -  V. 7. -  P . 61 -  99.

s -> 0  S
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Далее, для 0 <  к <  оо, функция / :  R —» R называется к раз лип­

ши девой дифференцируемой тогда и только тогда, когда её разностное отно­

шение (разделённая разность) порядка к +  1 ограничена на ограниченных 

множествах. Кривая а  называется Сгрк-кривой в Е ,  если для любого I Е Е  

суперпозиция l o a :  R —> R является к раз липпшцевой дифференцируемой. 

В случае конечного к  старшая производная (при к  =  0 — сама функция) 

предполагается локально липшицсвой; такие кривые называются дифферен­

цируемыми по Липшицу.

Отображение g: Е  ^  F  называется C ipk-отображением, если для 

каждой £ i p k-кривой a :  R —> Е  суперпозиция g о а :  М. —> F  является 

C ipk -кривой в F. На открытом подмножестве U  в Е  эти понятия вводят­

ся следующим образом: отображение f : E D U  —> F  представляет собой 

£ i p k -отображение, если f  о а  есть £ i p k -кривая, и это очень слабое усло­

вие, поскольку это означает, что прообраз q -1 ( î/)  открыт в К. для любой 

Слрк -кривой a :  R  —> Е.

Кроме того, в работе А. Фрёлихера и А. Кригля дифференциал £ i p k+1- 

отображения g: Е  -> F  векторных пространств с топологией замыкания 

Макки определяется как Шрк -отображенне

dg: Е  х  Е  ->  F, dg{x, h) =  +  th )) \ t=Q.

Соответственно, дифференциал n -го порядка для п < к + 1 есть

dng: E n+1 ->  F ,d ng ( x ,h u . . . ,h n) =  ^ { d n~lg(x  +  th n, h u ..., / i„ - i) ) |i=o.

В случае, когда E , F — банаховы пространства (и, как было отмечено 

выше, топологии замыкания Макки в Е , F  совпадают с топологиями, ин­

дуцированными нормами ), дифференциал dg совпадает с дифференциалом  

Гато ( см., например, определение дифференциала Гато в монографии А. Н. 

Колмогорова и С. В. Фомина 11 ). Мы считаем, что в этом и в более общим

"Колмогоров, А. II., Фомин, С. В. Элементы теории функций и функционального ана­

лиза / /  М. : Паука, 1972. -  49G с.



случае, когда Е , F  являются пространствами Фрешс ( при этом топология за­

мыкания Макки на пространстве Фрешс совпадёт’ с топологией пространства 

Фреше), для наших целей удобнее использовать определение дифференциала  

( производной ) п - го порядка из работы 12

D ng : x e E ->  D ng(x)  €  L n(E, F ) , D ng(x) =  D { D n~lg){x),

где E, F  — пссвдотопологнчсскис удобные ( « пригодные векторные про­

странства » в терминологии монографии А. Фрёлихера и В. Бухера, на­

делённые локально выпуклой топологией, ассоциированной с пеевдотопо- 

логией). В случае, когда E , F  — банаховы пространства, это определение 

дифференциала совпадает с определением дифференциала Фрешс. А если 

E , F  — пространства Фреше, то хотя L n( E , F )  таковым не является, но 

оно может быть наделено структурой псевдотонологичеекого пространства. 

При этом на исходных пространствах Фреше E ,F ,  которые одновремен­

но являются и пссвдотопологическими, ассоциированная топология совпа­

дает с исходной. Дифференциал Dg,  в отличие от dg, обладает многими 

свойствами классического дифференциала: выполняется « цепное » правило 

дифференцирования сложного отображения, отображение « вычисления » 

(ж ,/ )  €  F  х  L (F ,G )  —> f ( x )  G G  дифференцируемо, существует аналог тео­

ремы о конечных приращениях. Определение /л ; / ’-отображения пространств 

Фреше мы сохраним таким, каким оно было дано выше. Отметим, что между 

множествами C ipk-отображений и C fc-отображений двух пространств Фре­

ше имеются включения: С к+1 С Сгрк С С к, к G {0} U N, £гр°° =  С°°.

Определения борнологического множества, векторной борнологии, 

борнологического векторного пространства (векторное пространство вместе с 

векторной борнологней) и выпукло борнологического пространства (борноло- 

гическос векторное пространство, для которого выпуклая оболочка каждого 

ограниченного множества также ограничена), категории топологических про­

странств, категории векторных пространств сходимости и категории борно­

,2Фрёлпхср, А.,Бухер В. Дифференциальное исчисление и векторных пространствах без 

нормы / /  М. : Мир, 1970. -  108 с.
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логических векторных пространств сходимости можно найтс в работе А. Фрё- 

лихера и А. Кригля.

Обозначим через Тор  категорию топологических пространств, 

L im V S  категорию векторных пространств сходимости и bL im V S  катего­

рию борнологических векторных пространств сходимости.

Функтор т: L im  —> Тор  ограниченный па подкатегорию b L im V S  С 

L i m , является левым обратным к функтору вложения f: Т ор  —> L im . т.е. 

г  o f  =  id.

В дальнейшем мы будем иметь дело с пространствами Фреше и банахо­

выми пространствами, которые являются борнологичными. Борнологию на 

них образуют ограниченные множества. Поэтому если F  — пространство 

Фреше, то f (F)  S bLim VS.

Тогда r ( f (F ) )  =  F  £  Т ор  и топология замыкания Макки на F  совпа­

дает с исходной топологией пространства Фреше F.

Поскольку метризуемость влечет за собой борнологичность, полнота 

является локальной полнотой. Каж дое мстризуемос локально выпуклое про­

странство является борнологическим 13, а удобные топологические простран­

ства обладают этими двумя свойствами (борнологией и локальной полно­

той), и поэтому нснормирусмыс пространства Фреше могут быть рассмотре­

ны как удобные топологические векторные пространства, имеющие все свой­

ства удобных пространств. Это предположение позволяет нам изучать мно­

гие свойства бесконечномерных многообразий, не являющихся банаховыми, а 

именно тех, которые моделируются на ненормируемых многообразиях Фреше 

класса £ ip k, то есть на C ipk-многообразиях Фреше.

По нашему мнению, риманова геометрия банаховых и гильбертовых 

многообразий достаточно развита. Естественным развитием этих исследова­

ний является переход к изучению аналогов геометрических структур на бес­

конечномерных многобразиях, моделируемых в векторных топологических

13Jarchow  II. Locally convex spaces / /  Springer Science an d  B usiness M edia 2012. 

M athem atische  L eitfaden, 1981. -  513 p.

7



пространствах, не допускающих введения совместимой с их топологией нор­

мы.

Этим вопросам и посвящена данная диссертация. В ней предлагает­

ся способ решения вышеуказанных проблем в предположении, что пснорми- 

румые пространства являются удобными топологическими векторными про­

странствами. Это предположение позволяет нам изучать многие свойства бес­

конечномерных многообразий, не являющихся банаховыми, а именно тех, ко­

торые моделируются на пспормируемых многообразиях Фреше класса £ i p k, 

то есть па ¿¿//-м ногообразиях Фреше.

Ц е л ь  р аботы  состоит в обобщении критериев паракомпактности, ме­

тодов построения разбиений единицы и проектировании связностей в главных 

расслоениях на многообразия, моделируемые на пспормируемых простран­

ствах Фреше, в том числе на Cipk или ¿¿//-м ногообразиях Фреше.

М е т о д ы  и ссл ед о в а н и й . Известно, что любое нснормирусмос тополо­

гическое векторное пространство Фреше является удобным векторным про­

странством. Мы определяем максимальный атлас карт, используя тот же 

класс дифференцируемости, который имеют удобные векторные простран­

ства, и определяем новый тип многообразия Фреше этими максимальными 

атласами.

В доказательстве того, что многообразия Фреше, моделируемые в не- 

нормируемых пространствах, являются паракомиактпыми, использованы ме­

тод работы 14 и метод работы0 для построения разбиений единицы на этих 

многообразиях.

Для определения связности в главном расслоении над нснормирусмыми 

многообразиями Фреше класса Cipk и для построения ¿¿//'-главных связно­

стей использованы методы работы D.

Н а у ч н а я  н ов и зн а . Получены следующие новые научные результаты 

для ¿¿//-м ногообразий Фреше.

H Bonic, R . S m ooth  functions on D anach m anifolds /  It. Bonic, .1. F ram p to n  / /  Jo u rn a l of 

M a th em atic s  an d  M echanic. -  19GG. -  N. 5. -  P. 877 -  898.



1. В работе доказана следующая теорема. Пусть М  — паракомнактное 

дифференцируемое многообразие класса С", п =  1 ,2 , ...,о о , моделиру­

емое н банахоном пространстве В  с нормой ||.||. Если существует стро­

го монотонная биективная вещественная функция / :  [0, +оо] —> [0, +оо] 

такая, что суперпозиция / о | | . | |  есть вещсственнозпачная функция клас­

са С п па В,  то на М  существует разбиение единицы класса С п.

2. Доказана теорема о С1рк -паракомпактности многообразия Фреше клас­

са Сгрк.

3. В работе доказано, что если Е  есть нснормируемос топологическое про­

странство Фреше, то оно является /Ирк-нормальным.

4. Доказана теорема о том, что если тг: Е —> В является Шрк-векторным 

расслоением со стандартным слоем Ь и базовое пространство В  модели­

руется на ненормируемом пространстве Фреше, то тотальное простран­

ство Е является £гр*-паракомпактным.

5. В работе доказана следующая теорема. Пусть М  является С1рк - 

многообразием, моделируемым на ненормируемом пространстве Фреше 

В, тогда С1рк-кинематическое касательное расслоение Т М  является 

С1рк -п араком и актн ы м.

С. Доказана теорема о том, что любое £гр°°-главное локально тривиаль­

ное расслоение ( 'Р ,п ,В ,С )  с базой В, моделируемой на ненормируемом 

пространстве Фреше, допускает £1р°° -главные связности.

Т ео р ет и ч еск а я  и п р а к т и ч еск а я  ц ен н о сть . Работа носит теорети­

ческий характер. Ее результаты и методы могут быть использованы при 

дальнейшем изучении аналитических и геометрических структуры на бес­

конечномерных многообразиях модилируемых в ненормируемых векторных 

пространствах Фреше и для более общих случаев, например, для геометрий 

Римапа и Фипслсра.
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•  5-я Международная конференция «Современные методы и проблемы 

теории операторов и гармонического анализа и их приложения» 

Ростов-на-Дону, Институт математики, механики и компьютерных на­

ук, Южный федеральный университет, 20 Апреля -  1 Мая 2015).

•  Международная конференция но алгебре, анализу и геометрии (Казань, 

Институт математики и механики им. Н. И. Лобачевского, Казанский 

(приволжский) федеральный университет, 20 Июня -  2 Июля 2010).

•  13-я Международная научно-практическая конференция «Достижения 

и проблемы современной пауки» (Санкт-Петербург, 4 Ноября 2010).

П у б л и к а ц и и . По теме диссертации опубликовано 0 печатных работ, из 

них 3 в ведущих научных журналах, рекомендованных ВАК, 3 в материалах 

международных конференций (РИНЦ).

С т р у к т у р а  и  о б ъ е м  р аботы . Диссертация состоит из введения, трех 

глав основного текста, разбитых на 7 параграфов, списка обозначений и спис­

ка литературы. Полный объём диссертации составляет 92 страницы. Списка 

литературы из 94 наименований.

С О Д Е Р Ж А Н И Е  Р А Б О Т Ы

Во в в ед ен и и  дан краткий исторический очерк проблематики диссер­

тации, обозначены цели, основные результаты диссертации, методы исследо­

ваний, научная новизна, теоретическая и практическая ценность и апробация 

работы. Также во введении указаны публикации автора по теме диссертации, 

объем и структура работы и обзор литературы.

П ер в а я  гл ава  посвящена доказательству паракомпактности бесконеч­

номерных многообразий со счётной базой, моделируемых в топологических 

векторных пространствах, критерия £гр*-паракомпактности бесконечномер­

ных многообразий, моделируемых в ненормируемых топологических вектор-

А п р о б а ц и я  р а б о т ы . Основные результаты работы представлены на

следую щ их научных конференциях:
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пых пространствах Фрошс Р, и достаточных условий существования разби­

ения единицы на них.

Глава состоит из двух параграфов:

§1 Разбиение единицы на гладком банаховом многообразии 

§2 Разбиение единицы на -многообразии Фреше

Цслыо исследований этой главы являются достаточные условия того, 

что многообразие допускает разбиение единицы. Топологический аспект этой 

проблемы несложен. Известно, что каждое метрическое пространство пара- 

компактио и что на каждом паракомпактпом пространстве существует непре­

рывное разбиение единицы. Однако в случае бесконечномерных многообра­

зий при построении дифференцируемых разбиений единицы возникают труд­

ности.

В §1 сформулировано и доказано достаточное условие существования 

гладкого разбиения единицы на гладком банаховом многообразии со счётной 

базой.

Пусть X  — топологическое пространство. Покрытие пространства на­

зывается локально конечным, если у каждой точки имеется окрестность, пе­

ресекающаяся л и ть  с конечным числом элементов покрытия, Измельчение 

покрытия пространства X  — это другое покрытие, каждый элемент которо­

го содержится в элементе первого. Топологическое пространство называется 

паракомпактным, если оно хаусдорфово и для каждого его открытого покры­

тия существует локально конечное измельчение.

Многообразием М  будем называть хаусдорфово топологическое про­

странство со счетной базой, каждая точка х  £  М  которого обладает от­

крытой окрестностью С/, гомсоморфной открытому множеству в топологиче­

ском векторном пространстве Ь. Соответствующий гомеоморфизм (р: и  —> 

Ц>{и) С Ь вместе с областью его определения II как обычно будем называть 

картой (и,(р) многообразия М  в окрестности точки х. Множество карт 

{(у?,, {/¿)}ге; такое, что и,-6/£/,- =  М ,  будем называть атласом многообразия
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М  (или I/-атласом). При этом будем говорить, что многообразие М  моде­

лируется в Ь,  а Ь  назовем пространством моделей15

Наличие у многообразия свойства паракомпактности весьма важно, как 

с точки зрения существования на многообразии разбиения единицы, так и для 

построения других конструкций, см., например14

Т ео р ем а  1. Пусть М  — паракомпактное дифференцируемое много­

образие класса С п , п  =  1 ,2 , ...,о о , моделируемое в банаховом пространстве 

В  с нормой ||.||. Если существует строго монотонная биективная веще­

ственная функция / :  [0 , +оо] —» [0 ,+ о о ] такая, что суперпозиция  /  о ||.|| 

есть вещественнозначная функция класса С п на В ,  то на М  существует  

разбиение единицы класса С п.

Для доказательства теоремы 1 мы установили следующие вспомога­

тельные факты.

Л е м м а  1. При условиях теоремы 1 существует такая вещественная  

функция ф: В  —> К класса С ’\  что ф(х)  =  1 при х  £  ВДО), где Б Д 0) 

является открытым шаром радиуса 1 с центром в точке 0 , и ф(х) =  0 

при ЦхЦ > 1 + 6 ,  где 5 >  0  мало.

Л е м м а  2. Пусть и  — открытый шар в банаховом пространстве В  

и V  =  11 П 11\ С \ .... П и,п ~  зубчатое открытое подмножество. Тогда в 

условиях теоремы 1 существует такая вещественная функция и :  В  —> К 

класса С п, что ш(х) >  0 при а: £  V и ш(х) =  0  при х  ф V.

Л е м м а  3. Пусть А\ и А-> — непустые замкнутые нспсресекающие- 

ся подмножества банахова пространства В. Тогда в условиях теоремы 2 

существует такая функция ф: В  —» К класса С", что 0 <  ф{х)  <  1 , 

ф(х) =  0 при х  £  А \ и ф{х)  =  1 при х  £  Лг.

15Л снг, С. Введение п теорию  ди ф ф ерен ц и руем ы х м ногообразий /  С. Л снг. -  М. : М ир, 

1907. -  201 с.
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В §2 доказывается критерий £гр*-паракомпактности. Установлено, что 

для /лр^’-паракомиактности бесконечномерного многообразия, моделируемо­

го в пенормируемом топологическом векторном пространстве Фрешс Р, необ­

ходимо и достаточно, чтобы пространство моделей Е1 было паракомпактно

разбиения единицы на И р к -многообразии Фрсше.

Пусть X  — топологическое векторное пространство с топологией т. X  

называется мстризуемым, если топология г  совместима с некоторой метри­

кой. X  называется нормируемым, если в нем существует такая норма, что 

индуцированная ею метрика совместима с топологией т.

Если 3 я =  {Ег} ^ 1  — счетное разделяющее семейство полунорм на X ,  

то теорема 1.37 изс показывает, что &  индуцирует топологию т со счетной 

локальной базой. По теореме 1.24 из6 топология т метризуема. В данной си­

туации инвариантная относительно сдвигов метрика, совместимая с т, может 

быть определена прямо по полунормам {Р ,} и

Мы будем изучать топологическое векторное пространство Фреше, которое 

не является нормируемым (то есть его топология порождается семейством 

полунорм & ) .

Пусть X  — хаусдорфово топологическое векторное пространство. Обо­

значим через С ( Х ,  К) алгебру непрерывных функций на X  с вещественны­

ми значениями. Подалгебра С1рк(Х ,  М) С С { Х , Е )  состоит из £гр*-функций  

из X  в К. Её элементы называются £гр 1’-функциями, или гладкими функ­

циями класса С1рк на X .  Если 7  =  {Па}аел — открытое покрытие X ,  то 

для любого и а €  7  сужение /  на 11п принадлежит а р к(11п,Ш). Очевидно,

у  Е а р к при /  Е Сгрк, если /  >  0 .

Чтобы убедиться в этом, необходимо выбрать положительные функции

и Сгрк-нормально. Доказывается достаточное условие существования С1рк-
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па множестве l a : : f ( x )  >  — 1 .  Следовательно — £  £ i p k.
I  n J f

О п р ед е л ен и е  1. Хаусдорфово топологическое векторное простран- 

етио X  называется £ г р к -нормальным, если для его любых двух нсие- 

ресскающихся замкнутых подмножеств А \  и A i  существует фпункция 

/ :  X  -> К класса C ipk такая, что ф{х) =  0 при х £  А \  и f ( x )  =  1 

при х  £ Ai.

О п р ед е л ен и е  2 . Пусть X  — хаусдорфово топологическое векторное 

пространство. £ i p k -разбиение единицы na X  есть мпо'жсство А функций 

/ :  X  —> R класса £ гр к, которые удовлетворяют следующим условиям:

(1) для любого ф £  А /  >  0 ,

(2) множество {supp  /  '■ /  6  А} всех носителей есть локально конечное 

покрытие X ,

(3)  Y l f e \ f ( x ) =  1 для любого х  £  X .

Разбиение единицы называется подчиненным открытому покрытию  

U пространства X ,  если носитель любой функции f  £  А леж ит  в каком- 

либо множестве этого покрытия.

О п р ед е л ен и е  3 . Хаусдорфово топологическое векторное простран­

ство X  называется C ipk -паракомпактным, если каждое его открытое по­

крытие 7  -= {£/а }«еЛ допускает подчиненное ему £ i p k -разбиение единицы.

Очевидно, что /лр^-паракомпактпое пространство является £ г ; /’-нор­

мальным.

Пусть Е  - топологическое векторное пространство Фреше. Карта 

(U,tp) па множестве М  представляет собой биективное отображение U 

v { U )  С Е  подмножества U  С М  на открытое подмножество <p{U) про­

странства Фреше E. £ i p k-атлас (или атлас класса £ i p k ) на множестве М
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представляет собой семейство карт {U n, рД п еЛ  такое, что вместе они по­

крывают М  и для любых двух карт (Um (pa) и (Uß,y>ß) на М  отображение 

<Paß =  Va 0  V ß1 ■ 4>ß{Ua П Uß) —> <pa (Un П Uß) является £ i p k-отображением, а 

множества <Pß(Ua П Uß) и (pa (Ua П Uß) открыты.

Два £ i p k -атласа на множестве М  называются £ i p k -эквивалентными, 

если их об'ьединенис даст £ i p k -атлас. Класс эквивалентности Cipk -атласа 

иногда называется £ i p k-структурой на М .  Объединение всех атласов в клас­

се эквивалентности, в свою очередь, является атласом, который называется 

максимальным атласом для этой £ г р к -структуры.

Cipk-многообразие с модельным пространством Е  (или многообразие 

Фреше класса C ipk, или £ i p k-многообразие Фреше) есть множество М  вме­

сте с его C ipk-структурой. Другими словами, — это множество М  вместе с 

классом эквивалентности £ i p k-атласов на М  или, что эквивалентно, с мак­

симальным £ i p k -атласом.

О п р ед е л ен и е  4. Отображение  / :  М  —> N  двух £ i p k -многообра­

зий М  и N  называется £ i p k -отображением, если для любого х  £  М  

и для любой карты {V, ф) на N  в f i x )  £  V  существует карта (U, <р) 

на М  в х  £ U , f ( U )  С V, такая, что ф о /  о у>~1 является £ i p k - 

отображением. Иначе говоря, / о с  является £ i p k -функцией для каждой  

£ i p k -кривой с: К —> М. Пространство всех £ i p k -отображений из М  в N  

мы обозначим £ i p k( M ,N ) .

О п р ед е л ен и е  5. £ip^ -отображение f : M  —> N  называется  

£ i p k -диффеоморфизмом, если оно биективно, и его обратное тако/се яв­

ляется £ i p k -отображением. Д ва  многообразия называются £ i p k -диффео- 

морфными, если меж ду ними существует £ i p k -диффеоморфизм.

Естественной топологией многообразия М  является идентификаци­

онная топология относительно некоторого -атласа (<р„: М  Э Un —> 

Pa{Ua) Я Е„), где подмножество IV С М  является открытым в том и толь­

ко в том случае, когда <pa {Un П W )  является открытым в Е п для любых а.
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Эта топология зависит только от структуры, поскольку диффеоморфизмы  

являются гомеоморфизмами для топологии замыканий Макки. Это также 

финальная топология всех обратных отображений в некотором атласе и фи- 

н.ип.пая топология всех £ф /-к р и вы х.

Т ео р ем а  2 . Пусть Е  — ненормируемое пространство Френк: и замкну­

тые непересскающиеся подмножества А ,  В  лежат в Е.  Тогда существует та­

кая функция /  6  £ г р к(Е ,  К ), что 0 <  / ( х )  <  1 для любого х  е  Е , / ( х )  =  О 

при х е  А  и / ( х )  =  1 при х  €  В.

Т ео р ем а  3. Если многообразие М  моделируемо в неиормируемом 

пространстве Фрсше Е ,  то оно допускает £грк-разбиение единицы.

Т ео р ем а  4. Пусть М  — многооб1)азне Фрсшс класса £ ф / ,  а Е  — 

нено1)ми1)уемое пространство Фрсше с семейством полунорм ||.||&, к =  1 , . . . , .  

Если /  £  С ° ( М ,Е )  и р >  0 , р е  С °(М ,  К ), то существует отображение 

д е  £ {р к( М ,Е )  такое, что / ( х ) )  <  р(х) для всех х  €  М ; йдесь </(-, •)

— стандартная метрика в Е.

Во втор ой  гл аве построены сечение векторных расслоений над £ г р к- 

многообразиями Фреше и касательное пространство этого многообразия.

Глава состоит из двух параграфов:

§3 Векторные расслоения над £ф /-многообразиями Фрсшс 

§4 Касательные расслоения £г//-м ногообразий Фреше

В §3 над £гр*:-многообразиями Фреше определены векторное расслое­

ние, сечение этого расслоения и £ ф /  - кинематическое касательное расслое­

ние £г;/-многообразии Фрсше.

О п р ед е л ен и е  6 . Пусть 7г: Е —> В  является £ф /-отображ ением  

£ф /-м ногообразий Фреше Е и В, и пусть II -  открытое подмножество 

в В ,  д>: 7Г~1(и )  —> II х  5 ,  где 5  — фиксированное ■Л/’/ 7-нространство ( 5  

называется стандартным слоем ). Тогда нара (£/, ф) называется £ ф /  -картой
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векторного расслоения (Е ,7Г,В ) ,  если отображение является сохраняющем 

слои а р к- диффеоморфизмом согласно следующей коммутативной диаграм­

ме:
Е \ и : = т г ~ 1{и)  В х В

7Г

и

О п р ед е л ен и е  7. Две £ { р к-карты (11а , <ра ) , ([/¿, ера) векторного рас­

слоения называются согласованными, если < р „ о ( р является линейным изо­

морфизмом стандартного слоя, то есть

4>а 0 =  (я> Лаб(х)н)

для некоторого £ г р к- отображения

Аа5 : х  £  и а П {ф — Ааг(х) €  С Ь (Б )  С 5 )

где \ а$ (х )— линейный непрерывный изоморфизм стандартного слоя Д. Он 

называется отображением склейки двух /л ? /-к ар т  векторного расслоения.

О п р ед е л ен и е  8 . Пусть { и а } аеА является открытым покрытием В. 

Множество попарно согласованных £грь-карт (ип, р а) векторного расслое­

ния называется £1рк-атласом векторного расслоения ж: Е —> В  и обознача­

ется { ( ип, у а) } аеА.

£ { р к-векторное расслоение тг: Е —> В состоит из многообразия Е (то­

тального пространства), В  (базы) и £1рк-отображения 7г: Е —> В  (проек­

ции), а также из класса эквивалентности £ф /'-атласов векторных расслое­

ний.

Сечение £ф /-векторного расслоения я: Е —> В  — это такое £ г р к- 

отображение £: В  —> Е, что ж о £ =  кф .

О п р ед е л ен и е  9. £г;/-кинематическим касательным расслоением 

многообразия М  назовем соответствующее фактор-множество, обозначим 

его Т М .  Пусть Лд/ : Т М  ->  А/ задастся формулой Лд/([х, н ,а ])  =  ж, пусть
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т и а =  Лл/ ( [ / а ) С Т М ,  и пусть Т<ра : Т1/а <ра (и а) х  Я« задано «формулой 

Т 1ра( [х ,у ,а } )  =  (<ра(х ) ,у ) .  Таким образом,

Т<ра {[х,и>,6}) =  (<р0 (а : ) ,с /(^ ) (^ (х ) )а д ) .

В §4 определено касательное пространстио ¿^/'-многообразий Фреше 

и доказана теорема о Шрк -паракомпактности кинематического касательного 

расслоения Сгрк -многообразия Фрешо.

Т е о р е м а  5. Пусть 7г: Е —> В  является £г;/'-векторным расслоением 

со станда])тпым слоем 5 . Тогда тотальное пространстио Е является Шрк- 

паракомпактпым, если базовое пространство В  моделируется на неиормнру- 

емом п1)остранстве Фреше.

В третьей главе построена группа Ли класса £ф °°  и определена связ­

ность на С{рк-расслоениях £ ф к-многообразий Фреше; определена Сгр°°- 

главная связность.

Глава состоит из трех параграфов:

§5 Построение группы Ли класса £ ф °°

§ 6  Связность на £гр*-расслосниях 

§7 £ф °°-главны е связности

В §5 построена группа Ли класса £гр°° и доказаны несколько лемм, 

посвященных построению связности и главной связности.

О п р ед е л ен и е  10. Группой Ли С  класса £ф °°  называется многооб­

разие, моделируемое на удобном векторном пространстве с групповой струк­

турой такой, что операции умножения т :  б  х  б  б  и взятия обратного 

элемента г: О  -> б? являются £ф°°-отображ ениями.

В §б определено -локально тривиальное расслоение и определена 

связность па £ф*-локально тривиальных расслоениях.

18



О п р ед е л ен и е  11 . С1рк -локально тршшальное расслоение 

(Н ,7г, УУ) состоит из а р к-многообразий Е, В, УУ и £гр*-отображения  

я-: Е —> В. Более того, любая точка х  £  В  обладает открытой окрестностью  

и  такой, что Е\11 :=  тг_ 1(С/) диффеоморфно и  х  УУ и соответствующий 

диффеоморфизм сохраняет сл ои : рг\  о /р =  тг

О п р ед е л ен и е  12 . S  называется тотальным пространством, В  — ба­

зовым пространством или базой, 7г является сюръектиным 

Cipk- отображением, называемым проекцией, и УУ называется стандартным 

слоем. (U, ip) называется C ipk-картой расслоения.

О п р ед е л ен и е  13. Связность на Cipk-локально тривиальном рассло­

ении (Е ,7г,В,УУ) — это векторнозначная 1-форма Д  6  О ^ Е ^ Е )  со значе­

ниями в вертикальном расслоении VE такая, что Д  о Д  =  Д  и im A  =  V S , 

откуда Д  — просто проекция ТЕ -4  VE.

В §7 определено £гр°°-локально главное тривиальное расслоение и по­

строена £гр°°-главная связность па £ ip °°-локально главных тривиальных 

расслоениях.

О п р ед е л ен и е  14. £гр°°- главное локально тривиальное расслоение 

(V, 7Г,В, G) — это £гр°°(7-расслосние со стандартным слоем, являющимся 

группой G, где левое действие G  на G  — это просто левый перенос.

Пусть (V,  тг, В, G) является £г'р°°-главным локально тривиальным рас­

слоением. Напомним, что (общая) связность на V  — это проекция слоев 

Д : T V  —» V V ,  рассматриваемая как 1 -форма в Q } ( V ,V V )  С ( V , T V ) .  

Такая связность Д  называется £гр°°-главной связностью, если она являет­

ся G -эквиварнаптной для главного правого действия г:  V  х  G  —> V ,  таким 

образом, Т ( г я) - Д =  Д -Т { г а) и Д  являются г3-связанными с самими собой.
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Т е о р е м а  б . Любое Cip00 -главное локально тривиальное расслоение 

(■р,7: ,B ,G )  с базой В, моделируемой на нспормируемом пространстш: Фре- 

ше, допускает £гр°° -главные снязности.
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