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Актуальность работы

В работе рассматриваются задачи, связанные с одной из формулировок
квантовой механики - томографическим вероятностным представлением.
Данный подход к рассмотрению квантовых состояний с одной стороны яв-
ляется развитием формализма звёздочного произведения и функций рас-
пределений квазивероятностей, а с другой - относится к задачам восста-
новления квантовых состояний по результатам измерений. Кроме того, в
работе уделяется внимание применению квантовоподобного формализма к
описанию состояний классических систем.

Томографические вероятностные представления позволяют единым об-
разом описывать и квантовые, и классические системы. В обоих случа-
ях, состояния задаются наборами распределений вероятностей. Таким об-
разом, данный подход позволяет по-новому формулировать основные по-
ложения квантовой механики, а также даёт альтернативный взгляд на
классически-квантовый переход.

В последнее время направление вероятностных представлений получа-
ет значительное развитие. Представляют интерес задачи связанные с по-
строением новых томографических функций, с изучением их особенностей
и связей с другими объектами, задающими состояния физических систем.
Кроме того, использование дуализма между квантовыми состояниями и
каналами позволяет распространить рассматриваемый подход задания со-
стояний на квантовые преобразования.

Степень разработанности

Построение представлений квантовых состояний можно рассматривать в
контексте формализма звёздочного произведения, в котором операторам
ставится в соответствие алгебра 𝑐-числовых функций, называемых симво-
лами, с определённой на ней операцией ассоциативного умножения. Преоб-
разования между операторами и соответствующими символами осуществ-
ляется при помощи двух операторных базисов - квантайзеров и декван-
тайзеров. Символы, для которых квантайзеры и деквантайзеры совпадают
называются самодуальными. Примером самодуального символа матрицы
плотности может служить функция Вигнера [1].

В работах [2; 3] была введена оптическая томограмма, которая полу-
чается при помощи преобразования Радона [4] функции Вигнера [1]. В си-
лу обратимости данного преобразования, по значениям томографической
функции возможно восстановить значения функции Вигнера. При этом бы-
ло показано [3], что значения оптической томограммы представляют собой
набор распределений вероятностей, которые наблюдаются при гомодини-
ровании.
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В работе [5] было построено представление, в котором состояния кван-
товых систем задавались неотрицательной функцией - симплектической
томограммой, представляющей собой обобщение оптической томограммы.
Таким образом, квантовая механика может быть сформулирована в терми-
нах условных распределений вероятностей.Исходно, симплектическая то-
мограмма строилась для одномодовых (одночастичных) систем. Для мно-
гомодового случая существует несколько способов построения симплекти-
ческой томограммы: многомерная симплектическая томограмма и томо-
грамма центра масс [6; 7], а также кластерная томограмма [8]. Каждая из
этих функций определена на гиперплоскостях определённых размерностей
в фазовом пространстве.

Примером вероятностного представления, применимого для описания
систем дискретных переменных (кудитов) и получившем в последенее вре-
мя определённое развитие, может служить дихотомное представление, в
котором состояние кудита задаётся набором двумерных распределений ве-
роятностей. В работах [9; 10] рассматривалось использование трёх томо-
графических вероятностей для описания состояния кубита. Данный фор-
мализм был расширен на прочие кудитные системы [11], причём состояние
произвольного кудита оказалось возможным определять как набор распре-
делений вероятностей дихотомных случайных величин, ассоциированных
с фиктивными кубитными подсистемами.

Для описания состояний кудитов можно использовать формализм фа-
зового пространства. В диссертационной работе используется определения
дискретной функции Вигнера и дискретного фазового пространства, вве-
деные в [12] Как и её непрерывный аналог, дискретная функция Вигнера
может принимать отрицательные значения. Эта особенность связывалась
с проблемой ускорения квантовых вычислений [13; 14].

Формализм квантовой механики может быть использован и для опи-
сания классических систем [15; 16]. Данный формализм используется как
для исследований в области оснований квантовой механики [17], так и при
изучении динамики классических и квантовых систем [18].

В силу известного дуализма между квантовыми состояниями и канала-
ми [19; 20], для описания последних возможно использовать все те же объ-
екты, что и для описания состояний. Так, например, преобразование состо-
яния квантовой систем может задаваться посредством функции Вигнера.
При этом её неотрицательность свидетельствует о возможности эффектив-
ной симуляции динамики квантовой системы на классическом компьютере
[14].

В диссертационной работе представлено развитие некоторых вероят-
ностных представлений квантовых состояний и каналов и использование
исследуемого формализма для описания динамики открытых систем на
примере модельных задач.
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Цель работы

Целью данной работы является развитие предложенного дихотомного ве-
роятностного представления кудитных состояний, а также построение но-
вых томографических функций кудитных состояний, представляющих со-
бой аналоги томограммы центра масс и кластерной томограммы, и опре-
делённых на линейных подпространствах дискретного фазового простран-
ства. Кроме того, представляют интерес вопросы, связанные с описанием
классических систем квантовоподобным образом.

Для достижения поставленных целей были решены следующие задачи:

1. По теме построения дискретных аналогов томограммы центра масс
и кластерной томограммы:

a) Построение дискретной томограммы центра масс, поиск соответ-
ствующих квантайзеров и деквантайзеров.

b) Построение семейства геометрических символов, определённых
на линейных подпространствах дискретного фазового простран-
ства, поиск условий неотрицательности и выражений для кван-
тайзеров и деквантайзеров.

c) Построение дискретной кластерной томограммы, как частного
случая геометрических символов.

2. В области дихотомных вероятностных представлений:

a) Описание квантовых наблюдаемых в дихотомном вероятностном
представлении.

b) Поиск выражений для деквантайзеров и квантайзеров.

c) Построение и исследование энтропийных характеристик распре-
делений вероятностей, задающих кудитное состояние.

d) Исследование поведения новых энтропийных характеристик в
процессе эволюции на примере аналитически разрешимых моде-
лей двухуровневых систем.

3. Построение общей схемы описания динамики кудитных систем с ис-
пользованием символов состояний и каналов. Вывод кинетического
уравнения для символов, соответствующих оператору эволюции. Ис-
пользование данного подхода на примере вероятностных представле-
ний:

a) Внедрение дихотомного вероятностного представления для опи-
сания кудитных каналов.
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b) Поиск выражения, описывающего вполне положительное преоб-
разование геометрических символов.

4. Изучение поведения взаимной информации фиктивных подсистем при
унитарных преобразованиях.

5. Исследование эволюции волновой функции классической системы в
формализме Купмана-фон Неймана на примере квадратичного га-
мильтониана. Введение аналога запутанности для классических со-
стояний.

Научная новизна

1. На основе формализма дискретного фазового пространства построе-
ны новые томографические функции для описания состояний кудит-
ных систем: дискретная томограмма центра масс и дискретная кла-
стерная томограмма. Введён класс геометрических символов. Найде-
ны условия неотрицательности данных объектов. Все функции по-
строены для случая, когда размерность кудита являлась степенью
простого числа.

2. Получены квантайзеры и деквантайзеры для дихотомного представ-
ления квантовых состояний. Найдены наибольшие и наименьшие зна-
чения для введённых в работе новых энтропийных функций, пред-
ставляющих собой сумму энтропий Цаллиса распределений вероят-
ностей дихотомных случайных величин, задающих состояние кван-
товых систем.

3. Построена схема описания динамики кудитных систем через символы
состояний и каналов. На примере дихотомного представления про-
демонстрирован новый подход к заданию квантовых каналов через
операторные символы. В случае унитарной эволюции получено кине-
тическое уравнение, описывающее поведение соответствующих веро-
ятностных параметров.

4. Получено выражение, описывающее вполне положительное отобра-
жение квантовых состояний в представлении, где квантовые состо-
яния задаются геометрическими символами, а квантовые каналы -
дискретной функцией Вигнера.

5. В формализме Купмана-фон Неймана рассмотрена динамика клас-
сической системы, описываемой нестационарным квадратичным га-
мильтонианом. Для соответствующего волнового уравнения получе-
на функция Грина. Построен аналог запутанности для классических
гауссовских состояний.
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Теоретическая и практическая значимость

Введённые и изучаемые в работе методы используются для альтернатив-
ного описания квантовых систем, более приближенного к классическому.
Построено соостветствие между состояниями кудитных систем, квантовы-
ми каналами и наборами распределений вероятностей дихотомных случай-
ных величин. Кроме того, данный подход наряду с предложенным в работе
дискретным аналогом томограммы центра масс может быть использован
при реализации измерений, необходимых для определения состояний и ди-
намики квантовых систем.

Методология и методы исследования

В работе широко используется формализм звёздочного произведения и
операторных символов, основные принципы которого описаны в первой
главе. При построении вероятностных представлений задавались соответ-
ствующие деквантайзеры и квантайзеры. Метод фазового пространства
применялся при изучении вводимых в работе дискретных аналогов кла-
стерной томограммы и томограммы центра масс. При получении условий
неотрицательности геометрических символов использовался метод стаби-
лизационных групп. При описании дихотомных представлений приведён
метод построения представлений с помощью фиктивных подсистем. При
построении вероятностных представлений квантовых каналов использо-
вался дуализм между квантовыми состояниями и каналами. При исследо-
вании различных характеристик рассматриваемых в работе моделей про-
изводились численные расчёты. Для получения оценок областей допусти-
мых значений вводимых в работе энтропийных функций использовались
оптимизационные методы. Для некоторых задач классической механики
демонстрируется применение формализма Купмана-фон Неймана.

Положения, выносимые на защиту

1. При построении класса геометрических символов и их частных слу-
чаев: дискретной томограммы центра масс и дискретной кластерной
томограммы, выяснилось

a) Значения дискретной томограммы центра масс есть вероятности
исходов измерениий в собственных базисах обобщённых паулев-
ских операторов.

b) Все возможные значения аргументов геометрического символа,
для которых данный объект неотрицателен, соответствуют мно-
жеству всех коммутативных групп операторов Вейля.
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c) Построенные дискретные аналоги томограммы центра масс и
кластерной томограммы также являются неотрицательными функ-
циями, по значениям которых возможно восстановить матрицу
плотности состояния системы. Получены соответствующие кван-
тайзеры и деквантайзеры.

2. Преобразования геометрических символов в квантовых каналах за-
даются псевдостохастической матрицей, которая представляет собой
линейное преобразование дискретной функции Вигнера канала.

3. Вводимые энтропийные функции, представляющие собой сумму эн-
тропий Шеннона или Цаллиса дихотомных распределений вероятно-
стей, задающих состояние квантовой системы, являются ограничен-
ными, причём ограничение снизу ненулевое. Область значений пред-
ставлена в работе.

4. Выражение для функции Грина уравнения эволюции волновой функ-
ции классической системы с квадратичным гамильтонианом с точно-
стью до фазового множителя, зависящего от времени, совпадает с
функцией Грина, описывающей эволюцию квантовой системы с тем
же гамильтонианом.

Апробация работы

Основные результаты диссертации докладывались на следующих конфе-
ренциях:

∙ Quantum Theory: from problems to advances (Вёкше, Швеция, 2014).

∙ Central European Workshop on Quantum Optics (Варшава, Польша,
2015).

∙ Phystech Quant (Москва, Россия, 2020).

∙ 63-я Всероссийская научная конференция МФТИ (Москва, Россия,
2020).

По теме диссертации опубликованы в 8 работ, изданных в рецензируе-
мых научных журналах, индексируемых Web of Science и Scopus, и реко-
мендованных ВАК.

Личный вклад

Все результаты, вошедшие в диссертацию были получены лично автором,
либо при его непосредственном участии.
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Содержание работы

Первая глава носит характер введения и не содержит оригинальных
исследований, проведённых автором. Здесь вводится необходимая терми-
нология, а также даётся описание общей схемы построения представлений
квантовых состояний.

В разделе 1.1 приводится краткое изложение формализма оператор-
ных символов. Каждому действующему в гильбертовом пространстве ℋ
оператору 𝑂̂ можно поставить в соответствие 𝑐-числовую функцию 𝑓𝑂̂ :
𝒳 → C по следующему правилу

𝑓𝑂̂(𝑥) = Tr
(︁
𝐶(𝑥)𝑂̂

)︁
, 𝑥 ∈ 𝒳 . (1)

Обратное преобразование представимо в виде

𝑂̂ =
∑︁
𝑥

𝑓𝑂̂(𝑥)𝐺̂(𝑥). (2)

Операторы 𝐶(𝑥) и 𝐺̂(𝑥) называются деквантайзерами и квантайзерами со-
ответственно.

В разделе 1.2 даны основные сведения о представлении, в котором
квантовые состояния описываются функцией, определённой в фазовом про-
странстве - функцией Вигнера. Также перечисляются основные свойства
этого объекта и проводятся аналогии с плотностью распределения веро-
ятностей. Функция Вигнера является функцией плотности распределения
квазивероятностей, т.е. она может принимать отрицательные значения.
Также, функция Вигнера является символом оператора плотности. При
этом соответствующие квантайзеры и деквантайзеры совпадают с точно-
стью до постоянного множителя. Такие схемы называются самодуальными.

В разделе 1.3 даётся небольшое введение в задачу восстановления
состояния по результатам измерений ансамбля идентичных квантовых си-
стем. Данная проблема имеет прямое отношение к вопросам построения
вероятностных представлений квантовой механики, т.е. представлений, где
состояние квантовой системы задаётся набором действительных распреде-
лений вероятностей.

В разделе 1.4 приводятся примеры томографический представлений
квантовой механики. Дано определение симплектической томограммы, ко-
торая получается из функции Вигнера с помощью преобразования Радона.

Также перечислены основные свойства этой функции, такие как: неот-
рицательность, нормированность, однородность. Отдельно рассматривался
случай многомодовых (многочастичных) квантовых систем. Перечислены
следующие томографические функции: многомерная симплектическая то-
мограмма, томограмма центра масс и кластерная томограмма.
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Вторая глава посвящена представлениям, в которых кудитные состо-
яния описываются функциями, ассоциированными с линейными подпро-
странствами дискретного фазового пространства. Построены дискретные
аналоги томограммы центра масс и кластерной томограммы.

В разделе 2.1 в контексте представлений квантовых состояний дан
краткий обзор по измерениям во взаимно равнонаклонённых базисах –
MUB (mutual unbiased bases).

В разделе 2.2 приводятся основные сведения о дискретном фазовом
пространстве и задании кудитных состояний дискретной функцией Вигне-
ра. Особое внимание уделялось случаям, когда размерность гильбертова
пространства кудита была равна простому числу или степени простого
числа. Фазовое пространство таких кудитов может быть представлено как
векторное пространство над конечным полем. Пусть C𝑑𝑛

есть гильберто-
во пространство исследуемой системы, и пусть 𝑑 – простое число. Соот-
ветствующее фазовое пространство есть векторное пространство Z2𝑛

𝑑 . Де-
квантайзеры для дискретной функции Вигнера будут выражаются через
операторы смещения в дискретном фазовом пространстве, которые имеют
вид

𝐷̂(𝑘⃗, 𝑙⃗) =

𝑛⨂︁
𝑗=1

𝜔−2−1𝑘𝑗 𝑙𝑘𝑍𝑘𝑗 𝑋̂ 𝑙𝑗 (3)

если 𝑑 нечётное простое число. Здесь 𝜔 = 𝑒
2𝜋𝑖
𝑑 , 𝑍|𝑘⟩ = 𝜔𝑘|𝑘⟩ и 𝑋̂|𝑘⟩ = |𝑘+1⟩.

Если же 𝑑 = 2, то полагается, что

𝐷̂(𝑘⃗, 𝑙⃗) =

𝑛⨂︁
𝑗=1

𝑖−𝑘𝑗 𝑙𝑗 𝜎̂𝑘𝑗
𝑧 𝜎̂𝑙𝑗

𝑥 , (4)

где 𝜎̂𝑥 и 𝜎̂𝑧 – матрицы Паули.

В разделе 2.3 вводится новая томографическая функция для опи-
сания кудитных состояний – дискретная томограмма центра масс. Гиль-
бертово пространство кудитов, для которых может быть построен данный
объект, имеет размерность, являющуюся степенью простого числа. Соот-
ветствующее фазовое пространство есть Z2𝑛

𝑑 . По аналогии с непрерывным
случаем, значения дискретной томограммы центра масс получается сум-
мированием по линейным подпространствам размерности 2𝑛− 1

𝑤𝑐𝑚(𝜅 | 𝜇⃗, 𝜈⃗) =
∑︁
𝑞, 𝑝

𝑊 (𝑞⃗, 𝑝)𝛿𝜅, 𝜇⃗·𝑞+𝜈⃗·𝑝. (5)

В разделе было показано, что функция 𝑤𝑐𝑚(𝜅 | 𝜇⃗, 𝜈⃗) неотрицательна и,
что отображение (5) обратимо. Была получена формула восстановления
дискретной функции Вигнера по значениям томограммы.
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В разделе 2.4 построено обобщение дискретной томограммы центра
масс – геометрические символы. Здесь также рассматриваются случаи, ко-
гда размерность кудита есть 𝑑𝑛, где 𝑑 есть простое нечётное число. Геомет-
рический символ строится следующим образом

1. Выбирается некоторое подмножество множества всех линейных под-
пространств размерности 2𝑛−𝑚. Каждое из подпространств задаётся

уравнением Γ̂ · 𝑥⃗ = 𝜅⃗, где 𝑥⃗ =

[︂
𝑞⃗
𝑝

]︂𝑇
, Γ̂ ∈ Z𝑚

𝑑 × Z2𝑛
𝑑 , 𝜅⃗ ∈ Z𝑚

𝑑 . При этом

rank Γ̂ = 𝑚. Множество соответствующих матриц обозначим, как H𝑚
2𝑛.

2. Значения геометрического символа получаются суммированием дис-
кретной функции Вигнера по подпространствам из H𝑚

2𝑛

𝑤H𝑚
2𝑛

(𝜅⃗, 𝜇̂, 𝜈) =
∑︁
𝑞, 𝑝

𝛿𝜅⃗, 𝜇̂·𝑞+𝜈·𝑝 𝑊 (𝑞⃗, 𝑝). (6)

Отметим, что если 𝑚 = 1 и H1
2𝑛 есть множество всех ненулевых мат-

риц матриц Γ̂ размера 1 × 2𝑛, то геометрический символ совпадает с
дискретной кластерной томограммой.

Основная задача в разделе 2.4 состояла в поиске условия на множество
H𝑚

2𝑛, чтобы функция 𝑤H𝑚
2𝑛

(𝜅⃗, 𝜇̂, 𝜈) была неотрицательна, а отображение
(6) обратимым. При этом рассматривался случай 𝑑 ̸= 2. Было показано,
что условие неотрицательности имеет вид

Γ̂𝑉 Γ̂𝑇 = 0̂. (7)

Таким образом, если множество H𝑚
2𝑛 есть множество P𝑚

2𝑛, то функция
𝑤P𝑚

2𝑛
(𝜅⃗, 𝜇̂, 𝜈) неотрицательна. Более того, было показано, что в таком слу-

чае отображение (6) обратимо, и была найдена формула восстановления
дискретной функции Вигнера, а также деквантайзеры и квантазеры. При
этом

𝐺̂(𝜅⃗ | Γ̂) = 𝛼 𝐼 + 𝛽 𝐶(𝜅⃗ | Γ̂), (8)

где 𝐶(𝜅⃗ | Γ̂) и 𝐺̂(𝜅⃗ | Γ̂) – деквантайзеры и квантайзеры геометрических
символов, а 𝛼 и 𝛽 коэффициенты, зависящие от 𝑛 и 𝑚.

Следует отметить, что обратимость справедлива только для случаев
𝑚 > 𝑛, в противном случае множество матриц Γ̂, удовлетворяющих усло-
вию (7), пусто.

Также в разделе 2.4 был построен дискретный аналог кластерной то-
мограммы. За основу была взята схема построения геометрических сим-
волов. Множество матриц Γ̂ в этом случае должно состоять из матриц
вида Γ̂ =

[︀
𝜇̂ 𝜈

]︀
, где матрицы 𝜇̂ и 𝜈 размерами 𝑚 × 𝑛 являются блочно
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диагональными, причём блоки представляют собой строки 𝜇⃗𝑇
1 , . . . , 𝜇⃗

𝑇
𝑚 и

𝜈⃗1, . . . ,𝜈⃗
𝑇
𝑚 длины 𝑛1, . . . 𝑛𝑚. Как можно видеть 𝑛1 + ...+𝑛𝑚 = 𝑛, а дискрет-

ная кластерная томограмма имеет вид

𝑤𝑐𝑙(𝜅⃗, 𝜇⃗, 𝜈⃗) =
∑︁
𝑞, 𝑝

𝑊 (𝑞⃗, 𝑝)

𝑚∏︁
𝑘=1

𝛿𝜇⃗𝑘·𝑞𝑘+𝜈⃗𝑘·𝑝𝑘
, 𝜇⃗ = (𝜇⃗1,..., 𝜇⃗𝑚), 𝜈⃗ = (𝜈⃗1,..., 𝜈⃗𝑚).

(9)
Соответствующее множество матриц Γ̂ обозначалось как C𝑚

2𝑛. Очевидно,
что для всех Γ̂ ∈ C𝑚

2𝑛 выполняется условие (7), а значит функция 𝑤𝑐𝑙(𝜅⃗, 𝜇⃗, 𝜈⃗)
неотрицательна. Также было показано, что отображение (9) обратимо и
были найдены квантайзеры.

В разделе 2.5 продолжается исследование введённых в разделе 2.4
геометрических символов. Здесь рассматривается случай, когда размер-
ность гильбертова пространства кудита является степенью двойки. Такие
системы для краткости в работе назывались «многокубитные». Если в слу-
чае 𝑚 = 1, т.е. когда геометрический символ совпадает с дискретной то-
мограммой центра масс, никаких сложностей не возникает, и не требуется
специального описания, то при 𝑚 > 1 это не так. Как мы показывали, в
случае 𝑑 > 2 (размерность кудита 𝑑𝑛, а 𝑑 – простое число) условие (7)
было достаточным для того, чтобы геометрические символы были неотри-
цательными. Это происходит вследствие того, что множество операторов
𝒟Γ̂ = {𝐷̂(𝑆Γ̂𝑇 · ℎ⃗), ℎ⃗ ∈ Z2𝑛

𝑑 } образует группу, если матрица Γ̂ удовлетворяет
соотношению (7). Однако, при 𝑑 = 2 выполнение условий (7) недостаточно
для того, чтобы 𝒟Γ̂ было замкнутым относительно операции матричного

умножения. Это приводит к тому, что даже, если матрица Γ̂ удовлетворя-
ет (7), то соответствующее значение геометрического символа может быть
отрицательным. На Рис. 1 изображены все возможные разбиения фазового
пространства кукварта на множество линейных подпространств размерно-
сти 2𝑛 − 𝑚 вида Γ̂ · 𝑥⃗ = 𝜅⃗, 𝜅⃗ ∈ Z𝑚

𝑑 ((2𝑛 − 𝑚)-расслоения). Все Γ̂ лежат в

множестве P2
4, но для некоторых матриц Γ̂ группа ⟨𝐷̂(𝛾⃗1), 𝐷̂(𝛾⃗2)⟩ содер-

жит элементы, не являющиеся операторами смещения (4) (эти элементы
отличаются знаком).

В работе было предложено определять неотрицательный геометриче-
ский символ следующим образом: матрицы Γ̂ из области определения гео-
метрического символа должны выбираться так, чтобы множество 𝒟Γ̂ яв-
лялось группой. Было показана обратимость отображения (6) при таким
образом задаваемом множестве H𝑚

2𝑛. Также отдельно обговаривался случай
дискретной кластерной томограммы. Было показано, что для всех матриц
Γ̂ ∈ C𝑚

2𝑛 множество 𝒟Γ̂ является группой.

Третья глава содержит исследования по теме дихотомного вероятност-
ного представления кудитных состояний и наблюдаемых. В данном пред-
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ZI, IZ ZI, IY ZX, XZ ZX, XY YI, IZ

YI, IY YX, XZ YX, XY ZZ, XX ZY, XX

ZI, IX YI, IX IZ, XI IY, XI XI, IX

Рисунок 1 2-расслоения фазового пространства кукварта. Надписи обозна-
чают генератор коммутативной группы. Для полупрозрачных изображе-
ний группа содержит элемент, который не является оператором смещения,
определенным в (4). Нумерация столбцов идет слева направо и задается
значениями пар (𝑞1, 𝑞2). Нумерация строк идет снизу вверх и задается
(𝑝1, 𝑝2).

ставлении состояние кудита задаётся набором двумерных распределений
вероятностей, которые соответствуют измерениям наблюдаемых в фиктив-
ных кубитных подсистемах.

В разделе 3.1 рассматривается простейший случай – случай кубитных
систем. Дан краткий обзор и уточнены некоторые соотношения.

Состояние кубита в дихотомном представлении задаётся набором из
трёх двумерных распределений вероятностей Ξ2 = {𝒫⃗1, 𝒫⃗2, 𝒫⃗3}, соответ-
ствующих измерениям наблюдаемых 𝜎̂𝑥, 𝜎̂𝑦, 𝜎̂𝑧.

Если состояние кубита в описываемом представлении задаётся набором
двумерных распределений вероятностей, то кубитные наблюдаемые пред-
ставляются как наборы случайных величин. Так произвольной наблюдае-

мой𝐴 ставится в соответствие набор

{︂
𝜉1 =

[︂
𝑋
−𝑋

]︂
, 𝜉2 =

[︂
𝑌
−𝑌

]︂
, 𝜉3 =

[︂
𝑍1

𝑍2

]︂}︂
.

При этом 𝐴 =

[︂
𝑍1 𝑋 − 𝑖𝑌

𝑋 + 𝑖𝑌 𝑍2

]︂
.

В разделе 3.2 рассматривался случай кутритных систем. Здесь уже
может быть применён метод фиктивных подсистем, который и описывает-
ся в самом начале раздела. Данный метод позволяет выделить фиктивную
кубитную подсистему у кудита, размерность гильбертова пространства ко-
торого нечётная. Для этого исходное гильбертово пространство C𝑑 вкла-
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дывается в C𝑑 ⊕ C. Размерность нового пространства получается чётной,
и оно представимо в виде C𝑑 ⊕ C = ℋ𝐴 ⊗ℋ𝐵 , где ℋ𝐴 = C2. Пространство
ℋ𝐴 есть гильбертово пространство фиктивного кубита. Матрица плотно-
сти состояния этого кубита получается следующим образом: добавляется
нулевые строка и столбец, а затем производится операция частичного следа
по степеням свободы подсистемы 𝐵. Можно различным образом проводить
описанные выше вложения и разбиения, и получать различные кубитные
подсистемы. Набор матриц плотности этих кубитов задаёт состояние ис-
ходной систем. Переходя от кубитных матриц плотности к соответствую-
щим наборам двумерных распределений вероятностей, получим набор дву-
мерных распределений вероятностей, задающий состояние всей системы. В
представленной в работе схеме также использовалось одно трёхмерное рас-
пределение. В итоге, состояние кутрита задаётся набором

𝜌 ↔ Ξ3 =

⎧⎪⎨⎪⎩
⎡⎢⎣𝑝

(1)
3 + 𝑝

(2)
3 − 1

1 − 𝑝
(1)
3

1 − 𝑝
(2)
3

⎤⎥⎦ ,

[︃
𝑝
(𝑘)
𝑖

1 − 𝑝
(𝑘)
𝑖

]︃
, 𝑖 ∈ {1, 2}, 𝑘 ∈ {1, 2, 3}

⎫⎪⎬⎪⎭
(10)

В построенном представлении кутритная наблюдаемая описывалась се-
мью классическими случайными величинами: одной трёхмерной и шестью
двумерными. Были получены выражения для первого и второго момента.

В разделе 3.3 был дан обзор построения дихотомного представления
для кудитов произвольной размерности, а также были получены выраже-
ния для деквантайзеров и квантайзеров.

Четвёртая глава посвящена проблеме представлений квантовых кана-
лов. Было показано, что дуализм между квантовыми каналами и состояни-
ями позволяет ввести понятие символа квантового канала. В таком случае,
описание динамики проводится в терминах символов каналов и состояний.
Все построения производились для кудитов.

В разделе 4.1 дан небольшой обзор по теме квантовых каналов и стро-
ится общая схема описания динамики квантовых систем на основе введён-
ных в работе понятий канальных символов.

Как известно, произвольное линейное отображение квантовой системы
ℋ может задаваться положительно полуопределённой матрицей 𝐷̂, дей-
ствующей в пространстве ℋ⊗ℋ. Динамическая матрица 𝐷̂ (матрица Чои)
c точностью до множителя будет являться матрицей плотности. С дру-
гой стороны можно задавать динамику квантовой системы посредством
канального символа 𝑓𝐷̂(𝑥⃗), который будет представлять собой символ ди-
намической матрицы
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𝐷̂ → 𝑓𝐷̂(𝑥⃗) = Tr
(︁
𝐶(𝑥⃗)𝐷̂

)︁
, (11)

𝑓𝐷̂(𝑥⃗) → 𝐷̂ =
∑︁
𝑥⃗

𝑓𝐷̂(𝑥⃗)𝐺̂(𝑥⃗). (12)

В данном разделе получено уравнение, описывающее вполне положитель-
ные отображения в случае, когда используются различные представления
квантовых состояний и каналов

𝑓𝜌(𝑥⃗) →
∑︁
𝑋⃗, 𝑥⃗0

𝑓𝐷̂(𝑋⃗)𝑓𝜌(𝑥⃗0) 𝐾(𝑥⃗, 𝑥⃗0 | 𝑋⃗), (13)

где ядро 𝐾(𝑥⃗, 𝑥⃗0 | 𝑋⃗) имеет вид

𝐾(𝑥⃗, 𝑥⃗0 | 𝑋⃗) =
∑︁

𝑖, 𝑗, 𝑖0, 𝑗0

𝐶𝑇
𝑖𝑗(𝑥⃗) 𝒢𝑖𝑖0, 𝑗𝑗0(𝑋⃗) 𝐺̂𝑖0𝑗0(𝑥⃗0). (14)

Здесь 𝐶(𝑋⃗) и 𝐺̂(𝑋⃗) – деквантайзеры и квантайзеры представления состоя-
ний, а 𝒞(𝑥⃗) и 𝒢(𝑥⃗) – деквантайзеры и квантайзеры представления каналов.
Также в разделе 4.1 было выведено уравнение унитарной эволюции ка-
нального символа

𝑖
𝑑𝒫⃗
𝑑𝑡

= 𝒞𝑄̂𝒢 · 𝒫⃗, (15)

где 𝑄̂ = 𝐻̂ ⊗ 𝐼𝑑3 − 𝐼𝑑3 ⊗ 𝐻̂.
В разделе 4.2 строилось вероятностное представление квантовых ка-

налов на основе введённой в разделе 4.1 схемы и дихотомного представ-
ления, подробнее о котором говорилось в главе 3. Было показано, что как
и матрице плотности, так и динамической матрице вполне положитель-
ного отображения можно поставить в соответствие набор распределений
вероятностей.

В качестве примера приводилось построение представления кубитного
канала. Состояние кубита также задавалось в дихотомном представлении.
Был построен вектор из вероятностных параметров состояния 𝜋⃗, а также
матрица 𝑃 и вектор 𝛽 из вероятностных параметров канала. При этом
преобразование состояния 𝜋⃗ представимо в виде

𝜋⃗ → 𝑃 · 𝜋⃗ + 𝛽. (16)

В разделе 4.3 рассматривался ещё одна схема описания квантовых ка-
налов, в которой канальный символ представлял собой дискретную функ-
цию Вигнера. Данное представление квантовых каналов использовалось
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Рисунок 2 Примеры дискретных функций Вигнера некоторых унитар-
ных кубитных каналов. Слева направо: тождественное преобразование, 𝑋-
канал, гейт Адамара, фазовый сдвиг.

для описания вполне положительных отображений геометрических симво-
лов.

На Рис. 2 приведены дискретные функции Вигнера некоторых унитар-
ных кубитных каналов.

Отметим, что дискретная функция Вигнера канала может быть пред-
ставлена в виде псевдостохастической матрицы. Если состояния также за-
даются функцией Вигнера, то описание динамики сводится к псевдостоха-
стическим преобразованиям векторов квазираспределений.

Геометрические символы могут использоваться для описания состояний
кудитов размерности 𝑑𝑛, где 𝑑 – простое число. Задавая квантовый канал
при помощи дискретной функции Вигнера, для элементов псевдостохасти-
ческой матрицы вполне положительного преобразования геометрических
символов получим

𝐹 (𝜅⃗, Γ̂; 𝜅⃗0, Γ̂0) = 𝑑𝑛
∑︁

𝑥⃗1, 𝑥⃗2 ∈Z2𝑛
𝑑

𝛿Γ̂𝑥⃗1, 𝜅⃗1

(︁
𝛼 + 𝛽𝛿Γ̂0𝑥⃗2, 𝜅⃗0

)︁
𝑊 (𝑥⃗1, 𝑥⃗2), (17)

где 𝛼 и 𝛽 – коэффициенты, зависящие от 𝑛 и 𝑚, a 𝑥⃗𝑖 =

[︂
𝑞⃗𝑖
𝑝𝑖

]︂
.

В работе в качестве примера были построены псевдостохастические
матрицы преобразований томограммы центра масс двухкубитовых состо-
яний. Были вычислены коэффициенты 𝛼 и 𝛽: 𝛼 = − 7

30 , 𝛽 = 1
2 .Стоит от-

метить, что для клиффордовских каналов (т.е. унитарных каналов, зада-
ющихся произвольной композицией гейтов Адамара и фазовых гейтов),
соответствующие матрицы могут быть сведены к матрицам перестановок.

Пятая глава содержит различные задачи, связанные с новыми энтро-
пийными функциями. Также, в этой части работы разбирается проблема
построения аналога запутанности для классических систем на основе фор-
мализма Купмана-фон Неймана.
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В разделе 5.1 приводятся краткий обзор по квантовым корреляциям,
запутанности и квантовым энтропийным характеристикам.

В разделе 5.2 вводится новая энтропийная функция, представляю-
щая собой сумму энтропий Цаллиса распределений вероятностей, задаю-
щих состояние в дихотомном представлении (этому представлению посвя-
щена глава 3). Рассматривался случай кубитных систем. Состояние ку-

бита задаётся тремя двумерными распределениями вероятностей 𝒫⃗𝑘 =[︀
𝑝𝑘 1 − 𝑝𝑘

]︀𝑇
, 𝑘 = 1, . . . , 3. Обобщённая энтропия Цаллиса (именно так

была названа новая функция) имеет вид

𝑊𝑞(Ξ(2)) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑆𝑞(𝑃𝑖), (18)

где 𝑆𝑞(𝒫⃗𝑖) = 1
1−𝑞 ((1 − 𝑝𝑖)

𝑞 + 𝑝𝑞𝑖 − 1) и Ξ(2) =
{︁
𝒫⃗1, 𝒫⃗2, 𝒫⃗3

}︁
. Была найдена

область возможных значений, которые принимает данная функция. Мак-
симум функции 𝑊𝑞(Ξ(2)) достигается для абсолютно смешанного состоя-
ния

max𝑊𝑞(Ξ(2)) =
1

1 − 𝑞

(︂
3 ·

(︂
1

2

)︂𝑞

− 1

)︂
. (19)

Для поиска минимума была решена оптимизационная задача и в итоге

min𝑊𝑞(Ξ(2)) = min
(︁
𝑊𝑞(Ξ

(2)
1 ), 𝑊𝑞(Ξ

(2)
2 ), 𝑊𝑞(Ξ

(2)
3 )

)︁
, (20)

где Ξ
(2)
1 , Ξ

(2)
2 и Ξ

(2)
3 можно выбрать следующим образом

Ξ
(2)
1 =

{︂[︂
1
0

]︂
,

1

2

[︂
1
1

]︂
,

1

2

[︂
1
1

]︂}︂
, (21)

Ξ
(2)
2 =

{︃
1

2

[︂
1
1

]︂
,

1

2

[︃
1 + (−1)𝑚√

2

1 − (−1)𝑚√
2

]︃
,

1

2

[︃
1 + (−1)𝑛√

2

1 − (−1)𝑛√
2

]︃}︃
, 𝑚, 𝑛 ∈ Z, (22)

Ξ
(2)
3 =

⎧⎨⎩1

2

⎡⎣1 + (−1)𝑙√
3

1 − (−1)𝑙√
3

⎤⎦ ,
1

2

[︃
1 + (−1)𝑚√

3

1 − (−1)𝑚√
3

]︃
,

1

2

[︃
1 + (−1)𝑛√

3

1 − (−1)𝑛√
3

]︃
,

⎫⎬⎭ , 𝑙, 𝑚, 𝑛 ∈ Z.

(23)
В разделе 5.3 изучались свойства квантовой взаимной информации

фиктивных подсистем кукварта. Рассматривалось поведение данной вели-
чины в процессе унитарной эволюции. Квантовая взаимная информация

17



0 1 2 3 4
t

1.0

1.5

2.0

W
q

q = 0.5
q = 1.0
q = 2.0

а)

0 1 2 3 4
t

1.0

1.5

2.0

2.5

W
q

q = 0.5
q = 1.0
q = 2.0

б)

Рисунок 3 Зависимость обобщённой энтропии Цаллиса от времени: а) мо-
дель Раби, б) модель Демкова.

обычно вводится для составных систем, однако метод фиктивных подси-
стем позволяет использовать её и для несоставных, таких как кукварт.

В разделе 5.4 изучалась эволюция обобщённой энтропии Цаллиса на
примере некоторых аналитически разрешимых моделей. Рассматривалось
всего две: модель Раби и модель Демкова в присутствии процессов затуха-
ния фазы. Первая из них является примером унитарной эволюции. Вторая
модель, как можно судить из названия, описывает неунитарную эволюцию.
В обоих случаях изучаемая квантовая система являлась двухуровневой,
т.е. кубитом. Для каждой модели были зафиксированы задающие их па-
раметры.

Кроме того, для обозначенных моделей были получены графики, опи-
сывающие эволюцию спиновой томограммы.

В разделе 5.5 приводится описание основных принципов формализма
Купмана-фон Неймана и обсуждается возможность построения аналога за-
путанности для классических систем. В представленном в разделе подходе
функция плотности распределения вероятностей была связана с матрицей
плотности классического состояния посредством отображения

𝑓(𝑞,𝑝; 𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
𝑑𝑢 𝜌

(︁
𝑞 +

𝑢

2
,𝑞 − 𝑢

2
; 𝑡

)︁
𝑒−𝑖𝑝𝑢, (24)

где 𝑡 – временной параметр. Для демонстрации данного подхода в работе
рассматривалась задача эволюции классической системы с квадратичным
гамильтонианом𝐻 =

∑︀𝑁
𝛼,𝛽=1

1
2𝑄𝛼𝐵𝛼𝛽𝑄𝛽 , где𝑄𝛼 = (𝑝1,𝑝2,...,𝑝𝑁 ,𝑞1,𝑞2,...,𝑞𝑁 ),

а 𝑁 - размерность системы. Была получена соответствующая функция
Грина.

В задаче о введении аналога запутанности для классических состояний
рассматривался следующий подход. Известно, что для гауссовских кванто-
вых состояний справедлив критерий Переса-Городецкого. Данный факт ис-
пользовался следующим образом для классического состояния: если после
операции частичного транспонирования 𝑃𝑇 произведённой над операто-
ром плотности классического состояния справедливо соотношение неопре-
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делённостей, то такое классическое состояние считалось сепарабельным, в
противном случае - запутанным.

В заключении приведены основные результаты работы.

∙ Построены новые томографические функции, описывающие состоя-
ния кудитных систем и являющиеся аналогами томограммы центра
масс и кластерной томограммы.

– Построен общий класс геометрических символов, определённых
на множестве линейных подространств дискретного фазового
пространства.

– Найдены условия неотрицательности геометрических символов

– В случаях 𝑑 ̸= 2, 𝑚 > 1, а также для всех простых 𝑑 при 𝑚 = 1
найдены квантайзеры и деквантайзеры.

∙ Построена схема описания динамики кудитных систем через символы
состояний и каналов.

∙ Получена псевдостохастическая матрица преобразования геометри-
ческих символов в квантовых каналах.

∙ Получены квантайзеры и деквантайзеры для дихотомного представ-
ления квантовых состояний. Найдены наибольшие и наименьшие зна-
чения для введённых в работе новых энтропийных функций, пред-
ставляющих собой сумму энтропий Цаллиса распределений вероят-
ностей дихотомных случайных величин, задающих состояние кван-
товых систем.

∙ Построена схема описания динамики кудитных систем через символы
состояний и каналов. Новый подход продемонстрирован на примере
дихотомного представления.

∙ В формализме Купмана-фон Неймана рассмотрена динамика клас-
сической системы, описываемой нестационарным квадратичным га-
мильтонианом. Для соответствующего волнового уравнения получе-
на функция Грина. Построен аналог запутанности для классических
гауссовских состояний.
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