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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ДИССЕРТАЦИИ

Актуальность темы. В диссертации изучается возможность применения ме-
тода каскадной декомпозиции, состоящего в поэтапном переходе от исходной за-
дачи к аналогичным задачам в подпространствах уменьшающихся размерностей.
Метод каскадной декомпозиции (каскадный метод) направлен на решение задач,
в которых получение решения другими методами или невозможно, или затруд-
нительно. К ним относятся задачи для уравнений, неразрешенных относительно
старшей производной. Впервые такие уравнения, по-видимому, изучались в рабо-
те Пуанкаре (1885). Уравнения, неразрешённые относительно производной назы-
вают ещё дескрипторными (или алгебро-дифференциальными, дифференциально-
алгебраическими). Одним из классов таких уравнений являются уравнения собо-
левского типа:

A
∂lu

∂tl
+

l−1∑
k=0

Bl−k
∂ku

∂tk
= f, (1)

где A,B1, . . . , Bl − линейные дифференциальные операторы по переменной x =
(x1, . . . , xn). Работа С.Л. Соболева (1954) положила начало систематическому изу-
чению таких уравнений.

Наиболее активные исследования дескрипторных уравнений велись в г. Воро-
неже в 60−70 гг. прошлого века под руководством проф. С.Г. Крейна. В насто-
ящее время такие уравнения изучаются в крупнейших математических школах:
иркутской (Ю.Е. Бояринцев, Н.А. Сидоров, Б.В. Логинов, В.Ф. Чистяков, А.А.
Щеглова, Н.В. Фалалеев и их ученики), новосибирской (А.И. Кожанов, С.Г. Пят-
ков, Г.В. Демиденко, С.В. Успенский и другие), челябинской (Г.А. Свиридюк, В.Е.
Федоров и их ученики) и екатеринбургской (И.В. Мельникова и ее ученики). За
рубежом школы возглавляют A. Favini, A. Yagi, S. Campbell, R.E. Schouolter, P.
Kunkel, V. Mehrmann, März, P. Chen, K.J. Engel, R. Nagel и др.

Ввиду большого прикладного значения актуально решение задач для диффе-
ренциальных уравнений, содержащих малый параметр; особенно, если при стрем-
лении параметра к нулю меняется тип уравнения − такие задачи называются
сингулярно возмущенными. Явление погранслоя возникает в задачах с быстрыми
переходами; быстрое изменение решения происходит в узком промежутке измене-
ния переменной − пограничном слое. Системами с малым параметром при стар-
шей производной описывается движение вязкого потока (воздух, вода или кровь
в сосудах), поведение тонких и гибких пластин и оболочек, процесс обтекания за-
тупленного тела сверхзвуковым потоком вязкого газа и др. Важно исследование
поведения решения при стремлении малого параметра к нулю; выявление нали-
чия явления погранслоя в задаче; построение решения в аналитическом виде и в
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виде асимптотического разложения по степеням параметра.
Теорию сингулярно возмущенных уравнений создавали и развивали акад.

А.Н. Тихонов, М.М.Вишик, Л.А. Люстерник, А.Б. Васильева, В.Ф. Бутузов, С.А.
Ломов, И.С. Ломов, Н.Н. Нефедов и многие другие авторы.

В настоящей работе уравнения вида (1) изучаются с операторами A, наделен-
ными следующими свойствами вырожденности:

1) A − фредгольмов оператор с нулевым индексом (далее, Ф-оператор, Ф-
свойство оператора);

2) A имеет число 0 нормальным собственным числом (далее, 0-НСЧ-оператор,
0-НСЧ-свойство оператора).

В основу поставленных задач в настоящей работе положен метод каскадной
декомпозиции, основанный на

1) расщеплении уравнения типа Av = w на уравнения в подпространствах;
2) получении в одном из подпространств уравнения, аналогичного исходному

уравнению;
3) получении для новой неизвестной функции условий, аналогичных задан-

ным условиям;
4) повторении перечисленных действий с новыми уравнением и условиями.
Расщепления исходных пространств применялись и ранее: М.В. Вишик и Л.А.

Люстерник, М.М. Вайнберг и В.А. Треногин при построении собственных значе-
ний и векторов возмущённой матрицы; Ю.Е. Бояринцев, S. Campbell для исследо-
вания дескрипторного уравнения в конечномерных пространствах. При этом одни
авторы ограничивались одним этапом расщепления пространств (М.И. Вишик и
Л.А. Люстерник, М.М. Вайнберг и В.А. Треногин, С.Г. Крейн, V. Lovass-Nagy),
а в работах других авторов (A. Ailon, В.А. Ильин, A. Ilchmann и V. Mehrmann и
др.) исходная система после преобразования матричных коэффициентов обретает
гораздо большие размеры.

Метод каскадной декомпозиции разработан в публикациях С.П. Зубовой (в
кандидатской диссертации 1973 г., докторской диссертации 2013 г., статьях 1976,
1991, 2013–2015 г.). В этом методе на каждом шаге применяется процедура диф-
ференцирования, что требует определённой гладкости некоторых операторов, по-
строенных с помощью заданных операторных коэффициентов уравнения. Поэто-
му весьма важна предлагаемая в настоящей работе модификация этого метода
для дескрипторного уравнения со стационарным оператором A, при которой на
первом шаге не осуществляется процесс дифференцирования, за счет чего пони-
жаются требования на гладкость операторных коэффициентов.

Цель работы. Основная цель диссертации −
1) исследование возможности применения метода каскадной декомпозиции
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уравнения для решения поставленных задач;
2) исследование задачи Коши и начально-краевых задач для рассматривае-

мых уравнений: определение условий существования и единственности этих ре-
шений; исследование асимптотических свойств при ε → 0 решений сингулярно
возмущённых уравнений;

3) исследование свойств некоторого матрично-дифференциального оператора;
применение этих свойств для решения поставленных задач.

Методы исследования. В диссертационной работе использованы алгебраи-
ческие методы, методы функционального анализа, спектральная теория линей-
ных операторов, теория полуобращения линейных операторов, теория полугрупп
операторов с ядрами, методы теории и асимптотической теории линейных диф-
ференциальных уравнений.

Научная новизна. Модифицируется метод каскадной декомпозиции. Этот
метод впервые применяется для решения задач для уравнений соболевского типа.
Результаты диссертации являются новыми.

Теоретическая и практическая значимость. Данная диссертация носит
теоретический характер. Результаты работы могут применяться при решении за-
дач для уравнений в частных производных и сингулярно возмущённых диффе-
ренциальных уравнений. Свойства матрично-дифференциального оператора мо-
гут применяться при решении некоторых задач для определенного класса задач
для уравнений в частных производных.

Отдельные результаты диссертации использовались при чтении спецкурсов
«Сингулярно возмущенные дифференциальные уравнения» и «Дифференциаль-
ные уравнения, неразрешенные относительно производной» для магистрантов ма-
тематического факультета 2-го года обучения в Воронежском государственном
университете.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались на
международных конференциях: «Современные проблемы анализа динамических
систем. Приложения в технике и технологиях» (Воронеж, 2014, 2017); «Есте-
ственные и математические науки: научные приоритеты ученых» (Пермь, 2016);
конференции, посвященной 100-летию со дня рождения С.Г. Крейна (Воро-
неж, 2017); «Понтрягинские чтения-XXIX», посвященной 90-летию В.А. Ильина
(Москва, 2018); международных симпозиумах: молодежном симпозиуме «Совре-
менные проблемы анализа динамических систем. Методы, модели, приложения»
(Воронеж, 2014, 2015); XII симпозиуме «Фундаментальные и прикладные пробле-
мы науки» (Челябинск, 2017); «Еругинские чтения-2018» (Беларусь, 2018); «Меж-
дународная конференция по дифференциальным уравнениям и динамическим си-
стемам 2018» (Суздаль, 2018); «Общие проблемы управления и их приложения.
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Колмогоровские чтения-VIII» (Тамбов, 2018); Весенних математических школах:
«Современные методы теории краевых задач. Понтрягинские чтения − XXIV,
XXVII» (Воронеж, 2013, 2016); Зимних математических школах: «Воронежская
зимняя математическая школа С.Г. Крейна − 2014, 2016, 2018» (Воронеж, 2014,
2016, 2018); «Современные методы теории функций и смежные проблемы» (Во-
ронеж, 2017).

Публикации. Результаты, изложенные в диссертации, опубликованы в рабо-
тах [1]−[23]. Работы [1]−[5] опубликованы в журналах из перечня рецензируемых
научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ; работа
[7] как глава в монографии.

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положения,
выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные
работы. Результаты, опубликованные в совместных работах и включенные в дис-
сертацию, получены автором самостоятельно или при его непосредственном уча-
стии. Автор благодарен научному руководителю С.П. Зубовой за предложенную
постановку задач и помощь в работе над диссертацией.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, вклю-
чающего обзор литературы, списка используемых обозначений, пяти глав, за-
ключения и списка литературы. Текст диссертации изложен на 137 страницах,
включая 1 рисунок. Главы разбиты на разделы. Нумерация формул по главам
и разделам. Список цитируемой литературы состоит из 78 наименований на 10
страницах.

Краткое содержание диссертации

Во введении приводится обзор литературы и описывается содержание дис-
сертации.

В главе 1 приводятся известные результаты, необходимые для выполнения
настоящей диссертации: определения следующих вырожденных линейных опера-
торов, действующих в банаховом пространстве: Ф-оператора и 0-НСЧ-оператора;
формулировка утверждения о решении линейного уравнения с Ф-оператором; по-
нятие об интеграле Ф. Рисса; решение задачи Коши для дифференциального
уравнения, разрешенного относительно производной в банаховом пространстве;
решение задачи Коши для дескрипторного уравнения с Ф-оператором, имеющим
одномерное ядро в банаховом пространстве; сведения из теории тригонометриче-
ских рядов Фурье; сведения о сингулярно возмущенных уравнениях и явлении
погранслоя, наблюдаемом в таких задачах.

В главе 2 для решения поставленных задач актуально исследование
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матрично-дифференциального оператора

A =

 ∂

∂x
α

β
∂

∂x

 , (2)

с областью определения

domA =

{(
y1(x)
y2(x)

)
: yi(x) ∈ C2

[
0,

2π

γ

]
, yi(0) = yi

(
2π

γ

)
, i = 1, 2

}
,

действующий в банаховом пространстве

E =

{(
y1(x)
y2(x)

)
: yi(x) ∈ C

[
0,

2π

γ

]
, i = 1, 2

}
, γ > 0, γ2 = −αβ > 0.

Частный случай такого оператора с α = −1, β = 1 лишь упоминается как Ф-
оператор в кандидатской диссертации К.И. Чернышова.

В п. 2.1 с помощью лемм 2.1.1 – 2.1.5 доказаны теоремы 2.1.1, 2.1.2,
утверждающие, что оператор (2) обладает 0-НСЧ-свойствами и Ф-свойствами.
Построены подпространства Ker A, Coim A, Coker A, Im A; корневое подпро-
странство и прямое дополнение к нему, проекторы на эти подпространства и
полуобратный оператор. В п. 2.2 находится спектр этого оператора (теорема
2.2.1). В п. 2.3 изучаются свойства оператора Ac = A+ c · I.

В главе 3 исследуется задача Коши для уравнения

A
dx

dt
= B(t)x(t) + F (t), (3)

с условием
x(0) = x0 ∈ E1 ∩ dom A, (4)

где A− стационарный замкнутый линейный Ф-оператор, вообще говоря неограни-
ченный, действующий из банахова пространства E1 в банахово пространство E2;
B(t) : E1 → E2 − линейный оператор с domA = domB = E1; F (t) − заданная
непрерывная функция со значениями в E2; t ∈ [0, tk].

В п. 3.1 предлагается модифицированный метод каскадной декомпозиции
уравнения (3); получена лемма 3.1.1, сводящая это уравнение к равносильной
системе. Предполагается, что операторы Aj(t) (A0 = A), строящиеся по форму-
лам (3.1.3), являются Ф-операторами с квадратными матрицами; dim KerAj(t) =
dim CokerAj(t) = nj = const при всех t ∈ [0, tk].

В п. 3.2 с помощью леммы 3.1.1 решается задача Коши для уравнения (3).
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Исследуется случай 1: существует такое число p < ∞, что np−1 > np =
0. В этом случае Ap(t) обратим. По формулам (3.1.4) с помощью F (t) строятся
некоторые операторы Fj(t), ΛjF (t), F̂j(t).

Получен следующий результат.
Теорема 3.2.1. Пусть существует такое число p, что Ap(t) обра-

тим. Пусть Qj(t)Sj−1(t) − сильно непрерывно дифференцируемые операторы,
Qj(t)Fj−1(t) − непрерывно дифференцируемые функции, j = 2, 3, . . . , p−1. Пусть
оператор Tp(t)(I − P ) : CoimA → CoimA − ограниченный и сильно непрерыв-
ный, а функции ΛpF (t), F̂p−1(t) непрерывны при каждом t. Тогда решение задачи
(3), (4) существует в том и только в том случае, когда выполняются условия:

S0(0)x0 + F0(0) = 0,

Qj(0)Sj−1(0)(I − P )x0 +Qj(0)Fj−1(0) = 0, j = 1, 2, . . . , p− 1.
(5)

При выполнении этих условий решение x(t) единственно, имеет вид

x(t) = Ŝp−1(t)

UTp(t, 0)(I − P )x0 +

t∫
0

UTp(t, θ)ΛpF (θ) dθ

+ F̂p−1(t). (6)

Оно обладает свойством:

S0(t)x(t) + F0(t) ≡ 0,

Qj(t)Sj−1(t)(I − P )x(t) +Qj(t)Fj−1(t) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , p− 1, t ∈ [0, tk].
(7)

Кроме того, исходная задача решается в случае 2, когда существует такое
число p, что np−1 > np = np+1 = . . . . В этом случае Ap+1(t) = Ap+2(t) = . . . = 0.
Получен результат о решении (теорема 3.2.2).

Эти результаты отличаются от соответствующих результатов С.П. Зубовой:
здесь на первом шаге расщепления исходного уравнения не происходит процесс
дифференцирования, что понижает требования на гладкость операторных коэф-
фициентов.

В главе 4 исследуются начально-краевые задачи для линейных дифферен-
циальных уравнений в частных производных. Задачи решаются сведением равно-
сильными заменами к задаче для дескрипторного уравнения вида (3). Приводятся
примеры поставленных задач с конкретными значениями коэффициентов урав-
нений и условий.

В п. 4.1 рассматривается задача Гурса для уравнения

∂2u

∂x∂t
= a(x, t)

∂u

∂x
+ b(x, t)

∂u

∂t
+ c(x, t)u(x, t) + ϕ(x, t), (8)
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с условиями

u(x, 0) = g1(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= g2(x), u(0, t) = h(t), (9)

где a(x, t), b(x, t), c(x, t), ϕ(x, t), g1(x), g2(x), h(t) − заданные достаточно гладкие
функции; (x, t) ∈ Πxk,tk .

Получен следующий результат.
Теорема 4.1.1. Пусть выполнены условия: а) функция a(x, t) дифференци-

руема по x; б) функции a(x, t), b(x, t), ϕ(x, t) непрерывны в Πxk,tk; в) функции
∂a

∂x
,

c(x, t) непрерывны по x; г) функция h(t) непрерывно дифференцируема. Тогда ре-
шение задачи (8), (9) существует, единственно и имеет вид:

u(x, t) = UT (x, t, 0)g(x) +

t∫
0

UT (x, t, r)Φ(x, r) dr, (10)

где UT (x, t, r) — эволюционный оператор, порожденный оператором T (x, t). В на-
стоящей диссертации приведены формулы для нахождения оператора T (x, t) и
вектор-функции Φ(x, t).

Тем самым получен результат задачи в аналитическом виде, отличающий-
ся от соответствующих результатов, полученных в монографии А.Н. Тихонова и
А.А. Самарского методом последовательных приближений с введением функции
Римана и результатов, полученных в работе А.В. Жибера и Ю.Г. Михайловой с
применением каскадного метода Лапласа.

В п. 4.2 изучается задача Гурса для уравнения третьего порядка

∂3u

∂x2∂t
= a(x, t)

∂2u

∂x∂t
+b(x, t)

∂2u

∂x2
+c(x, t)

∂u

∂x
+d(x, t)

∂u

∂t
+k(x, t)u(x, t)+f(x, t) (11)

с условиями

u(x, 0) = g1(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= g2(x), u(0, t) = h1(t),
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= h2(t), (12)

где a(x, t), b(x, t), c(x, t), d(x, t), k(x, t), ϕ(x, t), g1(x), g2(x), h1(t), h2(t) − заданные
достаточно гладкие функции; (x, t) ∈ Πxk,tk .

Получен следующий результат.
Лемма 4.2.1, теорема 4.2.1. Пусть выполнены условия: а) функции a(x, t),

b(x, t), ϕ(x, t) непрерывны в Πxk,tk; б) c(x, t), d(x, t), k(x, t) непрерывны по x; в)
функции g1(x), h1(t), h2(t) и b(x, t) по x непрерывно дифференцируемы. Тогда

9



решение u(x, t) = u1(x, t) задачи (11), (12) существует, единственно и опреде-
ляется из следующей формулы:(

u1(x, t)

u3(x, t)

)
= UT (x, t, 0)

 g1(x)

dg1
dx

+

t∫
0

UT (x, t, r)

(
f1(x, r)
f2(x, r)

)
dr (13)

Формулы для нахождения оператора T (x, t) и функций f1(x, t), f2(x, t) при-
ведены.

Полученные здесь в аналитическом виде результаты задачи отличаются от
соответствующих результатов, полученных в работе М.Х. Шханукова (1982) ме-
тодом последовательных приближений с введением функции Римана для слабой
задачи; результатов, полученных в работах А.Ф. Чудновского (1969, 1976) при
исследовании уравнения Аллера; и результатов, полученных в кандидатской дис-
сертации Х.М. Бештокова (2009) с применением численных методов решения.

В п. 4.3 изучается задача нахождения функции u(x, t), удовлетворяющей
уравнению

∂4u

∂x2∂t2
+ 2a

∂2u

∂x∂t
+ b2

∂2u

∂t2
+ cu(x, t) = ϕ(x, t) (14)

и условиям

u(x, 0) = h1(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= h2(x), u(0, t) = u

(
2π

b
, t

)
,

h1(0) = h1

(
2π

b

)
, h2(0) = h2

(
2π

b

) (15)

где a, b, c − постоянные, a 6= 0, b > 0, c ∈ C; ϕ(x, t), h1(x), h2(x) − заданные
достаточно гладкие функции; (x, t) ∈ Π 2π

b ,tk
.

При решении задачи использовались свойства оператора A = A, заданного
формулой (2). В силу полученного результата (теорема 4.3.1): Оператор A не
имеет B-присоединенных элементов к Ker A и что (теорема 4.3.2) оператор
A1 = QBP обратим в KerA можно использовать результат решения задачи для
дескрипторного уравнения в случае p = 1 (теорема 3.2.1). Он сформулирован в
лемме 4.3.1, теореме 4.3.3.

Эти результаты отличаются от соответствующих результатов, полученных в
монографии М.О. Корпусова (2010): установлены условия существования реше-
ний, как опрокидывающихся, так и ограниченных на любом промежутке времени.
В работе А.И. Аристова (2015) решения получены в видах: бегущей волны, квад-
ратичных многочленов и методом дифференциальных связей.

В главе 5 решаются дифференциальные уравнения в банаховых простран-
ствах и уравнение в частных производных, содержащее малый параметр ε. Асимп-
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тотическое разложение решения задач строится методом Васильевой-Вишика-
Люстерника. Возможно следующее поведение решения x(t, ε) при ε → 0: a)
x(t, ε) ⇒ x̄(t), где x̄(t) − некоторое решение предельного уравнения; b) x(t, ε) =
x̄(t) + v(t, ε), где v(t, ε) − функция погранслоя; c) ‖x(t, ε)‖ → +∞; d) предела
x(t, ε) не существует. В случае b) говорят о наличии явления погранслоя.

В п. 5.1 рассматривается задача

ε
dx

dt
= Ax(t, ε) + F (t), (16)

x(0, ε) = x0 ∈ E ∩ dom A, (17)

где A − замкнутый линейный оператор: E → E; E − банахово пространство;
domA = E; A − Ф-оператор, вообще говоря, неограниченный, имеющий жор-
данову цепочку произвольной длины; F (t) − непрерывная функция; t ∈ [0, tk];
ε ∈ (0, ε0].

Изучается случай dim KerA > 1 при наличии жордановых цепочек элементов,
отвечающих собственному числу 0, вообще говоря, различной длины. Рассматри-
ваются операторы A, Aj, j = 1, 2, . . ., строящиеся по формулам (5.1.5). Они явля-
ются Ф-операторами с квадратными матрицами. Исследуется случай: существует
r такой, что Ar обратим. Обозначается p = min r. Построено разложение решения
x(t, ε) в виде ряда по степеням параметра ε:

x(t, ε) = x̄m(t, ε) + v̄m(t, ε) +Rm(t, ε),

x̄m(t, ε) =
m∑

i=−p
εixi(t), v̄m(t, ε) =

m∑
i=0

εivi(τ), τ =
t

ε
,

(18)

где vi(τ) − функции погранслоя вблизи точки t = 0, Rm(t, ε) − остаточный член.
Найдены формулы для нахождения xi(t) (первый итерационный процесс)
при каждом значении p; определена формула (5.1.25) для нахождения v̄m(t, ε) и
утверждается (замечание 5.1.1), что v̄m(t, ε) ∈ CoimA.

Получены следующие результаты.
Теорема 5.1.1. Пусть сужение оператора A на CoimA есть производящий

оператор полугруппы отрицательного типа, F (t) − (m+p) раз непрерывно диф-
ференцируемая функция при каждом t ∈ [0, tk]. Тогда имеет место асимпто-
тическое разложение (18).

Замечание 5.1.2. Случай a) имеет место, если все точки спектра опера-
тора A находятся в полуплоскости Reλ 6 ω < 0. Случай с) − если хотя бы
одна точка спектра оператора A находится в полуплоскости Reλ > 0. Случай
d) имеет место, если хотя бы одна точка спектра оператора A находится на
оси Reλ = 0, а остальные точки − в полуплоскости Reλ < 0.
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Полученные результаты улучшают результаты, полученные в работе С.Г.
Крейна и Нго Зуй Кана (1969) о движении сильно вязкой жидкости, где методом
Боголюбова-Крылова рассматривается случай, когда алгебраическая и геометри-
ческая кратности нулевого собственного значения оператора A равны; обобщают
результаты, полученные в работе В.А. Треногина (1971) с Ф-оператором A, имею-
щим одномерное ядро. Эти результаты отличаются от результатов, полученных в
монографии (2011) С.А. Ломова и И.С. Ломова, где методом регуляризации син-
гулярных возмущений с самосопряженным оператором A жордановой структуры,
действующим в гильбертовом пространстве и имеющим кратный спектр.

Интересно исследовать задачу (16) с оператором A, возмущенным c помощью
добавки c · I. В п. 5.2 рассматривается задача для уравнения

ε
∂u

∂t
= Acu(x, t, ε) + F (x, t), (19)

с условием
u(x, 0, ε) = u0(x, ε) ∈ dom A, (20)

где Ac = A+ c · I, оператор A задан формулой (2); F (x, t) − заданная достаточно
гладкая функция; u0(x, ε)− голоморфная в окрестности точки ε = 0 и достаточно
гладкая по x функция; c ∈ C; (x, t) ∈ Π 2π

γ ,tk
; ε ∈ (0, ε0].

Сначала рассматривается однородная задача для уравнения (19). Решение
задачи представляется в виде суммы решений в подпространствах с помощью
проекторов Рисса. Оно построено в виде тригонометрического ряда

T (x, t, ε) = ecτ T̃ (x, τ)u0(x, ε), (21)

T̃ (x, τ) =
A0(x)

2
+
∞∑
k=1

Ak(x) cos(γkτ) +Bk(x) sin(γkτ).

Интегральные коэффициенты Ak, Bk приведены в настоящей диссертации.
Имеют место следующие утверждения.
Теорема 5.2.1. Пусть функция u0(x, ε) дважды непрерывно дифференциру-

ема, имеет третью кусочно-непрерывную производную при каждом x, и выпол-
няются условия

dju0

dxj

∣∣∣∣
x=0

=
dju0

dxj

∣∣∣∣
x= 2π

γ

, j = 0, 1, 2. (22)

Тогда ряд (21) сходится равномерно на Π 2π
γ ,tk
× [ε∗, ε0], ∀(ε∗ > 0), и допускает

двойное почленное дифференцирование по x и одинарное по t и удовлетворяет
(19), (20).
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Замечание 5.2.1. Имеет место следующее поведение решения задачи (19),
(20) при ε → 0: случай b) имеет место при условии c < 0; случай c) выполня-
ется при условии c > 0; случай d) − при условии c = 0.

Затем рассматривается неоднородная задача для уравнения (19). Для нее
строится асимптотическое разложение решения (теорема 5.2.3).

В п. 5.3, как приложение к результатам п. 5.2, рассматривается задача для
уравнения

ε2
∂2u

∂t2
− 2ε

∂2u

∂x∂t
+
∂2u

∂x2
− 2εc

∂u

∂t
+ 2c

∂u

∂x
+ (γ2 + c2)u(x, t, ε) = ϕ(x, t), (23)

с условиями

u(x, 0, ε) = h1(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= h2(x), u(0, t, ε) = u

(
2π

γ
, t, ε

)
,

h1(0) = h1

(
2π

γ

)
, h2(0) = h2

(
2π

γ

)
,

(24)

где h1(x), h2(x) − заданные достаточно гладкие функции; c ∈ C, γ > 0; ϕ(x, t) −
заданная достаточно гладкая функция; (x, t) ∈ Π 2π

γ ,tk
; ε ∈ (0, ε0].

Задача решается сведением равносильными заменами к задаче для дескрип-
торного уравнения с малым параметром при производной. Исследуется поведение
решения при стремлении параметра к нулю. Изучается возможность наблюдения
явления погранслоя и влияние параметра c.

Сначала решается однородная задача для уравнения (23). Оно приводится к
виду тригонометрического ряда с обоснованием его сходимости (теорема 5.3.1,
замечание 5.3.1).

Затем решается неоднородная задача для уравнения (23). Строится асимпто-
тическое разложение решения (теорема 5.3.2).

Полученные результаты отличаются от соответствующих результатов, полу-
ченных в дипломной работе С.М. Никольского для уравнения вида (23) с одно-
родными условиями, и результатов, полученных в работе А.Б. Васильевой (2003)
методом дифференциальных неравенств.

В п. 5.4 рассматривается задача

A
dx

dt
= (B + εC)x(t, ε) + F (t), (25)

x(0, ε) = x0 ∈ E1 ∩ dom A, (26)

где A, B, C − линейные операторы: E1 → E2, E1, E2 − банаховы пространства,
domA = domB = domC = E1, A − замкнутый Ф-оператор с одномерным ядром;
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A, B, C, вообще говоря, неограниченные; F (t) − заданная непрерывная функция;
t ∈ [0, tk]; ε ∈ (0, ε0].

Интересно, что несмотря на то, что уравнение задается с регулярной по ма-
лому параметру правой частью, возникают особенности при стремлении малого
параметра к нулю. Исследуется поведение решения при стремлении параметра
к нулю. Изучается возможность наблюдения явления погранслоя; при наличии
явления погранслоя строится разложение решения методом Васильевой-Вишика-
Люстерника в виде ряда по степеням малого параметра в частном случае регу-
лярной пары (A,B):

x(t, ε) = x̄m(t, ε) + v̄m(t, ε) +Rm(t, ε),

x̄m(t, ε) =
m∑
i=0

εixi(t), v̄m(t, ε) =
m∑
i=0

εivi(τ), τ =
t

εn
.

(27)

Устанавливается асимптотичность решения. Для нахождения компонент разложе-
ния решения используется метод каскадной декомпозиции уравнения. В теореме
5.4.1 сформулирован результат о решении предельной задачи. Справедливы сле-
дующие результаты.

Теорема 5.4.5. Пусть операторы QB, QC, A−B, A−C ограничены, вектор-
функция F̃0(t) непрерывна, вектор-функция F (t) − непрерывно дифференцируема
p раз. Пусть выполнено условие

Re
dp−1 0
dp−2n

> 0. (28)

Тогда имеет место асимптотическое разложение (27).
Замечание 5.4.1. Имеет место следующее поведение x(t, ε) при ε → 0:

случай b) имеет место, если выполнено (28); случай c) имеет место, если
Reλ∗ > 0; случай d) имеет место, если Reλ∗ = 0.

Полученные результаты дополняют результаты, полученные в работе С.П.
Зубовой и Е.В. Раецкой (2015), где исследовались качественные свойства решения
задачи в терминах жордановых цепочек.

В качестве примера в п. 5.5 приводятся решения задачи (25) с матрично-
дифференциальным оператором A (формула (2)) и различными операторами
B, C. Полученные результаты сформулированы в теореме 5.5.1 и замечании
5.5.2.

В заключении приводятся основные выводы и положения работы, выноси-
мые на защиту.
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