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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàííîñòè. Â òåî-
ðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë çíà÷èòåëüíîå ìåñòî çàíèìàþò èññëåäî-
âàíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðèðîäû çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ â ýòîé îáëàñòè îñòà¼òñÿ îïóá-
ëèêîâàííûé â 1929 ã. ìåòîä Ê. Çèãåëÿ1,2, ïîçâîëÿþùèé óñòàíàâëèâàòü
òðàíñöåíäåíòíîñòü è àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèé â àëãåá-
ðàè÷åñêèõ òî÷êàõ öåëûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íåêîòîðîãî êëàññà,
íàçâàííûõ èì Å-ôóíêöèÿìè.

Îáîçíà÷èì A, K, ZK, Z+, Z−, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëå âñåõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë, ïðîèçâîëüíîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë êîíå÷íîé ñòå-
ïåíè íàä Q, êîëüöî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïîëÿ K, ìíîæåñòâà
N ∪ {0} è Z \N. Ïóñòü |α| � ðàçìåð ÷èñëà α ∈ A (ìàêñèìóì ìîäóëåé
÷èñåë, àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûõ ñ α), H(P ) è |P | � ñîîòâåòñòâåííî,
âûñîòà è ðàçìåð ìíîãî÷ëåíà P ∈ A[x1, . . . , xm] (ìàêñèìóì ìîäóëåé è
ðàçìåðîâ åãî êîýôôèöèåíòîâ).
Îïðåäåëåíèå 1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(z) =
∞∑
n=0

cn
zn

n!
, cn ∈ K,

íàçûâàåòñÿ Å-ôóíêöèåé, åñëè ïðè ëþáîì ε > 0:
1◦. |cn| = O(nεn), n → ∞.
2◦. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dn} îáùèõ çíàìåíàòåëåé

÷èñåë c1, . . . , cn, òàêàÿ, ÷òî dn = O(nεn), n → ∞.

Ìíîæåñòâî Å-ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì êîëüöîì, çà-
ìêíóòûì îòíîñèòåëüíî èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî z, à òàêæå
çàìåíû àðãóìåíòà z íà αz, ãäå α ∈ A.

Ïðîñòåéøèìè Å-ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû èçA[z], ez, sin z,
cos z, sh z, ch z, ôóíêöèÿ Áåññåëÿ J0(z). Áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû Å-
ôóíêöèé ïîëó÷àþòñÿ èç (îáîáù¼ííûõ) ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

l+1Fq

(
1, ν1, . . . , νl
λ1, . . . , λq

∣∣∣∣ z) = lφq(z) = lφq(ν⃗; λ⃗; z) =
∞∑
n=0

(ν1)n . . . (νl)n
(λ1)n . . . (λq)n

zn,

1Siegel C.L. �Uber einige Anwendungen Diophantischer Approximationen // Abh. Preuss. Acad. Wiss.,
Phys.-Math. Kl. � 1929�1930. � � 1. � S. 1�70.

2Siegel C.L. Transcendental numbers. � Princeton: Princeton University Press, 1949.
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ãäå 0 6 l 6 q, (ν)0 = 1, (ν)n = ν(ν+1) . . . (ν+n−1), ν⃗ = (ν1, . . . , νl) ∈
Cl, λ⃗ ∈ (C \ Z−)q.

Ôóíêöèÿ lφq(ν⃗; λ⃗; z) óäîâëåòâîðÿåò (îáîáù¼ííîìó) ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

L(ν⃗; λ⃗) y = (λ1 − 1) . . . (λq − 1), (1)

ãäå

L(ν⃗; λ⃗) = L(ν⃗; λ⃗; z) =

(
q∏

j=1

(δ + λj − 1)− z
l∏

k=1

(δ + νk)

)
, δ = z

d

dz
.

Ïðè l < q, ν1, . . . , λq ∈ Q, α ∈ A ôóíêöèè lφq(ν⃗; λ⃗;αz
q−l) ÿâëÿþòñÿ

Å-ôóíêöèÿìè.
Ê. Çèãåëü1,2 ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó, ÷òî âñÿêàÿ Å-ôóíêöèÿ, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç C(z), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñ àëãåáðàè÷å-
ñêèìè êîýôôèöèåíòàìè îò z è êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ
Å-ôóíêöèé, à òàêæå ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç íèõ çàìåíîé z íà αz

ïðè α ∈ A. Äî ïîÿâëåíèÿ ñòàòåé àâòîðà â íàïðàâëåíèè ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è íå áûëî ïîëó÷åíî íèêàêèõ ðåçóëüòàòîâ (ñì. ñòð. 189 êíèãè3).

Â 1949 ã. Ê. Çèãåëü2 èçëîæèë ñâîé ìåòîä â îáùåé ôîðìå, óñòàíîâèâ
íåêîòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷å-
íèé Å-ôóíêöèé

f1(z), . . . , fm(z), (2)

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

y′k =
m∑
i=1

Qk,i yi, Qk,i ∈ C(z), k = 1, . . . ,m, m > 2 (3)

â òî÷êå α ∈ A \ {0}, íåîñîáîé äëÿ ýòîé ñèñòåìû.
Íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû 50-õ ãîäîâ ìåòîä Çèãåëÿ ïîëó÷èë äàëüíåéøåå

ðàçâèòèå è îáîáùåíèå â ðàáîòàõ À.Á. Øèäëîâñêîãî3 è åãî ó÷åíèêîâ.
À.Á. Øèäëîâñêèé äîêàçàë, ÷òî åñëè Å-ôóíêöèè (2) ñîñòàâëÿþò ðåøå-
íèå ñèñòåìû (3) ëèáî ñèñòåìû

y′k = Qk,0 +
m∑
i=1

Qk,i yi, Qk,i ∈ C(z), k = 1, . . . ,m, m > 1, (4)

3Øèäëîâñêèé À.Á. Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà. � Ì: Íàóêà, 1987.
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à T (z) � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé ôóíêöèé Qk,i, òî
îäíîðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè-
÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü) ÷èñåë

f1(α), . . . , fm(α) (5)

ïðè α ∈ A, αT (α) ̸= 0 ðàâíîñèëüíà îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé íåçà-
âèñèìîñòè (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè) ôóíêöèé
(2) íàä C(z). Çàìåòèì, ÷òî åñëè Å-ôóíêöèè ñâÿçàíû êàêèì-ëèáî äèô-
ôåðåíöèàëüíûì èëè àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì íàä C(z), òî êîýô-
ôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûáðàòü èç A(z) (ñì. ëåììû 2 è 3
ãë. 3 êíèãè3).

À.Á. Øèäëîâñêèì áûëà òàêæå äîêàçàíà áîëåå îáùàÿ
Òåîðåìà II. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü Å-ôóíêöèé (2), m > 2 (m > 1),

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3) (ñèñòåìû (4)), ñòåïåíü îäíîðîä-
íîé òðàíñöåíäåíòíîñòè (ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíò-
íîñòè) ôóíêöèé (2) íàä C(z) ðàâíà l, 0 6 l 6 m, à α ∈ A, αT (α) ̸=
0. Òîãäà ñòåïåíü îäíîðîäíîé òðàíñöåíäåíòíîñòè (ñòåïåíü òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè) ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë (5) òàêæå ðàâíà l.

Â ñëó÷àå α = 0 ÷èñëà (5) ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè (ýòî ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ Å-ôóíêöèé), à â ñëó÷àå, êîãäà α ñîâïàäàåò ñ îñîáîé
òî÷êîé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ò. å.
êîãäà T (α) = 0), íèêàêèõ îáùèõ óòâåðæäåíèé äîêàçàíî íå áûëî.

Ïðè l < m òåîðåìà II íåýôôåêòèâíà (íå ïîçâîëÿåò óêàçûâàòü ïðè-
ìåðû àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ÷èñåë). À.Á. Øèäëîâñêèé â ñâîèõ
ðàáîòàõ íåîäíîêðàòíî ïûòàëñÿ å¼ ýôôåêòèâèçèðîâàòü. Èì áûëî äîêà-
çàíî, ÷òî åñëè α /∈ Λ, ãäå Λ � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî èç
îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè (àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñè-
ìîñòè) íàä C(z) ëþáûõ l ôóíêöèé

f1(z), . . . , fl(z)

ñëåäóåò îäíîðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü (àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçà-
âèñèìîñòü) ÷èñåë

f1(α), . . . , fl(α)

(ñì. �� 5, 6 ãë. 4 êíèãè3). Íî ïðèìåíÿåìûé ìåòîä ïîçâîëÿë äàâàòü
ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà Λ ëèøü â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ
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ñëó÷àÿõ. Ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà èìåþòñÿ òàêæå â ðàáîòå Â.Ã. ×èð-
ñêîãî4.

Îáùèå òåîðåìû Ê. Çèãåëÿ è À.Á. Øèäëîâñêîãî ïîñëóæèëè ìîù-
íûì ñòèìóëîì äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà àëãåáðàè÷å-
ñêîé íåçàâèñèìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàä C(z).
Íà ýòó òåìó èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé ìíîãèõ àâòîðîâ (ïî-
äðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ è èñòîðèþ âîïðîñà ñì. â êíèãå3). Äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ, à òàêæå ñîâîêóï-
íîñòåé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàèáîëåå ñèëüíûå è îá-
ùèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëè Å. Êîë÷èí5, Þ.Â. Íåñòåðåíêî6, Ä. Áåðòðàí7,
Â.Õ. Ñàëèõîâ8,9,10 , Ô. Áåéêåðñ, Â. Áðàóíâåëë è Ã. Õåêìàí11, Í. Êàö12.

Ïîèñê íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé àëãåáðàè÷åñêîé íåçà-
âèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé ôóíêöèé òåñíî ñâÿçàí ñ íàõîæ-
äåíèåì âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè, ÷òî
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå äëÿ òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà.

Ìåòîä Çèãåëÿ âìåñòå ñ ïîëó÷åíèåì ðåçóëüòàòîâ êà÷åñòâåííîãî õà-
ðàêòåðà îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷àòü è èõ êîëè÷åñòâåííûå àíàëîãè.

Â ñòàòüå1 Ê. Çèãåëü äîêàçàë, ÷òî

|P (J0(α), J
′
0(α))| > CH−123h3s2,

ãäå J0(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, α ∈ A\{0}, P (x, y) ∈ Z[x, y], degP 6 s,
H(P ) 6 H, h = [Q(α): Q], C > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò H.

4×èðñêèé Â.Ã. Îá àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ çíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ àëãåáðà-
è÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1973. � Ò. 14, âûï. 1. �
Ñ. 83 � 94.

5Kolchin E. R. Algebraic groups and algebraic dependence // Amer. J. Math. � 1968. � V. 90, � 4. � P.
1151 � 1164.

6Íåñòåðåíêî Þ.Â. Îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåé-
íûì íåîäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1969. � Ò. 5. � � 5. � Ñ.
587�598.

7Bertrand D. Un analogue di��erentiel de la th�eorie de Kummer // Approximations Diophantiennes et
Nombres Transcendants / ed. P. Philippon, Luminy,1990, de Gruyter, Berlin. � 1992. � P. 39�49.

8Ñàëèõîâ Â. Õ. Íåïðèâîäèìîñòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé è àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü
çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé // Acta Arith. � 1990. � Ò. 53. � � 5 � Ñ. 453�471.

9Ñàëèõîâ Â. Õ. Êðèòåðèé àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé îäíîãî êëàññà ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèõ Å-ôóíêöèé // Ìàòåì. ñáîðíèê. � 1990. � Ò. 181. � � 2. � Ñ. 189�211.

10Ñàëèõîâ Â. Õ. Êðèòåðèé àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ E-ôóíêöèé
(÷¼òíûé ñëó÷àé) // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1998. � Ò. 64. � � 2. � Ñ. 273�284.

11Beukers F., Brownawell W.D., Heckman G. Siegel normality // Annals of Math. � 1988. � V. 127. � P.
279�308.

12Katz N. M. Exponential Sums and Di�erential Equations.� Ann. of Math. Stud., V. 124, Princeton Univ.
Press, Princeton, 1990.
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Ïîñòîÿííàÿ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñëè å¼ ìîæíî âû÷èñëèòü ñ
ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ è äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàöèé ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà ôóíêöèé,
òî÷åê è äðóãèå èçâåñòíûå âåëè÷èíû. Ïîñòîÿííàÿ íàçûâàåòñÿ ýôôåê-
òèâíîé ïî íåêîòîðîé âåëè÷èíå x, åñëè îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç x è äðóãèå
ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò x.

Ïðè âûâîäå îöåíîê ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé (ò. å. ìåð
àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè òàêèõ çíà÷åíèé), ñîäåðæàùèõ òîëüêî
ýôôåêòèâíûå ïîñòîÿííûå, îáû÷íî èñïîëüçóþò
Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ Å-ôóíêöèåé â óçêîì

ñìûñëå, åñëè â îïðåäåëåíèè 1 äëÿ âåëè÷èí |cn|, dn ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|cn| 6 cn, dn 6 cn.

Âñå èçâåñòíûå Å-ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), ÿâëÿþòñÿ Å-ôóíê-
öèÿìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3. Çàìåòèì, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè âû-
øåñôîðìóëèðîâàííîé ãèïîòåçû Çèãåëÿ ñëåäîâàëà áû ýêâèâàëåíòíîñòü
îïðåäåëåíèé Å-ôóíêöèè.

Å-ôóíêöèè, ó êîòîðûõ cn ∈ K, íàçûâàþò KÅ-ôóíêöèÿìè.
À.È. Ãàëî÷êèíûì13 è À.Á. Øèäëîâñêèì (ñì. �2 ãë. 12 êíèãè3) äîêà-

çàíà
Òåîðåìà V. Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (2) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòå-

ìû (4) è àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z), α ∈ A, αT (α) ̸= 0,
P ∈ ZK[x1, . . . , xm], degP 6 s, H(P ) 6 H, [K(α): Q] = h. Òîãäà

|P (f1(α), . . . , fm(α))| > CH−ρsm, (6)

ãäå ρ = 2m+1mmhm+1/m!, C > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò H.
Âïåðâûå îöåíêà òèïà (6) áûëà ïîëó÷åíà Ñ. Ëåíãîì14.
Â 1977 ã. Þ.Â. Íåñòåðåíêî15 îïóáëèêîâàë îöåíêó, àíàëîãè÷íóþ (6),

ãäå ρ = 4mhm(mh2 + h+ 1), C > 0 � ïîñòîÿííàÿ, ýôôåêòèâíàÿ ïî s.
Â ðàáîòàõ À.Á. Øèäëîâñêîãî (ñì. �� 3, 4 ãë. 12 êíèãè3) è À.È. Ãà-

ëî÷êèíà16 òàêæå äîêàçûâàåòñÿ
13Ãàëî÷êèí À.È. Îöåíêà ìåðû âçàèìíîé òðàíñöåíäåíòíîñòè çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé // Ìàò. çàìåòêè. �

1968. � Ò. 3. � � 4. � Ñ. 377 � 386.
14Lang S. A transcendence measure for E-functions // Mathematika. � 1962. � V. 9. � P. 157 � 161.
15Íåñòåðåíêî Þ.Â. Îöåíêè ïîðÿäêîâ íóëåé ôóíêöèé îäíîãî êëàññà è èõ ïðèëîæåíèå â òåîðèè òðàíñ-

öåíäåíòíûõ ÷èñåë // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàò. � 1977. � Ò. 41. � � 2. � Ñ. 253�284.
16Ãàëî÷êèí À.È. Îöåíêè ñíèçó ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûõ Å-ôóíêöèé // Ôóí-

äàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà. � 1995. � Ò. 1. � Âûï. 1. � Ñ. 305 � 309.
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Òåîðåìà VI. Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (2), m > 2, ñîñòàâëÿþò ðåøå-
íèå ñèñòåìû (4), deg trC(z){f1(z), . . . , fm(z)} = l, α ∈ A, αT (α) ̸= 0,
P ∈ ZK[x1, . . . , xm], degP 6 s, H(P ) 6 H, [K(α): Q] = h. Òîãäà
ëèáî P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0, ëèáî

|P (f1(α), . . . , fm(α))| > CH−ρhl+1sl, (7)

ãäå ρ, C > 0 � ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò H. Åñëè l = m −
1, òî ρ = k(2m)m/m!, ãäå k � ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî óðàâíåíèÿ,
ñâÿçûâàþùåãî ôóíêöèè (2).

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû. Ãëàâíûìè öåëÿìè äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ:
1. Äàëüíåéøàÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà Çèãåëÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæ-

íîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé â îñîáûõ
òî÷êàõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2. Ïîëó÷åíèå ýôôåêòèâíîãî àíàëîãà òåîðåìû II À.Á. Øèäëîâñêîãî.
3. Èññëåäîâàíèå ãèïîòåçû Çèãåëÿ î ïðåäñòàâèìîñòè Å-ôóíêöèé ìíî-

ãî÷ëåíàìè îò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
4. Äàëüíåéøàÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà àëãåáðàè÷åñêîé

íåçàâèñèìîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íàä C(z). Ïðèìåíåíèå
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê èññëåäîâàíèþ àðèôìåòè÷åñêîé ïðèðîäû çíà-
÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

5. Ïîëó÷åíèå íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

6. Ïîëó÷åíèå íîâûõ îöåíîê ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè ðàçâèâàþòñÿ è ñîâåðøåí-
ñòâóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, áåðóùèå íà÷àëî â ðàáîòàõ Ê. Çèãåëÿ
è À.Á. Øèäëîâñêîãî, â êîòîðûå âíîñèòñÿ ðÿä íîâûõ èäåé. Äîêàçà-
òåëüñòâî íåêîòîðûõ òåîðåì èñïîëüçóåò ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû, ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëàïëàñà, à òàêæå îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äðóãèìè
ìàòåìàòèêàìè â ýòîé îáëàñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿ-
þòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åííûìè àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Èõ îïèñàíèå
ïðèâåäåíî â ðàçäåëàõ "Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè" è "Çàêëþ÷åíèå".
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Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò Å-ôóíêöèè, áûëè ïîëó-
÷åíû íåçàâèñèìî è ïðèìåðíî â îäíî è òî æå âðåìÿ È. Àíäðý17è Ô.
Áåéêåðñîì18. Ïðè ýòîì Àíäðý è Áåéêåðñ èñïîëüçîâàëè çíà÷èòåëüíî
áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Îáîáùåíèå è óòî÷íåíèå îáùèõ òåîðåì À.Á. Øèäëîâñêîãî îá àë-

ãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.
2. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Çèãåëÿ äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà, ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà è íåêîòîðûõ âèäîâ ëèíåéíûõ
íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà.

3. Ðåøåíèå âîïðîñà îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä C(z) ìíî-
æåñòâà âñåõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëè-
íåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íå âûøå 2-ãî ïîðÿäêà, à òàê-
æå î âîçìîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâÿçÿõ ìåæäó íèìè.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì îáùåãî õàðàêòåðà ñ íåîáõîäèìûìè è äî-
ñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä C(z) ðå-
øåíèé ïðîèçâîëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

5. Ïîëó÷åíèå íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

6. Ïîëó÷åíèå íîâûõ îöåíîê ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ íî-
ñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû â òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë, òåîðèè äèîôàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèé, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, äèôôåðåíöèàëüíîé àë-
ãåáðå, àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòà-
òû äèññåðòàöèè ìíîãîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëü-
ñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ÷èñåë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

17Andre Y. S�eries Gevrey de type arithm�etique // Annals of Mathematics. � 2000. � V. 151. � S. 705 � 756.
18Beukers F. A re�ned version of the Siegel-Shidlovskii theorem // Annals of Mathematics. � 2006. � V. 163.

� S. 369 � 379.
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ÌÃÓ, íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ÌÝÈ, íà Âñåñîþçíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Òåîðèÿ òðàíñ-
öåíäåíòíûõ ÷èñåë è å¼ ïðèëîæåíèÿ" â Ìîñêâå â 1983 ã., "Òåîðèÿ ÷èñåë
è å¼ ïðèëîæåíèÿ" â Òáèëèñè â 1985 ã., íà êîíôåðåíöèÿõ ïî òåîðèè ÷è-
ñåë â Ìèíñêå â 1989 ã., â Òàøêåíòå â 1990 ã., â Òóëå â 1993, 1996 è 2001
ãã., â Âîðîíåæå â 1995 ã., â Ñàðàòîâå â 2004 ã., íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ "Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà" â Ìîñêâå â 2000 ã., "Diophantine
and analytic problems in number theory" â Ìîñêâå â 2007 ã., "Àëãåáðà,
òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû, ïðè-
ëîæåíèÿ è ïðîáëåìû èñòîðèè" â Òóëå â 2019 ã., "Transcendence and
diophantine problems" â Ìîñêâå â 2019 ã.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
øåñòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáú¼ì äèññåðòàöèè �
244 ñòðàíèöû. Áèáëèîãðàôèÿ � 137 íàèìåíîâàíèé.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
ðàáîòàõ [1] � [20]. Ñðåäè íèõ ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè êðàòêî îïèñàíà èñòîðèÿ âîïðîñà è èçëîæåíû ïîëó÷åí-
íûå àâòîðîì ðåçóëüòàòû.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå òåîðåìû, äîêàçàííûå â äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1. Îáùèå òåîðåìû îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè
çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü Å-ôóíêöèé (2), m > 2 (m > 1),
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3) (ñèñòåìû (4)), ñòåïåíü îäíîðîäíîé
òðàíñöåíäåíòíîñòè (ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè) ôóíêöèé (2) íàä
C(z) ðàâíà l, 0 6 l 6 m, à α ∈ A \ {0}. Òîãäà ñòåïåíü îäíîðîä-
íîé òðàíñöåíäåíòíîñòè (ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè) ñîâîêóïíî-
ñòè ÷èñåë

f1(α), . . . , fm(α), f
′
1(α), . . . , f

′
m(α), . . . , f

(k)
1 (α), . . . , f (k)

m (α), . . .

òàêæå ðàâíà l.
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Êàê ïîêàçàëè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ, îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé òåî-
ðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ íå íàõîæäåíèå íîâûõ ïðèìåðîâ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷è-
ñåë, à ïîëó÷åíèå ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-ôóíêöèîíàëüíûõ óòâåðæäåíèé
î Å-ôóíêöèÿõ è î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, êîòîðûì îíè óäî-
âëåòâîðÿþò (ñì. îá ýòîì ãë. 2 è 3).

Âîïðîñ îá ýôôåêòèâèçàöèè òåîðåìû II ñâîäèòñÿ ê ýôôåêòèâíîìó
îïèñàíèþ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé Λ èç àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, îïðåäåë¼ííîãî ïîñëå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû II.

Â 1998 ã. àâòîðîì áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ [19], ãäå â îáùåì ñëó÷àå
ýôôåêòèâíî îöåíèâàëîñü ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Λ è èõ àëãåáðà-
è÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Âûáåðåì èç (2) êàêèå-ëèáî l îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ
íàä C(z) ôóíêöèé

fi1(z), . . . , fil(z). (8)

Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(z) ̸≡ 0 èç (2), íå âîøåäøàÿ â íàáîð (8), ñâÿ-
çàíà ñ ôóíêöèÿìè ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà óðàâíåíèåì

P = P (z, fi1(z), . . . , fil(z), f(z)) = 0,

ãäå P � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí îò l+2 ïåðåìåííûõ, îäíîðîäíûé ïî
fi1(z), . . . , fil(z), f(z), ñîäåðæàùèé f(z) è õîòÿ áû îäíó èç ôóíêöèé (8).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî-
÷ëåíà P ïðèíàäëåæàò Z. Îáîçíà÷èì

s = maxdegf̄ P, t = maxdegz P, h = maxH(P ),

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ìíîãî÷ëåíàì P , ñîîòâåòñòâóþùèì âñå-
âîçìîæíûì íàáîðàì îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä C(z)
ôóíêöèé (8) è âñåâîçìîæíûì ôóíêöèÿì f(z) ̸≡ 0 èç (2).
Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé Λ ñîñòîèò èç

íå áîëåå ÷åì 2mst (â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå � 2m+1st) ÷èñåë, ïðè÷¼ì èõ
ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò 2st, à ðàçìåð è çíàìåíàòåëü íå ïðåâîñõîäÿò
(h(t+ 1)2s+l−2)2s (ñîîòâåòñòâåííî (h(t+ 1)2s+l−1)2s).

Ãëàâà 2. Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì
óäîâëåòâîðÿþò Å-ôóíêöèè

Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî äèôôåðåíöè-
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àëüíîãî óðàâíåíèÿ

Qmy
(m)+Qm−1y

(m−1)+· · ·+Q0y = Q, Qm, . . . , Q0, Q ∈ C[z], m > 1,
(9)

ñ êîýôôèöèåíòàìè, âçàèìíî ïðîñòûìè â ñîâîêóïíîñòè. Èç òåîðåìû 1
ìîæíî âûâîäèòü ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ óðàâíåíèÿ (9).

Íàïîìíèì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà ξ îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (9), íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé
îñîáîé òî÷êîé, åñëè ïîðÿäîê ïîëþñà ôóíêöèè Qk/Qm â òî÷êå ξ íå
ïðåâîñõîäèò m− k, k = 0, . . . ,m− 1.

Ïîêàçàòåëÿìè îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (9), â òî÷êå z = ξ íàçûâàþòñÿ êîðíè ò. í.
îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ F (r) = 0. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷-
êè, óìíîæàÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (9) íà íóæíóþ ñòåïåíü
(z− ξ), ìîæíî ïðåäñòàâèòü åãî êîýôôèöèåíòû â âèäå Q∗

k = (z− ξ)khk,
hk ∈ A[z − ξ], k = 0, 1, . . . ,m, hm(ξ) ̸= 0. Òîãäà îïðåäåëÿþùåå óðàâ-
íåíèå èìååò âèä

F (r) = r(r − 1) . . . (r −m+ 1)hm(ξ) + · · ·+ rh1(ξ) + h0(ξ) = 0

(ñì., íàïðèìåð, ï. 18.1 êíèãè19). Åñëè ôóíêöèÿ

y = (z − ξ)r
∞∑
ν=0

aν(z − ξ)ν, a0 ̸= 0, r ∈ C,

åñòü ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
òî r � êîðåíü åãî îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ â òî÷êå ξ (ñì. òàì æå).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9), ãäå m � íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Òîãäà
âñÿêàÿ îñîáàÿ òî÷êà ξ ̸= 0 óðàâíåíèÿ (9) åñòü îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè
Qm−1/Qm è ðåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñ ïîêàçàòåëÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî (9) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå, ïðè Q ̸≡ 0, ëèíåé-
íîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà m+ 1, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò
ôóíêöèÿ f(z).

Åñëè òî÷êà z = ξ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî îòñþäà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî åãî

19Êàìêå Ý. Ñïðàâî÷íèê ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. � Ì: Íàóêà, 1971.
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ðåøåíèÿ â ýòîé òî÷êå òàêæå èìåþò îñîáåííîñòè. Êàê îêàçûâàåòñÿ, â
íàøåì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ èìåííî ýòà âîçìîæíîñòü, ò. å. âñÿêàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ξ ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ ò. í. êàæóùåéñÿ îñîáåííîñòüþ.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9), ãäå m � íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Òîãäà
âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îäíî-
ðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è, ïðè Q ̸≡ 0, ëèíåéíîãî îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà m+ 1, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ
f(z), ãîëîìîðôíî â îáëàñòè C \ {0}.

Îäíîðîäíûå ñëó÷àè òåîðåì 3 è 4 ñëåäóþò òàêæå èç ðåçóëüòàòîâ È.
Àíäðý17, ïîëó÷åííûõ áîëåå ñëîæíûìè ìåòîäàìè. Íåîáõîäèìî îòìå-
òèòü, ÷òî â èçâåñòíîé ñòàòüå Ô. Áåéêåðñà18, ãäå äîêàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íàÿ íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3, èç
ðåçóëüòàòîâ Àíäðý èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíîðîäíûé ñëó÷àé òåîðåìû 4
(ñì. òåîðåìó 2.1 ñòàòüè18), ïðè÷¼ì îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê "beautiful
theorem".

Ãëàâà 3. Î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà Å-ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ

Â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì ýòîé ãëàâû èñïîëüçóþòñÿ ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêèå ôóíêöèè

φλ(z) = 1 +
∞∑
n=1

zn

(λ+ 1) . . . (λ+ n)
, λ ̸= −1,−2, . . . ,

óäîâëåòâîðÿþùèå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

y′ = (1− λ/z)y + λ/z,

è ôóíêöèè Êóììåðà (îíè æå êîíôëþåíòíûå, èëè âûðîæäåííûå ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè)

Aµ,ν(z) = 1φ2(ν; 1, µ; z) = 1F1

(
ν

µ

∣∣∣∣ z) =
∞∑
n=0

(ν)n
n!(µ)n

zn, µ /∈ Z−,

óäîâëåòâîðÿþùèå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

y′′ + (−1 + µ/z)y′ − (ν/z)y = 0. (10)
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Òåîðåìà 6. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ Å-
ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ 1-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), êîãäà

f(z) = P φλ(αz) + P1,

ãäå P, P1 ∈ A[z], α ∈ A, λ ∈ Q.
Òåîðåìà 7. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ Å-

ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), êîãäà

f(z) = (P Aµ,ν(αz) + P1A
′
µ,ν(αz))e

α1z, (11)

ãäå P, P1 ∈ A[z], α, α1 ∈ A, µ, ν ∈ Q.
Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè Å-ôóíêöèè f1(z), f2(z) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå

ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïî-
ðÿäêà, òî êàæäàÿ èç íèõ òàêæå èìååò âèä (11).

2. Òàê êàê A′
µ,ν(αz) = (ν/µ)Aµ+1,ν+1(αz), òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

â òåîðåìå ñëó÷àÿ ãèïîòåçà Çèãåëÿ ñïðàâåäëèâà.
3. Ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâî (11) ïðèíèìàåò

âèä
f(z) = (P2 φλ(αz) + P3)e

α1z,

ãäå P2, P3 ∈ A[z], λ ∈ Q. Â ýòîì âèäå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ôóíê-
öèè P (z) ∈ A[z], φλ(z), ez, sin z = (eiz−e−iz)/2i, cos z, sh z, ch z, âñÿ-
êàÿ "íåïîëíàÿ" ãàììà-ôóíêöèÿ Fp(z) =

∫ z

0 tp−1e−t dt = zpe−zφp(z)/p,
ÿâëÿþùàÿñÿ öåëîé, ò. å. ïðè p ∈ N (ñì. ñòð. 195, 197 êíèãè3). Â âèäå
(11) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèè Êóììåðà Aµ,ν(z), ôóíêöèè Çèãåëÿ

Kλ(z) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n

n!(λ+ 1) . . . (λ+ n)

(z
2

)2n
, λ ̸= −1,−2, . . . ,

óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

y′′ +
2λ+ 1

z
y′ + y = 0 (12)

è âñå öåëûå ôóíêöèè Áåññåëÿ Jp(z) (ïðè p ∈ Z+), òàê êàê

Jλ(z) = (Γ(λ+ 1))−1(z/2)λKλ(z), Kλ(z) = e−izA2λ+1,λ+1/2(2iz), (13)
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ãäå Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ (ñì. ñòð. 212 êíèãè3 è ï. 7.1 êíèãè20).
Òåîðåìà 8. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ Å-

ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z) è àëãåáðà-
è÷åñêè çàâèñèìîé (îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìîé) ñ f ′(z) íàä
C(z), êîãäà f(z) = (P φλ(αz)+P1)e

σαz (ñîîòâåòñòâåííî f(z) = P eαz),
ãäå P, P1 ∈ A[z], α ∈ A, λ, σ ∈ Q, ïðè÷åì åñëè σ ̸= 0, òî λ ∈ Z+.
Çàìå÷àíèÿ. 1. Ïðè σ ̸= 0, λ ∈ Z+ ôóíêöèÿ f(z) åñòü ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A[z, z−1].
Íàïðèìåð, Å-ôóíêöèÿ (sin z)/z, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ y′′ + (2/z)y′ + y = 0, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (eiz −
e−iz)/2iz = eizφ1(−2iz) = K1/2(z).

2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8 ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ àëãåáðàè÷åñêè
çàâèñèìûõ íàä C(z) Å-ôóíêöèé f1(z), f2(z), ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïî-
ðÿäêà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 7 è 8 èñïîëüçóþòñÿ òåîðåìû 1, 3 è 4,
à òàêæå ðåçóëüòàò È. Àíäðý î òîì, ÷òî â òî÷êå z = 0 îñîáåííîñòü
óðàâíåíèÿ (9), ãäå Q ≡ 0, ìîæåò áûòü òîëüêî ðåãóëÿðíîé.
Òåîðåìà 9. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ Å-

ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), êîãäà

f(z) = P0φλ(αz) + P1φλ1
(α1z) + P,

ëèáî
f(z) = P0f1(z) + P1f

′
1(z) + P,

ãäå P0, P1, P ∈ A[z], λ, λ1 ∈ Q, α, α1 ∈ A, f1(z) � Å-ôóíêöèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

y′′ +
(
a+

a1
z

)
y′ +

(
b+

b1
z
+

b2
z2

)
y = c+

c1
z
,

a, a1, b, b1, b2, c, c1 ∈ A.
Òåîðåìà 10. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ Å-

ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
20Êðàòöåð À., Ôðàíö Â. Òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè. � Ì: ÈË, 1963.
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íèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z) è àëãåáðàè÷åñêè çàâèñè-
ìîé ñ f ′(z) íàä C(z), êîãäà

f(z) = P0φk(αz) + P1φk(σαz) + P, (14)

ëèáî
f(z) = P0φ

2
λ(αz) + P1φλ(αz) + P, (15)

ãäå P0, P1, P ∈ A[z], k ∈ Z+, λ, σ ∈ Q, α ∈ A.
Ñëåäñòâèå. Åñëè àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûå íàä C(z) Å-ôóíêöèè

f1(z), f2(z) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), òî îáå îíè
èìåþò âèä (14) ëèáî (15).
Òåîðåìà 11. Åñëè Å-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Q2y
′′ +Q1y

′ +Q0y = Q, Q2, Q1, Q0, Q ∈ C[z] (16)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñ f ′(z) è 1 íàä C(z), òî ÷èñëà f(ξ), f ′(ξ) è 1
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä A ïðè ëþáîì ξ ∈ A, ξQ2(ξ) ̸= 0.

Òåîðåìà 11 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ ÷èñ-
ëîì 1 Å-ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
óòâåðæäåíèÿ, âûñêàçàííîãî À.Á. Øèäëîâñêèì (ñì.21, ãèïîòåçà A) äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ôóíêöèé è äîêàçàííîãî Ô. Áåéêåðñîì18 äëÿ
Å-ôóíêöèé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3. Èç òåîðåìû 11 ñëåäóåò
Òåîðåìà 12. Åñëè Å-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (16)

è íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), òî ÷èñëà f(ξ) è f ′(ξ)
òðàíñöåíäåíòíû ïðè ëþáîì ξ ∈ A, ξQ2(ξ) ̸= 0.

Òåîðåìà 12 â âèäå ãèïîòåçû ðàíåå òàêæå âûñêàçûâàëàñü À.Á. Øèä-
ëîâñêèì (ñì. �1 ãë. 6 êíèãè3).

Ãëàâà 4. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ðàíåå óæå áûëè ââåäåíû ôóíêöèè

lFq−1(ν⃗; λ⃗; z) = lFq−1

(
ν1, . . . , νl
λ2, . . . , λq

∣∣∣∣ z) =
∞∑
n=0

(ν1)n . . . (νl)n
n!(λ2)n . . . (λq)n

zn,

21Øèäëîâñêèé À.Á. Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ // Ìà-
òåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1994. � Ò. 55. � � 2. � Ñ. 174 � 185.
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ãäå 0 6 l 6 q, ν1, . . . , νl ∈ C, λ2, . . . , λq ∈ C \ Z−. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
â âåêòîð λ⃗, îòíîñÿùèéñÿ ê ôóíêöèè lFq−1(ν⃗; λ⃗; z), âõîäèò êîìïîíåí-
òà, ðàâíàÿ 1, êîòîðàÿ àâòîìàòè÷åñêè ïåðåñòàâëÿåòñÿ íà ïåðâîå ìåñòî.
Ôóíêöèÿ lFq−1(ν⃗; λ⃗; z) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîìó óðàâíåíèþ

L(ν⃗; λ⃗) y = L(ν⃗; λ⃗; z) y = 0. (17)

Ïðè γ, β ∈ C, µ⃗ = (µ1, . . . , µn) ∈ Cn ïîëîæèì γµ⃗ + β = (γµ1 +
β, . . . , γµn + β). Äëÿ âåêòîðîâ µ⃗ = (µ1, . . . , µn), η⃗ = (η1, . . . , ηn) áóäåì
ïèñàòü µ⃗ ∼ η⃗, åñëè ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà π ÷èñåë 1, . . . , n òàêàÿ, ÷òî
µi − ηπ(i) ∈ Z, i = 1, . . . , n. Çàïèñü (ν⃗; λ⃗) ∼ γ(µ⃗; η⃗) + β îçíà÷àåò, ÷òî

ν⃗ ∼ γµ⃗+β, λ⃗ ∼ γη⃗+β. ßâíûé âèä óðàâíåíèÿ L(ν⃗; λ⃗;αzp) y = 0, ïîëó-
÷àåìîãî èç (17) èëè (1) ïîäñòàíîâêîé z −→ αzp, ãäå p ∈ N, ïðèâåä¼í â
[13; ëåììà 1, ôîðìóëà (6)]. Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ L(ν⃗; λ⃗;αzp) y = 0 ïðè λi − λk /∈ Z, i ̸= k îáðàçóþò, íàïðèìåð,
ôóíêöèè

z(1−λk)p
lFq−1(ν⃗ + 1− λk; λ⃗+ 1− λk;αz

p), k = 1, . . . , q (18)

(ñì. ñëåäñòâèå 4 ëåììû 4.1 äèññåðòàöèè, à òàêæå ï. 5.7.1 êíèãè22).
Îïðåäåëåíèå 4. Óðàâíåíèå (17) íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì (ëèíåé-

íî ïðèâîäèìûì) (ëèíåéíî îäíîðîäíî ïðèâîäèìûì), åñëè îíî èìååò
ðåøåíèå y ̸≡ 0 òàêîå, ÷òî y, y′, . . . , y(m−1) àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû
(ëèíåéíî çàâèñèìû ñ 1) (ëèíåéíî çàâèñèìû) íàä C(z), è íåïðèâîäè-
ìûì (ëèíåéíî íåïðèâîäèìûì) (ëèíåéíî îäíîðîäíî íåïðèâîäèìûì) â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýòè ïîíÿòèÿ äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè óðàâíåíèé
L(ν⃗; λ⃗; zq−l) y = 0, êðîìå ñëó÷àÿ q − l = 6, l 6 3, ïîëó÷åíû Â.Õ. Ñà-
ëèõîâûì8.

Ïðîñòåéøèå àëãåáðàè÷åñêèå òîæäåñòâà, ñâÿçûâàþùèå ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèå ò. í. ñîîòíîøåíèé
ñìåæíîñòè, îáíàðóæåííûõ åù¼ Ãàóññîì. Åñëè φ � ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, òî ñìåæíûå ôóíêöèè φ(νk±) = φ(ν1, . . . , νk ± 1, . . . , νl;

22Ëþê Þ. Ñïåöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè è èõ àïïðîêñèìàöèè. � Ì.:Ìèð, 1980.
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λ1, . . . , λq; z) è àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåìûå φ(λk±), à òàêæå èõ ïðîèçâîä-
íûå âûðàæàþòñÿ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíî-
ðîäíûõ) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z) îò ôóíêöèé φ, φ′, . . . , φ(q−1) (÷àñò-
íûå ñëó÷àè ñì., íàïðèìåð, â ïï. 5.2.2, 7.3.2 êíèãè22; ôîðìóëå (12) ñòà-
òüè23). Â îáùåì ñëó÷àå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè
è èõ ñâîéñòâà ïîëó÷åíû àâòîðîì â [13] è [15]. Ñîîòíîøåíèÿ ñìåæíî-
ñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå φ⃗1 = Ωφ⃗ + c⃗, ãäå f⃗ = (f, f ′, . . . , f (q−1))T ,
Ω ∈ M(q,C(z)), c⃗ ∈ (C(z))q, φ = lφq(ν⃗; λ⃗; z), φ1 � ôóíêöèÿ φ(νk±)
èëè φ(λk±). Åñëè

φ⃗(ν±) = Ων±φ⃗+ c⃗ν±, φ⃗(λ±) = Ωλ±φ⃗+ c⃗λ±,

òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ων− = Ω−1
ν+(ν−), c⃗ν− = −Ων−c⃗ν+(ν−), Ωλ+ =

Ω−1
λ−(λ+), c⃗λ+ = −Ωλ+c⃗λ−(λ+). Çäåñü ν (à òàêæå λ) � ïàðàìåòð, ïðî-

èçâîëüíî âûáðàííûé èç {ν1, . . . , νl} (ñîîòâåòñòâåííî {λ1, . . . , λq}). Ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà è å¼ äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèò àëãîðèòì äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè.
Òåîðåìà 14. Ïóñòü ν⃗i ∈ Cl, λ⃗i ∈ (C \ Z−)q, q > max(2, l),

α ∈ C, p ∈ N, φi = lφq(ν⃗i; λ⃗i;αz
p), óðàâíåíèå L(ν⃗i; λ⃗i;αz

p)y = 0
ëèíåéíî îäíîðîäíî íåïðèâîäèìî, Φi � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ìàòðèöà ýòîãî óðàâíåíèÿ, i = 1, 2, (ν⃗1; λ⃗1) ∼ (ν⃗2; λ⃗2). Òîãäà
ñóùåñòâóþò ìàòðèöû Ω ∈ GL(q,C[z±1, (1−αzp)ε]), C ∈ GL(q,C) è
âåêòîð c⃗ ∈ (C[z±1, (1− αzp)ε])q, ε = −δlq, òàêèå, ÷òî

φ⃗1 = Ωφ⃗2 + c⃗, Φ1 = ΩΦ2C. (19)

Ïðèìåðû. 1. Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ, äëÿ ôóíêöèé
Êóììåðà Aλ,ν(z) èìååì

Ων+ =
1

ν

(
ν z

ν ν − λ+ 1 + z

)
, Ωλ− =

1

λ− 1

(
λ− 1 z

ν z

)
.

Åñëè âòîðîå èç ðàâåíñòâ (19) èìååò âèä Φ(ν±) = Ων±ΦCν±, Φ(λ±) =
Ωλ±ΦCλ±, à ìàòðèöû Φ îòâå÷àþò ôóíêöèÿì (18), òî

Cν+ = diag(1, ν/(ν−λ+1)), Cλ− = diag(1, (λ−1)(2−λ)/(ν−λ+1)).

2. Äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Ãàóññà

2φ2(ν, µ; 1, λ; z) = 2F1

( ν, µ
λ

∣∣∣ z) =
∞∑
n=0

(ν)n(µ)n
n!(λ)n

zn

23Âèñêèíà Ã.Ã., Ñàëèõîâ Â. Õ. Àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé Å-ôóíêöèåé
è å¼ ïðîèçâîäíûìè // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2002. � Ò. 71. � � 6. � Ñ. 832�844.
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àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

Ων+ =
1

ν(1− z)

(
ν(1− z) z(1− z)

νµ ν − λ+ 1 + µz

)
,

Ωλ− =
1

(λ− 1)(1− z)

(
(λ− 1)(1− z) z(1− z)

νµ (ν + µ− λ+ 1)z

)
,

Cν+ = diag

(
1,

ν

ν − λ+ 1

)
, Cλ− = diag

(
1,

(λ− 1)(2− λ)

(ν − λ+ 1)(µ− λ+ 1)

)
.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ Cq, q > max(2, l), α ∈ C, p ∈ N,
Φ1,Φ2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ L(ν⃗; λ⃗;αzp) è L(1− ν⃗; 2− λ⃗; (−1)q−lαzp). Òîãäà:

1◦. Ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C ∈ GL(q,C) òàêàÿ, ÷òî

Φ1(Φ2C)T = B, (20)

ãäå B = ∥bi,j∥i,j ∈ GL(q,C[z±1, (1− αzp)ε]), ε = −δlq, ïðè÷¼ì

bk,q−k+1 = (−1)kc0z
1−q(1− αzp)ε, c0 ∈ C, k = 1, . . . , q,

à âûøå ýòèõ ýëåìåíòîâ ñòîÿò íóëè.
2◦. Åñëè λi − λk /∈ N, i, k = 1, . . . , q, à Φ1,Φ2 îòâå÷àþò, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ìíîæåñòâàì ôóíêöèé (18) è

fk = z(λk−1)p
lFq−1(λk − ν⃗;λk + 1− λ⃗; (−1)q−lαzp), k = 1, . . . , q,

òî â ðàâåíñòâå (20) C = diag(c1, . . . , cq),

ck = (−1)k
∏

16i<j6q; i,j ̸=k

(λi − λj); c0 = pq−1
∏

16i<j6q

(λi − λj),

ïóñòîå ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê ðàâíî 1.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü q > max(2, l), λi − λk /∈ N, i, k = 1, . . . , q,

÷èñëà ck îïðåäåëåíû â òåîðåìå 15. Òîãäà

q∑
k=1

ck lFq−1(ν⃗−λk+1; λ⃗−λk+1; z) lFq−1(λk−ν⃗;λk+1−λ⃗; (−1)q−lz) = 0.

Ñëåäñòâèå 2. Ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

1F1(ν;λ; z) 1F1(1−ν; 2−λ;−z)−1F1(ν−λ+1; 2−λ; z) 1F1(λ−ν;λ;−z) = 0;
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2F1(ν, µ;λ; z) 2F1(1− ν, 1− µ; 2− λ; z)−
−2F1(ν − λ+ 1, µ− λ+ 1; 2− λ; z) 2F1(λ− ν, λ− µ;λ; z) = 0;

(λ− µ) 0F2(λ, µ; z) 0F2(2− λ, 2− µ;−z)+

+(µ− 1) 0F2(µ− λ+ 1, 2− λ; z) 0F2(λ− µ+ 1, λ;−z)+

+(1− λ) 0F2(λ− µ+ 1, 2− µ; z) 0F2(µ− λ+ 1, µ;−z) = 0.

Ô. Áåéêåðñ, Â. Áðàóíâåëë è Ã. Õåêìàí11 ïðè åñòåñòâåííûõ îãðàíè-
÷åíèÿõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ, òåì íå ìåíåå, íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè
óñëîâèÿìè, óñòàíîâèëè àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ðåøåíèé ñîâî-
êóïíîñòè óðàâíåíèé âèäà (17). Ì.À. ×åðåïí¼â24 ðàñïðîñòðàíèë ðåçóëü-
òàòû ñòàòüè11 íà ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî â ñòàòüÿõ11,24 è â ñòàòüå àâòîðà [13] âûïàë èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó-
÷àé àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ýëåìåíòàìè ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ìàòðèö óðàâíåíèé (10) è (12), à òàêæå íåêîòîðûõ èõ îáîáùåíèé.
Ðå÷ü èä¼ò î ñëó÷àå

q1 = q2 = 2, l1 = 1, l2 = 0, p2 = 2p1, α
2
1 = 16α2,

(21)
λ⃗1 − λ1,j ∼ ±2(λ⃗2 − λ2,1), 1 6 j 6 2, 2ν1,1 − λ1,1 − λ1,2 ∈ Z,

ðåàëèçóåìîì, â ÷àñòíîñòè, âî âòîðîì èç òîæäåñòâ (13).
Òåîðåìà 16. Ïóñòü ν⃗k = (νk,1, . . . , νk,lk) ∈ Qlk, λ⃗k = (λk,1, . . . ,

λk,qk) ∈ (Q\Z−)qk, λk,1 = 1, qk > max(1, lk), Fk(z) = lkFqk−1(ν⃗k; λ⃗k; z),

αk ∈ A \ {0}, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ L(ν⃗k; λ⃗k; zqk−lk) y = 0
íåïðèâîäèìû, k = 1, . . . , n, n > 1, à ÷èñëà γ1, . . . , γm ∈ A ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íàä Q. Ïóñòü óñëîâèå (21), èç êîòîðîãî èñêëþ÷åíî p1 =
2p2, íå âûïîëíåíî íè äëÿ êàêîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 k < t 6 n, è
åñëè (ν⃗k; λ⃗k) ∼ (−1)r((ν⃗t; λ⃗t) − λt,j), ãäå 1 6 j 6 qt, r ∈ {0, 1}, òî
αk ̸= (−1)(qk−lk)rαt. Òîãäà q1 + · · ·+ qn +m ÷èñåë

F1(α1), F
′
1(α1), . . . , F

(q1−1)
1 (α1), . . . , Fn(αn), . . . , F

(qn−1)
n (αn), e

γ1, . . . , eγm

(22)
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Ñ ó÷¼òîì óïîìÿíóòûõ ðåçóëüòàòîâ Â.Õ. Ñàëèõîâà òåîðåìà 16 óñèëè-
âàåò àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó ñòàòüè11. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà íåïðè-
âîäèìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæèò SL(q,C)

24×åðåïí¼â Ì. À. Îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ E-ôóíêöèé // Ìà-
òåì. çàìåòêè. � 1995. � Ò. 57. � � 6. � Ñ. 896�912.
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èëè Sp(q,C) (ñì. ñòð. 280 è òåîðåìó 2.2 ñòàòüè11). Êîíêðåòíûé âèä
ãðóïïû Ãàëóà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íàéäåí Í. Êàöåì12.
Êàê îêàçàëîñü, â ïðåîáëàäàþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îíà ñîäåðæèò
SL(q,C). Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå ìíîæåñòâî
ñëó÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ, ñðåäè ïðî÷èõ óñëîâèé, q− l ÷¼òíî, à ν⃗ ∼ ν − ν⃗,
λ⃗ ∼ λ−λ⃗ ïðè íåêîòîðûõ ν, λ ∈ R (ñì. ñòð. 59, 60 ñòàòüè25). Òàê êàê ðàç-
ìåðíîñòü ãðóïïû SL(q,C) ðàâíà q2− 1, òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè
ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâó-
þùåãî óðàâíåíèÿ íàä C(z,W ), ãäå W � âðîíñêèàí, òàêæå ðàâíà q2− 1
(ñì. ëåììó 6.2 êíèãè26). Ýòî, î÷åâèäíî, îáåñïå÷èâàåò íåïðèâîäèìîñòü
óðàâíåíèÿ è äåëàåò åñòåñòâåííûìè óñëîâèÿ ÷åòûð¼õ ñëåäóþùèõ òåî-
ðåì.

Äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå, ïîëó÷àåìîå ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ F äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ v1, . . . , vn, îáîçíà÷èì F ⟨v1, . . . , vn⟩.
Òåîðåìà 17. Ïóñòü ν⃗k ∈ Clk, λ⃗k ∈ (C \ Z−)qk, qk > max(1, lk),

αk ∈ C\{0}, ∥v(i)k,s∥i=0,...,qk−1; s=1,...,qk � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îïå-

ðàòîðà L(ν⃗k; λ⃗k;αkz
pk), pk ∈ N, Wk = |v(i)k,s|i,s,

deg trC(z,Wk)C ⟨z, vk,1, . . . , vk,qk⟩ = q2k − 1, (23)

k = 1, . . . , n, n > 1. Ïóñòü ÷èñëà γ1, . . . , γm, à òàêæå β1, . . . , βp,
ïðèíàäëåæàò C è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, β1 ∈ Q. Òîãäà äëÿ
àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè q21 + · · ·+ q2n − n+m+ p ôóíêöèé{

v
(i)
k,s

∣∣∣
k=1,...,n; i=0,...,qk−1; s=1,...,qk; (i,s)̸=(qk−1,qk)

}
, eγ1z, . . . , eγmz, zβ1, . . . , zβp

íàä C íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óñëîâèå (21) íå âûïîëíÿëîñü
íè äëÿ êàêîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 k < t 6 n è åñëè pk = pt, (ν⃗k; λ⃗k) −
λk,1 ∼ (−1)r((ν⃗t; λ⃗t) − λt,j), ãäå 1 6 j 6 qt, r ∈ {0; 1}, òî αk ̸=
(−1)(qk−lk)rαt.

Êàê ñëåäóåò èç11, óñëîâèå (23) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îïåðàòîðà
L(ν⃗k; λ⃗k; z).
Òåîðåìà 18. Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 17 ν⃗k ∈ Qlk, λ⃗k ∈ Qqk,

λk,1 = 1, αk, γi ∈ A, Fk(z) = lkFqk−1(ν⃗k; λ⃗k; z). Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷å-
25Beukers F. Some new results on algebraic independence of E-functions // New advances in transcendence

theory. � Cambridge Univ. Press. � 1988. � P. 56�67.
26Êàïëàíñêèé È. Ââåäåíèå â äèôôåðåíöèàëüíóþ àëãåáðó. � Ì.:ÈË, 1959.

19



ñêîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë (22) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
÷åòûð¼õ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1◦. Åñëè (ν⃗k; λ⃗k) ∼ (ν⃗t; λ⃗t), ãäå 1 6 k < t 6 n, òî αk ̸= αt.
2◦. Åñëè (ν⃗k; λ⃗k) ∼ λt,j − (ν⃗t; λ⃗t), ãäå 1 6 k < t 6 n, 1 6 j 6 qt, òî

αk ̸= (−1)(qk−lk)αt.
3◦. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ {1, . . . , n} è âñåõ j = 1, . . . , qt èìååì

(ν⃗t; λ⃗t)−λt,j ∼ (ν⃗k(j); λ⃗k(j)), ãäå k(j1) ̸= k(j2) ïðè j1 ̸= j2, òî αt ̸= αk(j)

õîòÿ áû ïðè îäíîì j.
4◦. Óñëîâèå (21), èç êîòîðîãî èñêëþ÷åíî p1 = 2p2, íå âûïîëíåíî íè

äëÿ êàêîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 k < t 6 n.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé lφq(z) è

lFq−1(z) äîñòàòî÷íî, ñ ó÷¼òîì òåîðåì 16 � 18, äîêàçûâàòü àëãåáðàè÷å-
ñêóþ íåçàâèñèìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) íàä ïîëåì, ïîðîæä¼ííûì
ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ (C \ Z−)q, q > l, α ∈ C \ {0}, f(z) =

lφq(ν⃗; λ⃗;αz
q−l), ∥v(i)s ∥s=1,...,q; i=0,...,q−1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îïå-

ðàòîðà L(ν⃗; λ⃗;αzq−l), W = |v(i)s |, L = C ⟨z, v1, . . . , vq⟩,

deg trC(z,W )C ⟨z, v1, . . . , vq⟩ = q2 − 1.

Òåîðåìà 19. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé

f(z), f ′(z), . . . , f (q−1)(z)

íàä L íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð λ⃗ ñîäåðæàë êîìïî-
íåíòó èç N.

Òåîðåìà 19 äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü ν⃗k ∈ Clk , λ⃗k ∈ (C \ Z−)qk , qk > lk, αk ∈ C \ {0}, fk(z) =

lkφqk(ν⃗k; λ⃗k;αkz
qk−lk), ∥v(i)k,s∥s=1,...,qk; i=0,...,qk−1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-

ðèöà îïåðàòîðà L(ν⃗k; λ⃗k;αkz
qk−lk), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (23), k =

1, . . . , n; L1 = C ⟨z, v1,1, . . . , vn,qn⟩.
Òåîðåìà 20. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé

f1(z), f
′
1(z), . . . , f

(q1−1)
1 (z), . . . , fn(z), f

′
n(z), . . . , f

(qn−1)
n (z)

íàä L1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäèí èç âåêòîðîâ λ⃗k ñîäåð-
æàë êîìïîíåíòó èç N èëè æå (ν⃗k; λ⃗k) ∼ (ν⃗s; λ⃗s), αk = αs äëÿ êàêèõ-
ëèáî 1 6 k < s 6 n.
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Çàìåòèì, ÷òî â ïîëå L1 âõîäÿò êîìïîíåíòû ðåøåíèé óðàâíåíèé
L(ν⃗; λ⃗;αzp)y = 0, ãäå p ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (23), äàæå
åñëè îíè (â ñëó÷àå λ1 = 1) íå ïîëó÷àþòñÿ èç íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
(1), ïðèìåðîì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (12).

Ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ è ñèñòåìû ðàññìàòðèâàëèñü Þ.Â. Íåñòåðåíêî6 è Ä. Áåðòðàíîì7. Â
òåîðåìàõ ñòàòåé6,7 ðå÷ü èä¼ò îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íå íàä
L èëè L1, à íàä ïîëåì, ïîðîæä¼ííûì êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèé. Èõ
óñëîâèÿ íå âñåãäà íåîáõîäèìû � íàïðèìåð, â ñòàòüå6 òðåáóåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ðåøåíèé âñåõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññìàòðèâàåìûì. Ïîýòîìó òåîðåìà 20 ïîçâîëÿåò â
ðÿäå ñëó÷àåâ ïîëó÷àòü áîëåå ñèëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 21. Ïóñòü αk, βi ∈ A \ {0}, λ⃗k ∈ (Q \ Z−)qk, qk > 3

è íå÷¼òíî, λ⃗k + 1/d ̸∼ λ⃗k íè äëÿ êàêîãî äåëèòåëÿ d > 1 ÷èñëà qk,
φλ⃗k

(z) = 0φqk(λ⃗k; z), λi ∈ Q \ Z, φλi
(z) = 0φ1(λi; z), k = 1, . . . , n,

i = 1, . . . ,κ, ÷èñëà γ1, . . . , γm ∈ A ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, n +
m+κ > 1. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè q1+· · ·+qn+κ+m
÷èñåë

φλ⃗1
(α1), φ

′
λ⃗1
(α1), . . . , φ

(q1−1)

λ⃗1
(α1), . . . , φλ⃗n

(αn), φ
′
λ⃗n
(αn), . . . , φ

(qn−1)

λ⃗n
(αn),

φλ1
(β1), . . . , φλκ(βκ), e

γ1, . . . , eγm

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ÷åòûð¼õ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1◦. Åñëè λi − λk ∈ Z, 1 6 i < k 6 κ, òî βi ̸= βk.
2◦. Åñëè λ⃗k ∼ λ⃗t, 1 6 k < t 6 n, òî αk ̸= αt.
3◦. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ 1 6 k < t 6 n, i, u ∈ {1, . . . , qk} èìååì

λt,i ∈ N, λ⃗k ∼ λt,u − λ⃗t, òî αk ̸= −αt.
4◦. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ {1, . . . , n} è âñåõ j = 1, . . . , qt èìååì

λ⃗t − λt,j ∼ λ⃗k(j), ãäå k(j1) ̸= k(j2) ïðè j1 ̸= j2, òî αt ̸= αk(j) õîòÿ áû
ïðè îäíîì j.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü q � íå÷¼òíîå ÷èñëî, λ⃗ ∈ (Q \ Z−)q, ÷èñëà

α1, . . . , αn ∈ A \ {0} è ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé
íåçàâèñèìîñòè nq ÷èñåë

φλ⃗(α1), φ
′
λ⃗
(α1), . . . , φ

(q−1)

λ⃗
(α1), . . . , φλ⃗(αn), φ

′
λ⃗
(αn), . . . , φ

(q−1)

λ⃗
(αn)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû λ⃗ ̸∼ (0, 1/q, . . . , (q − 1)/q) è åñëè
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λ⃗ ∼ λi − λ⃗ ïðè íåêîòîðîì i ∈ {1, . . . , q}, òî αk ̸= −αt ïðè âñåõ
1 6 k < t 6 n.

Óñëîâèå 1◦, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâè-
ñèìîñòè ÷èñåë φλ1

(β1), . . . , φλκ(βκ), ïîëó÷åíî À.Á. Øèäëîâñêèì (ñì.
�3 ãë. 5 êíèãè3). Óñëîâèÿ 2◦ è 4◦ ãàðàíòèðóþò îòñóòñòâèå àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ñâÿçåé â ñëó÷àå êîãðàäèåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, à
óñëîâèå 3◦ � â ñëó÷àå êîíòðãðàäèåíòíîñòè (ñì.11 èëè [13; ñòð. 107]).

Òåîðåìà 21 îáîáùàåò è óñèëèâàåò ðåçóëüòàò Â.Õ. Ñàëèõîâà (òåîðå-
ìó 2 ñòàòüè9). Óñëîâèå òåîðåìû λ⃗k+1/d ̸∼ λ⃗k, ðàâíîñèëüíîå ëèíåéíîé
íåïðèâîäèìîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì îãðàíè÷åíèåì, òàê êàê ïðè åãî
íàðóøåíèè ôóíêöèÿ φλ⃗k

(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ðåøåíèé íåïðèâîäèìûõ óðàâíåíèé (ñì. �5 ñòàòüè9), ê êîòîðûì
òåîðåìà 21 óæå ïðèìåíèìà. Â ñëó÷àå l > 0 äëÿ ôóíêöèé lφq(z) ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåì 16 � 20 àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ óñèëåíèå ðåçóëüòàòîâ Ì.À.
×åðåïí¼âà24.

Ãëàâà 5. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì 2-ãî ïîðÿäêà

Ê ìíîæåñòâó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëè-
íåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà, ïî-
ìèìî Kλ(z), Aµ,ν(z), φλ(z) è ez, îòíîñÿòñÿ ôóíêöèè

Kλ,µ(z) = 0φ2(λ+ 1, µ+ 1;−z2/4) =
∞∑
n=0

(−1)n

(λ+ 1)n(µ+ 1)n

(z
2

)2n
,

Aθ,η,ζ(z) = 1φ2(ζ + 1; θ + 1, η + 1; z) =
∞∑
n=0

(ζ + 1)n
(θ + 1)n(η + 1)n

zn,

ãäå −λ,−µ,−θ,−η,−ζ /∈ N.
Êàê ñëåäóåò èç ñòàòüè Çèãåëÿ1, äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè

2nm ÷èñåë Kλi
(αk), K ′

λi
(αk), ãäå −λi ∈ Q \ N, αk ∈ A \ {0}, i =

1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé
α2
k ̸= α2

l , λi + 1/2 ̸∈ Z, λi ± λj ̸∈ Z. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò òàêîãî
òèïà ïðèâåäåí â òåîðåìå 9 ãë. 9 êíèãè3.

Â 1954 ã. À.Á. Øèäëîâñêèé (ñì. �5 ãë. 6 êíèãè3) èññëåäîâàë ôóíê-
öèè Kλ,µ(z) è äîêàçàë àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü íàä C(z) äâóõ
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ôóíêöèé Kλ,µ(αz), K ′
λ,µ(αz), ãäå −λ,−µ ∈ Q \ N, α ∈ A \ {0},

ïðè óñëîâèè λ − µ + 1/2 /∈ Z. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿëîñü òîëüêî äî-
ñòàòî÷íûì. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (λ, µ) ̸∼ (0, 1/2) áû-
ëî ïîëó÷åíî â 1970 ã. È.È. Áåëîãðèâîâûì è Â.À. Îëåéíèêîâûì (ñì.
òàì æå). Â 1969 ã. À.À. Øìåë¼â (ñì. �6 ãë. 9 êíèãè3) äîêàçàë àëãåá-
ðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü 2nm ôóíêöèé Kλi,µi

(αkz), K ′
λi,µi

(αkz), ãäå
−λi,−µi ∈ Q \ N, αk ∈ A \ {0}, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, ïðè
óñëîâèÿõ

α2
k ̸= α2

l , λi − µi + 1/2 /∈ Z, (λi − µi)± (λj − µj) /∈ Z.

Çàâåðøåíèåì ýòèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 22.Ïóñòü −λi,−µi ∈ C\N, αi ∈ C\{0}, i = 1, . . . , n, n >

1, è åñëè λj ∈ Z èëè µj ∈ Z, 1 6 j 6 n, òî ñ÷èòàåì, ÷òî µj ∈
Z. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè 2n ôóíêöèé Kλi,µi

(αiz),
K ′

λi,µi
(αiz) íàä C(z) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ

òð¼õ óñëîâèé:
1◦. (λi, µi) ̸∼ (0, 1/2), i = 1, . . . , n.
2◦. Åñëè α2

i = α2
j , i ̸= j, òî (λi, µi) ̸∼ (λj, µj).

3◦. Åñëè µi, µj ∈ Z, α2
i = α2

j , i ̸= j, òî λi + λj ̸∈ Z.
Íàëè÷èå òðóäíîñòåé ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ λ − µ + 1/2 ∈ Z

ìîæíî îáúÿñíèòü ñóùåñòâîâàíèåì òîæäåñòâà

Kλ,λ+1/2(z) =
2λ+ 1

2iz
(φ2λ(iz)− φ2λ(−iz)),

âûòåêàþøåãî, íàïðèìåð, èç ôîðìóëû (19) ï. 5.2.1 êíèãè22, è, ïî-âèäèìîìó,
íå èçâåñòíîãî âûøåóïîìÿíóòûì àâòîðàì.

Ïîêàæåì, ÷òî íàðóøåíèå ëþáîãî óñëîâèÿ â òåîðåìå 22 äåéñòâèòåëü-
íî ïîðîæäàåò àëãåáðàè÷åñêèå òîæäåñòâà ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè
ôóíêöèÿìè.

Åñëè (λ, µ) ∼ (0, 1/2), òî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèèK0,−1/2(z) = K−1/2(z) =
cos z è K ′

0,−1/2(z) = − sin z àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû.
Åñëè (λi, µi) ∼ (λj, µj), òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè.
Åñëè µi, µj ∈ Z, λi + λj ∈ Z, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèè

K0,λ(z) = Kλ(z), K0,−λ(z) = K−λ(z), ñâÿçàííûå àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ-
íåíèåì

Kλ(z)K
′
−λ(z)−K ′

λ(z)K−λ(z)− 2λKλ(z)K−λ(z)/z + 2λ/z = 0
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(ñì. ðàâåíñòâî (73) ãë. 9 êíèãè3).
Â 1962 ã. Â.À. Îëåéíèêîâ (ñì. �4 ãë. 6 êíèãè3) äîêàçàë, ÷òî äâå ôóíê-

öèè Aµ,ν(αz), A′
µ,ν(αz), ãäå µ, ν ∈ C \ Z−, α ∈ C \ {0}, àëãåáðàè÷åñêè

íåçàâèñèìû íàä C(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ν ̸∈ N, ν − µ ̸∈ Z+.
Â 1971 ã. È.È. Áåëîãðèâîâ (ñì. �6 ãë. 9 êíèãè3) äîêàçàë àëãåáðàè÷å-
ñêóþ íåçàâèñèìîñòü 2nm ôóíêöèé Aµi,νi(αkz), A′

µi,νi
(αkz), ãäå µi, νi ∈

Q \ Z−, αk ∈ A \ {0}, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, ïðè óñëîâèÿõ

νi ̸∈ N, νi − µi /∈ Z, ((2νi − µi)− (2νj − µj)± (µi ± µj))/2 /∈ Z,

è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë α1, . . . , αm íàä Q.
Îêîí÷àòåëüíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 23. Ïóñòü µi, νi ∈ C \Z−, αi ∈ C \ {0}, i = 1, . . . , n, n >

1. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè 2n ôóíêöèé Aµi,νi(αiz),
A′

µi,νi
(αiz) íàä C(z) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ

÷åòûð¼õ óñëîâèé:
1◦. νi /∈ N, νi − µi /∈ Z+, i = 1, . . . , n.
2◦. Åñëè αi = αj, i ̸= j, òî (νi;µi) ̸∼ (νj;µj).
3◦. Åñëè αi = −αj, i ̸= j, òî (νi;µi) ̸∼ −(νj;µj), (νi;µi) ̸∼ µj −

(νj; 0).
4◦. Åñëè J1 � ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ i, òàêèõ, ÷òî αi = αj, (νi;µi) ∼

(νj; 0) − µj, µj /∈ N, 1 6 i < j 6 n, à J2 � òàêèõ, ÷òî µi − νi ∈ N,
òî ÷èñëà αi, i ∈ J1 ∪ J2, ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 23 âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ïðè÷èí.
Ïðè s ∈ Z+, k ∈ N èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

Aµ,µ+s(αz) = P eαz + P1, Aν+k,ν(αz) = P eαzφν(−αz) + P1e
αz,

Aµ,k(αz) = P φµ(αz) + P1, φk(αz) = P eαz + P1, φ0(αz) = eαz,

ãäå P, P1 ∈ C[z, z−1] (ñì. �4 ãë. 6 è �2 ãë. 5 êíèãè3).
Îòñþäà ïðè ν ∈ N è ïðè ν − µ ∈ Z+ ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

çàâèñèìîñòü ôóíêöèé Aµ,ν(αz) è A′
µ,ν(αz) íàä C(z).

Åñëè αi = αj, (µi; νi) ∼ (µj; νj), òî àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ
ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè.

Åñëè αi = αj, (νi;µi) ∼ (νj; 0)− µj, µj /∈ Z, òî çàìåòèì, ÷òî ôóíê-
öèè Aµ,ν(z) è z1−µA2−µ,ν−µ+1(z) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðå-
øåíèÿìè óðàâíåíèÿ (10) ñ âðîíñêèàíîìW (Aµ,ν(z), z

1−µ A2−µ,ν−µ+1(z)) =
z−µez. Îòñþäà, âíîâü âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè ñìåæíîñòè,
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ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ôóíê-
öèÿìè.

Åñëè αi = −αj, (νi;µi) ∼ µj − (νj; 0), òî àëãåáðàè÷åñêèå ñâÿçè
ïîÿâëÿþòñÿ â ñèëó ñîîòíîøåíèé Êóììåðà Aµ,ν(z) = ezAµ,µ−ν(−z).

Åñëè αi = −αj, (µi; νi) ∼ −(µj; νj), òî ïðè µj ∈ Z ïîëó÷àåì ïðåäû-
äóùèé ñëó÷àé, à ïðè µj ̸∈ Z, êàê ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé äâóõ ïðåäû-
äóùèõ ñëó÷àåâ, àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ âîçíèêàþò èç-çà òîãî,
÷òî W (Aµ,ν(z), z

1−µezA2−µ,1−ν(−z)) = z−µez.
Â 1966 ã. À.Á. Øèäëîâñêèé ðàññìîòðåë ôóíêöèè Aθ,η,ζ(z) è äîêàçàë

àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü äâóõ ôóíêöèé Aθ,η,ζ(αz), A′
θ,η,ζ(αz), ãäå

−θ,−η,−ζ ∈ Q \ N, α ∈ A \ {0}, ïðè óñëîâèè ζ − θ, ζ − η /∈ Z+

(ñì. �5 ãë. 6 êíèãè3). Â 1969 ã. Þ.Â. Íåñòåðåíêî5 äîêàçàë àëãåáðà-
è÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü 2nm ôóíêöèé Aθi,ηi,ζi(αkz), A′

θi,ηi,ζi
(αkz), ãäå

−θi,−ηi,−ζi ∈ Q \ N, αk ∈ A \ {0}, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, ïðè
óñëîâèÿõ

α2
k ̸= α2

l , ζi − θi, ζi − ηi /∈ Z,

((2ζi − θi − ηi)− (2ζj − θj − ηj)± ((θi ± θj)− (ηi ± ηj)))/2 /∈ Z.

Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿëèñü òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, òàê êàê áûëè ïîëó÷åíû
ìåòîäîì, òðåáóþùèì àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ðåøåíèé ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 24. Ïóñòü −θi,−ηi,−ζi ∈ C \ N, αi ∈ C \ {0}, i =

1, . . . , n, n > 1, è åñëè ζj − θj ∈ Z èëè ζj − ηj ∈ Z, 1 6 j 6 n,
òî ñ÷èòàåì, ÷òî ζj−ηj ∈ Z. Ïóñòü J � ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ i,
òàêèõ, ÷òî ηi − ζi ∈ N. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè 2n
ôóíêöèé Aθi,ηi,ζi(αiz), A′

θi,ηi,ζi
(αiz) íàä C(z) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ óñëîâèé:
1◦. ζi − θi, ζi − ηi /∈ Z+, i = 1, . . . , n.
2◦. Åñëè αi = αj, i ̸= j, òî (ζi; θi, ηi) ̸∼ (ζj; θj, ηj).
3◦. Åñëè θi ∈ Z èëè ηi ∈ Z, 1 6 i 6 n, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1◦,

3◦, 4◦ òåîðåìû 23, ãäå µ çàìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà η + 1 èëè
θ + 1, à ν íà ζ + 1.

4◦. Åñëè αi = αj, i, j ∈ J, i ̸= j, òî θi − θj /∈ Z, à åñëè αi =
−αj, i, j ∈ J, òî ηi − θi − θj /∈ Z.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé òåîðåìû 24 çàìåòèì, ÷òî,
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êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè, ïðè s ∈ Z+

Aθ,η,η+s(αz) = P φθ(αz) + P1, P, P1 ∈ C[z, z−1].

Ïîýòîìó ïðè ζ − η ∈ Z+ èìååò ìåñòî àëãåáðàè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü
ôóíêöèé Aθ,η,ζ(z) è A′

θ,η,ζ(z).
Åñëè θ ∈ Z èëè η ∈ Z, òî ôóíêöèè Aθ,η,ζ(z), A

′
θ,η,ζ(z) àëãåáðàè÷å-

ñêè ýêâèâàëåíòíû íàä C(z) ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Êóììåðà è å¼
ïðîèçâîäíîé.

Íåîáõîäèìîñòü ïåðâîãî óñëîâèÿ â 4◦ òåîðåìû 24 ñëåäóåò èç òîæäå-
ñòâà

ηφθ(z) = zA′
θ,η,η−1(z) + ηAθ,η,η−1(z). (24)

Íåîáõîäèìîñòü âòîðîãî óñëîâèÿ â 4◦ ñëåäóåò èç òîæäåñòâ (24) è

(θ1 + θ2)φθ1(z)φθ2(−z) = θ2Aθ1,θ1+θ2,θ1+θ2−1(z) + θ1Aθ2,θ1+θ2,θ1+θ2−1(−z),

à ïðè θi = 0 òàêæå èç òîæäåñòâ (24) è

θA0,θ,θ−1(−z) = (z(A0,θ,θ−1(−z))′ + θA0,θ,θ−1(−z))φθ(z).

Òðè ïîñëåäíèõ òîæäåñòâà äîêàçûâàþòñÿ â �1 ãëàâû 5 äèññåðòàöèè.
Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ òàêæå òåîðåìà 25, ÿâëÿþùàÿñÿ ìàê-

ñèìàëüíûì îáîáùåíèåì òåîðåì 22 � 24, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëÿòü àë-
ãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü èëè çàâèñèìîñòü ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì íå âûøå 2-ãî ïîðÿäêà.

Ãëàâà 6. Îöåíêè ìåð àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè
çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé

Òåîðåìà 26. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû V ñïðàâåäëèâà îöåíêà (6), ãäå
ρ = (m+ 1)m+1hm+1/m!, C > 0 � ïîñòîÿííàÿ, ýôôåêòèâíàÿ ïî s.

Òåîðåìà 26 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñîâîêóïíîñòåé ñèñòåì (3) è (4).
Åñëè h ïðîèçâîëüíî, òî âåëè÷èíà ρ â òåîðåìå 26 èìååò íàèìåíüøóþ

àñèìïòîòèêó è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ ïðè êîíêðåòíûõm ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàíåå äîêàçàííûìè òåîðåìàìè.
Òåîðåìà 28. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû VI ñïðàâåäëèâà îöåíêà (7), ãäå

ρ = (l+1)(2κ0)
m(m+1)l/l!, κ0 � ìàêñèìóì ïîêàçàòåëåé â ñòàðøèõ

÷ëåíàõ ìèíèìàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ôóíêöèè (2) (îíè ñî-
ñòàâëÿþò ò. í. áàçèñ Ãð¼áíåðà), C > 0 � ïîñòîÿííàÿ, ýôôåêòèâíàÿ
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ïî s. Åñëè l = m − 1, òî ρ = km2m(m − 1)1−m/m!, ãäå k � ñòåïåíü
íåïðèâîäèìîãî óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ôóíêöèè (2).

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïîñòîÿííûå C â òåîðå-
ìàõ 26 è 28 ïîëíîñòüþ ýôôåêòèâíû.

×èñëà α äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â îöåíêå (7) ìîæíî âûáèðàòü, íàïðè-
ìåð, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ l è h ïîñòîÿííàÿ ρ â òåîðåìå 28 âû÷èñëåíà âïåð-
âûå.

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
1. Ìåòîä Çèãåëÿ âïåðâûå ïðèìåí¼í ê èññëåäîâàíèþ àðèôìåòè÷å-

ñêîé ïðèðîäû çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé â îñîáûõ òî÷êàõ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2. Âïåðâûå ïîëó÷åí ýôôåêòèâíûé àíàëîã òåîðåìû II À.Á. Øèäëîâ-
ñêîãî.

3. Äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿä-
êà è ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿä-
êà äîêàçàíà ãèïîòåçà Çèãåëÿ.

4. Ãèïîòåçà Çèãåëÿ äîêàçàíà òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ ñëó÷àåâ
ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà.
Â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé 2-ãî ïîðÿäêà ïðèâåäåíû àðãóìåíòû â ïîëüçó òîãî, ÷òî ãèïîòåçà Çè-
ãåëÿ íå âûïîëíÿåòñÿ è ñõåìà âîçìîæíîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ.

5. Äîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé 1 è 3 äëÿ Å-ôóíêöèè, óäî-
âëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ íå âûøå 2-
ãî ïîðÿäêà.

6. Ïîëíîñòüþ ðåø¼í âîïðîñ îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä
C(z) ìíîæåñòâà âñåõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íå âûøå 2-ãî ïîðÿäêà,
à òàêæå î âîçìîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâÿçÿõ ìåæäó íèìè.

7. Ïîëó÷åíû òåîðåìû îáùåãî õàðàêòåðà ñ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷-
íûìè óñëîâèÿìè îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä C(z) ðåøåíèé
ïðîèçâîëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàçëè÷-
íûõ ïîðÿäêîâ. Ýòè òåîðåìû îõâàòûâàþò "ïî÷òè âñå" ãèïåðãåîìåòðè-
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÷åñêèå óðàâíåíèÿ çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, íàáîðû ïàðàìåòðîâ êîòîðûõ
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû òî÷êàìè íåêîòîðûõ îïðåäåë¼ííûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé.

8. Íàéäåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæ-
äåñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

9. Ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ïðèçíàòåëåí êîëëåêòèâó êàôåäðû òåîðèè ÷èñåë ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó, â êîòî-
ðîé ïðîèñõîäèëè íàïèñàíèå è îáñóæäåíèå äèññåðòàöèè.

Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåí êîëëåêòèâó êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ÍÈÓ "ÌÝÈ" çà ñîçäàíèå óñëîâèé äëÿ íàó÷íîé äåÿòåëü-
íîñòè.

Îñíîâíûå ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ

äëÿ çàùèòû â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå ÌÃÓ ïî ñïåöèàëüíîñòè

1. Ãîðåëîâ Â.À. Îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé íåêî-
òîðûõ Å-ôóíêöèé// Âåñòíèê ÌÃÓ. Ñåð. 1, Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà. �
1981. � � 1. � Ñ. 47�51. Ïåðåâîä: On the algebraic independence of the
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