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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Õàðàêòåðàìè íà êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïå íàçûâàþò ãîìîìîðôèç-

ìû ïîñëåäíåé â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïåðâûé
è, ïîæàëóé, ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð õàðàêòåðîâ � ýòî õàðàêòåðû Äè-
ðèõëå, ÿâëÿþùèåñÿ õàðàêòåðàìè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï îáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ êîëåö âû÷åòîâ. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ õàðàêòåðîâ è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì L-ôóíêöèé Ï.Ã.Ë. Äèðèõëå äîêàçàë ñâîþ çíàìåíèòóþ òåîðåìó î
òîì, ÷òî â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü êîòîðîé
âçàèìíî ïðîñòû, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ñóììû õàðàêòåðîâ òåñíî ñâÿçàíû ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ñóììàìè,
òî åñòü ñóììàìè âèäà

∑
n∈A e

2πif(n), ãäå f(n) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ,
à A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ðàáîòû ìíîãèõ êðóïíûõ ìàòåìàòèêîâ ïðî-
øëîãî ñòîëåòèÿ (òàêèõ êàê È.Ì.Âèíîãðàäîâ, Ã.Âåéëü, É. âàí äåð Êîð-
ïóò, À.À.Êàðàöóáà, Í.Ì.Êîðîáîâ, è äðóãèå) áûëè ïîñâÿùåíû îöåíêàì
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì è ñóìì õàðàêòåðîâ. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òåî-
ðèè ÷èñåë òàêèå ñóììû âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì, è èõ îöåíêè
ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû â ñàìûõ ðàçíûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ è êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ. Òàê, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ îöåíîê
ëèíåéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ïî ïðîñòûì ÷èñëàì (â ñî÷åòàíèè
ñ êðóãîâûì ìåòîäîì) È.Ì.Âèíîãðàäîâ â 1937 ãîäó äîêàçàë, ÷òî ëþáîå
äîñòàòî÷íî áîëüøîå íå÷åòíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû òðåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë, ðåøèâ òåì ñàìûì òåðíàðíóþ ïðîáëåìó Ãîëüäáàõà. Ìíî-
ãèå îòêðûòûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñåë ñëåäóþò èç äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ
(íåèçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü) îöåíîê ñóìì õàðàêòåðîâ èëè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ñóìì: ê ÷èñëó òàêèõ ïðèìåðîâ ìîæíî îòíåñòè ãèïîòåçó
Ëèíäåë¼ôà îá îöåíêå äçåòà-ôóíêöèè íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé è ãèïîòå-
çó È.Ì.Âèíîãðàäîâà î íàèìåíüøåì êâàäðàòè÷íîì íåâû÷åòå ïî ïðîñòîìó
ìîäóëþ.

Îöåíêàì ñóìì õàðàêòåðîâ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ïîñâÿùåí ðÿä
ìîíîãðàôèé1 2 3.

Öåëü ðàáîòû.
Ïîëó÷åíèå íîâûõ îöåíîê ñóìì õàðàêòåðîâ ïî ïàðàëëåëåïèïåäàì â

1Àðõèïîâ Ã.È., Êàðàöóáà À.À., ×óáàðèêîâ Â.Í., Êðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû, Òð. ÌÈ-
ÀÍ ÑÑÑÐ, 151, ðåä. Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé, 1980, 128 ñ.

2Âèíîãðàäîâ È.Ì., Ïðèëîæåíèå 1 ê êíèãå: Õóà Ëî-Ãåí �Ìåòîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì è åãî
ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè ÷èñåë�, Ì., Ìèð, 1964.

3Êîðîáîâ Í.Ì., Îöåíêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì è èõ ïðèëîæåíèÿ, ÓÌÍ, 13:4(82) (1958),
185�192.
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êîíå÷íûõ ïîëÿõ, íèæíèõ îöåíîê âèíåðîâñêîé íîðìû ôóíêöèé â Zdp, ïðè-
ìåíåíèå ðàçëè÷íûõ îöåíîê ñóìì õàðàêòåðîâ ê ñîâðåìåííûì êîìáèíàòîð-
íûì çàäà÷àì òåîðèè ÷èñåë.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1) Äîêàçàíû íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ñóìì õàðàêòåðîâ ïî ïàðàëëåëå-

ïèïåäàì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî îáú¼ìà â êîíå÷íûõ ïîëÿõ ïîðÿäêà p2 è
p3.

2) Ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè âèíåðîâñêîé íîðìû ôóíêöèé â äèñêðåò-
íîì ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå (äëÿ ãðóïïû Zdp).

3) Èçó÷åíà çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè êâàäðàòîâ âî ìíîæåñòâå êîíå÷íî-
ãî ïîëÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó.

4) Äëÿ ïî÷òè âñåõ ìîäóëåé ïîëó÷åíû íåòðèâèàëüíûå îöåíêè íà ðàç-
ìåð ïîäìíîæåñòâà êîëüöà âû÷åòîâ, ðàçíîñòü êîòîðîãî ñ ñîáîé íå ñîäåð-
æèò êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ëåæàò â ðóñëå àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè

÷èñåë. Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ìåòîäû ãåîìåòðèè ÷èñåë è òåîðèè ãðàôîâ,
à òàêæå ðÿä ðàçðàáîòàííûõ àâòîðîì ïðè¼ìîâ, ïîçâîëèâøèõ ïðåîäîëåòü
êîíêðåòíûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè â êàæäîé èç óïîìÿíóòûõ çàäà÷.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòà-

öèè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåî-
ðèè ÷èñåë.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü

íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè
÷èñåë� â Ìàòåìàòè÷åñêîì Èíñòèòóòå èì. Ñòåêëîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì
Ñ.Â.Êîíÿãèíà è È.Ä.Øêðåäîâà (ìíîãîêðàòíî), íà Ìîñêîâñêîì ñåìèíàðå
ïî òåîðèè ÷èñåë ïîä ðóêîâîäñòâîì Í.Ã.Ìîùåâèòèíà è Þ.Â.Íåñòåðåíêî,
íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïîä ðó-
êîâîäñòâîì Á.Ñ.Êàøèíà, Ñ.Â.Êîíÿãèíà, Á.È.Ãîëóáîâà, è Ì.È.Äüÿ÷åíêî,
íà ñåìèíàðå �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé� ïîä ðóêîâîäñòâîì
Ï.À.Áîðîäèíà, è íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Àëãåáðà, òåîðèÿ ÷è-
ñåë è äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû, ïðèëîæåíèÿ è ïðî-
áëåìû èñòîðèè� (Òóëà, 2019 ã.), Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
øêîëà �Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû� (Âî-
ðîíåæ, 2019ã.), Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåî-
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ðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ� (Ñàðàòîâ, 2016 ã.), �Uniform Distribution
Theory� (Øîïðîí, Âåíãðèÿ, 2016 ã., è Ìàðñåëü, Ôðàíöèÿ, 2018 ã.), �Journ�e-
es Arithm�etiques� (Êàí, Ôðàíöèÿ, 2017 ã.), à òàêæå âî âðåìÿ âèçèòîâ àâ-
òîðà â Ìàòåìàòè÷åñêèé Èíñòèòóò èì. Àëüôðåäà Ðåíüè, Áóäàïåøò, 2016
ã., è Ìàòåìàòè÷åñêèé Èññëåäîâàòåëüñêèé Èíñòèòóò â Áåðêëè (2017 ã.).

Ïóáëèêàöèè.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4 ðàáîòàõ àâòîðà â æóð-

íàëàõ èç áàç äàííûõ Web of Science è Scopus è ïðåäñòàâëåíû òàêæå â
òåçèñàõ íåñêîëüêèõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé. Ñïèñîê ýòèõ ðàáîò
ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû èç 64 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 84
ñòðàíèöû.

Â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðàáîòå íàä ïðîåê-
òîì 14-11-00702 Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà, âûïîëíÿâøåãîñÿ ïðè ÈÌÌ
ÓðÎ ÐÀÍ ã. Åêàòåðèíáóðãà, è ðàáîòå â ëàáîðàòîðèè ¾Ìíîãîìåðíàÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà (ïðîåêò
14.W03.31.0031).

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 1. Â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ñóìì ìóëü-
òèïëèêàòèâíûõ õàðàêòåðîâ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ ðàçìåðà p2 è p3 ïî ïàðàë-
ëåëåïèïåäàì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî îáú¼ìà.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, Fpn � êîíå÷íîå ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ,
{ω1, . . . ωn} � áàçèñ Fpn íàä Fp, Ni, Hi � öåëûå ÷èñëà, 1 6 Hi 6 p,
i = 1, . . . , n. Îïðåäåëèì n-ìåðíûé ¾ïàðàëëåëåïèïåä¿ B ⊆ Fpn:

B =

{
n∑
i=1

xiωi : Ni + 1 6 xi 6 Ni +Hi, 1 6 i 6 n

}
. (1)

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü îöåíêè ñóìì âèäà
∑

x∈B χ(x), ãäå χ � íåòðè-
âèàëüíûé ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàðàêòåð â Fpn, ïðè âîçìîæíî áîëåå ñëà-
áûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà B. Äàäèì îáçîð èçâåñòíûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè
ðåçóëüòàòîâ. Â ñëó÷àå n = 1 íà ïðîòÿæåíèè áîëåå ÷åì ïîëóâåêà ñèëü-
íåéøèì îñòà¼òñÿ çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò Á¼ðäæåñà4: äëÿ ëþáîãî ε > 0

4Burgess D.A., �On character sums and primitive roots�, Proc. London Math. Society (3), 12 (1962),
179-192.

5



ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè H > p1/4+ε ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣
N+H∑
x=N+1

χ(x)

∣∣∣∣∣�ε p
−δH.

Á¼ðäæåñ5 òàêæå ïîëó÷èë àíàëîã ýòîãî íåðàâåñòâà äëÿ áàçèñîâ ñïåöèàëü-
íîãî âèäà â ñëó÷àå n = 2, à Êàðàöóáà6 7 îáîáùèë åãî îöåíêè íà ïðîèç-
âîëüíûå êîíå÷íûå ïîëÿ, ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé áàçèñà âèäà ωi = gi, ãäå
g � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n íàä Fp. Ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ îöåíêè ñóìì õàðàêòåðîâ ïî ïàðàëëåëåïèïåäàì, ïîñòðîåííûì ïî
ïðîèçâîëüíûì áàçèñàì. Ïåðâûé òàêîé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå
Äýâåíïîðòà è Ëüþèñà8.

Òåîðåìà À. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè

H1 = . . . = Hn = H > p
n

2n+2+ε

âûïîëíåíà îöåíêà ∣∣∣∣∣∑
x∈B

χ(x)

∣∣∣∣∣ 6 (p−δH)n.

Çàìåòèì, ÷òî â òåîðåìå À ïîêàçàòåëü n
2n+2 ñòðåìèòñÿ ê 1/2 ïðè n→∞.

Ýòî îãðàíè÷åíèå áûëî îñëàáëåíî ×àíã9.

Òåîðåìà B. Ïóñòü ε > 0 è ïàðàëëåëåïèïåä B óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ

∏n
i=1Hi > p(

2
5+ε)n. Òîãäà∣∣∣∣∣∑

x∈B

χ(x)

∣∣∣∣∣�n,ε p
−ε2/4|B|

â ñëó÷àå, åñëè n íå÷¼òíî èëè åñëè n ÷¼òíî è ñóæåíèå χ|F
pn/2

õàðàêòåðà

χ íà ïîäïîëå Fpn/2 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì õàðàêòåðîì, è∣∣∣∣∣∑
x∈B

χ(x)

∣∣∣∣∣ 6 max
ξ
|B ∩ ξFpn/2|+On,ε(p

−ε2/4|B|)

5Burgess D.A., �Character sums and primitive roots in �nite �elds�, Proc. London Math. Society (3),
17 (1967), 11-25.

6Êàðàöóáà À.À., Ñóììû õàðàêòåðîâ è ïåðâîîáðàçíûå êîðíè â êîíå÷íûõ ïîëÿõ, ÄÀÍ ÑÑÑÐ,
180:6, (1968), 1287-1289.

7Êàðàöóáà À.À., Îá îöåíêàõ ñóìì õàðàêòåðîâ, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ Ñåð. ìàòåì., 34:1, (1970), 20-30.
8Davenport H., Lewis D. J., �Characters sums and primitive roots in �nite �elds�, Rend. Circ. Mat.

Palermo(2), 12 (2), 129-136 (1963).
9Chang M.-Ch., �On a question of Davenport and Lewis and new character sums bounds in �nite

�elds�, Duke Math. J. 145 (3), 409-442 (2008).
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èíà÷å.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè |B| =
∏n

i=1Hi > p(2/5+ε)n, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåëüçÿ ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ñóììû çíà÷åíèé íåòðèâèàëüíî-
ãî õàðàêòåðà, òàê êàê âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà B ñîâïàäàåò ñ ïîäïîëåì
Fpn/2, à χ � íåòðèâèàëüíûé õàðàêòåð, òîæäåñòâåííûé íà Fpn/2. Îòñþäà
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, îïèñàííûå â òåîðåìå B.

Äàëåå, ×àíã10 áûëè ïîëó÷åíû íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ñóìì õàðàêòå-
ðîâ â ñëó÷àå n = 2, H1, H2 > p1/4+ε. Êîíÿãèí11 îáîáùèë ïîñëåäíèé ðå-
çóëüòàò íà ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ïîëÿ.

Òåîðåìà C. Ïóñòü ε > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå Hi > p1/4+ε ïðè âñåõ
1 6 i 6 n. Òîãäà ∣∣∣∣∣∑

x∈B

χ(x)

∣∣∣∣∣� nO(1)

ε
p−ε

2/2|B|.

Â ýòîé ãëàâå ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñóììû õàðàêòåðîâ
äëÿ ñëó÷àåâ n = 2 è n = 3.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü n ∈ {2, 3}, χ � íåòðèâèàëüíûé ìóëüòèïëèêà-
òèâíûé õàðàêòåð â Fpn è |B| > pn(1/4+ε), ïðè÷¼ì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
H1 6 . . . 6 Hn. Òîãäà ∣∣∣∣∣∑

x∈B

χ(x)

∣∣∣∣∣�ε |B|p−ε
2/12,

åñëè χ|Fp
� íåòðèâèàëüíûé õàðàêòåð, è∣∣∣∣∣∑

x∈B

χ(x)

∣∣∣∣∣�ε |B|p−ε
2/12 + |B ∩ ωnFp|

èíà÷å.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê {ω1, . . . , ωn} � áàçèñ, òî

|B ∩ ωnFp| =

{
Hn, åñëè 0 ∈ ∩n−1i=1 [Ni + 1, Ni +Hi],

0, èíà÷å,

ïîýòîìó âî âòîðîì ñëó÷àå òåîðåìû ìîæíî íàïèñàòü îöåíêó
∑

x∈B χ(x)�ε

|B|p−ε2/12 + Hn. Êðîìå òîãî, ïî àíàëîãèè ñ çàìå÷àíèåì ê òåîðåìå B,

10Chang M.-Ch., �Burgess inequality in Fp2 �, Geom. Funct. Anal. Vol. 19 (2009), 1001-1016.
11Êîíÿãèí Ñ.Â., Îöåíêè ñóìì õàðàêòåðîâ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ, Ìàòåì. çàìåòêè, 2010, òîì 88 (4),

529-542.
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â óñëîâèÿõ òåîðåìû (|B| > pn(1/4+ε)), âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ïîëó÷èòü
íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ñóììû õàðàêòåðîâ, òàê êàê âîçìîæåí ñëó÷àé, êî-
ãäà B = Fp è χ � íåòðèâèàëüíûé õàðàêòåð, òîæäåñòâåííûé íà Fp. Îò-
ìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû C òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà â ñèëó
óñëîâèÿ Hi > p1/4+ε, 1 6 i 6 n.

Ãëàâà 2. Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè âèíåðîâñêîé íîð-
ìû (l1-íîðìû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) ôóíêöèé â Zdp. Íà÷í¼ì èçëîæåíèå
ñ èñòîðèè âîïðîñà.

Ïóñòü B ⊂ Z � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |B| > 2 è e(x) := exp(2πix).
Çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà Ëèòòëâóäà ãëàñèò, ÷òî∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
b∈B

e(bx)

∣∣∣∣∣ dx� log |B|.

Âïåðâûå ýòî íåðàâåíñòâî áûëî äîêàçàíî Êîíÿãèíûì12 â 1981 ãîäó. Â
÷óòü áîëåå ïîçäíåé ðàáîòå Ìàê-Ãè, Ïèíüî è Ñìèòà13 ïîëó÷åí áîëåå îá-
ùèé ðåçóëüòàò: åñëè B = {b1 < . . . < bn} è c(bj) ∈ C � ïðîèçâîëüíûå
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òî∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
b∈B

c(b)e(bx)

∣∣∣∣∣ dx�
n∑
j=1

|c(bj)|
j

(2)

Õîðîøî èçâåñòíî , ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà B = [−n, n]∩Z, òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèé ïîëèíîì Dn(x) :=

∑
b∈B e

ibx =
∑n

k=−n e
−ikx (ÿäðî Äèðèõëå) èìååò

L1-íîðìó, ïî ïîðÿäêó ðàâíóþ log n = log |B|. Òàêèì îáðàçîì, îáà óïîìÿ-
íóòûõ ðåçóëüòàòà òî÷íû ïî ïîðÿäêó.

Â ðàáîòå Ãðèíà è Êîíÿãèíà14, à òàêæå â ðÿäå ïîñëåäóþùèõ ðàáîò
èçó÷àëñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã ãèïîòåçû Ëèòòëâóäà äëÿ ñëó÷àÿ ãðóïïû
Zp. Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ â áîëåå îáùåì ñëó÷àå êîíå÷-
íîé àáåëåâîé ãðóïïû G. Õàðàêòåðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì
γ : G → S1, ãäå S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. ×åðåç Ĝ áóäåì îáîçíà÷àòü äó-
àëüíóþ ãðóïïó ãðóïïû G, òî åñòü ãðóïïó âñåõ õàðàêòåðîâ (ñ îïåðàöèåé
ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íûõ àáå-
ëåâûõ ãðóïï ãðóïïûG è Ĝ èçîìîðôíû; ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü èõ. Äëÿ

12Êîíÿãèí Ñ.Â., Î ïðîáëåìå Ëèòòëâóäà, Èçâåñòèÿ ÐÀÍ, 45 (1981), 243-265.
13McGehee O.C., Pigno L., Smith B., Hardy's inequality and the L1 norm of exponential sums, Annals

of Math. 113 (1981), 613-618.
14Green B.J., Konyagin S.V., On the Littlewood problem modulo prime, Canad. J.Math. 61 (2009),

141-164.
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ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f : G → C îïðåäåëèì å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
f̂ : G→ C,

f̂(γ) = |G|−1
∑
x∈G

f(x)γ(x)

è âèíåðîâñêóþ íîðìó
‖f̂‖1 =

∑
γ∈Ĝ

|f̂(γ)|

(çäåñü è âåçäå äàëåå äëÿ q > 0 ìû ïîëàãàåì ‖g‖q := (
∑

x∈supp g |g(x)|q)1/q).
Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

f̂ g(ξ) =
∑
η∈Ĝ

f̂(ξ − η)ĝ(η),

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

‖f̂ g‖1 6 ‖f̂‖1‖ĝ‖1. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé íà G, ñíàáæ¼ííîå âèíåðîâ-
ñêîé íîðìîé, ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ïîòî-
÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ ôóíêöèé.

Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊆ G ÷åðåç A(x) áóäåì îáîçíà÷àòü åãî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Ïîëîæèì òàêæå ep(u) = e2πiu/p.

Â ñëó÷àå G = Zp õàðàêòåðàìè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ γξ(x) = ep(ξx),
è âèíåðîâñêàÿ íîðìà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà A ⊂ Zp
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòèçàöèþ L1-íîðìû òðèãïîëèíîìà
TA(y) =

∑
x∈A e(xy):

‖Â‖1 =
1

p

∑
ξ∈Zp

∣∣∣∣∣∑
x∈A

exp

(
2πiξx

p

)∣∣∣∣∣ = 1

p

p∑
ξ=1

∣∣∣∣TA(ξp
)∣∣∣∣ .

Ïîýòîìó çàäà÷ó îá îöåíêå âèíåðîâñêîé íîðìû ïîäìíîæåñòâ Zp åñòåñòâåí-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê äèñêðåòíóþ âåðñèþ ãèïîòåçû Ëèòòëâóäà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

‖Â‖1 = ‖ ̂(Zp \ A)‖1 +
2|A|
p
− 1 = ‖ ̂(Zp \ A)‖1 +O(1),

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé |A| < p/2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðè âñåõ òàêèõ A èìååò ìåñòî îöåíêà

‖Â‖1 � log |A|, (4)
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àíàëîãè÷íàÿ îöåíêå (2) â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó Ìàðöèíêåâè÷à î äèñêðåòèçàöèè L1-íîðì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ , íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà A � àðèôìåòè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ (è |A| < p/2), ñïðàâåäëèâî

‖Â‖1 � log |A|.

Îáñóäèì òåïåðü èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Íåðàâåíñòâî (4) äîêàçàíî Êî-
íÿãèíûì è Øêðåäîâûì15 äëÿ ìíîæåñòâ ìàëîãî ðàçìåðà.

Òåîðåìà D. Ïóñòü A ⊂ Zp è

|A| � exp((log p/ log log p)1/3).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4).

Èìè æå16 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà E. Ïóñòü A ⊂ Zp, exp((log p/ log log p)1/3) 6 |A| 6 p/3.
Òîãäà, ïîëàãàÿ δ = |A|/p, áóäåì èìåòü

‖Â‖1 � (log δ−1)1/3(log log δ−1)−1−o(1), δ → 0.

Êðîìå òîãî, àâòîðàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èç ðåçóëüòàòîâ Ñàíäåðñà17

âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà.

Òåîðåìà F. Ïóñòü A ⊂ Zp è δ = |A|/p < 1/2. Òîãäà

‖Â‖1 � δ3/2(log p)1/2−o(1),

ïðè δ > (log p)−1/4(log log p)1/2, è

‖Â‖1 � δ1/2(log p)1/4−o(1)

ïðè δ < (log p)−1/4(log log p)1/2.

Èç òåîðåì D è E ñëåäóþò îöåíêè òèïà ‖Â‖1 � (log p)c, c > 0,
äëÿ ïëîòíûõ è è äîñòàòî÷íî ðåäêèõ ìíîæåñòâ, íî, ñêàæåì, ïðè δ �

15Êîíÿãèí Ñ.Â., Øêðåäîâ È.Ä., Êîëè÷åñòâåííûé âàðèàíò òåîðåìû Áåðëèíãà�Õåëñîíà, Ôóíêö.
àíàëèç è åãî ïðèë., 49:2 (2015), 39�53; Funct. Anal. Appl., 49:2 (2015), 110�121.

16Êîíÿãèí Ñ.Â., Øêðåäîâ È.Ä., Î íîðìå Âèíåðà ïîäìíîæåñòâ Zp ïðîìåæóòî÷íîãî ðàçìåðà, Ôóí-
äàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì., 19:5 (2014), 75�87; J. Math. Sci., 218:5 (2016), 599�608.

17Sanders T., The Littlewood-Gowers problem, J.Anal.Math. 101 (2007), 123-162
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(log p)−1 ðàáîòàåò ëèøü òåîðåìà D è äà¼ò ñëàáûå îöåíêè ñíèçó (ïîðÿä-
êà (log log p)1/3). Øîåí18 ïîêàçàë, ÷òî âèíåðîâñêóþ íîðìó ïîäìíîæå-
ñòâà A ⊂ Zp (ïðè |A| < p/2) âñåãäà ìîæíî îöåíèòü ñíèçó âåëè÷èíîé
(log |A|)1/16−o(1). Èç ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà Ñàíäåðñà19 âûòåêàåò áîëåå
ñèëüíàÿ îöåíêà ‖Â‖1 � (log |A|)1/4−o(1).

Òåîðåìà G. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç W(G) ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ïî âñåâîçìîæíûì ïîäãðóïïàì

ãðóïïû G. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : G → Z òàêîé, ÷òî ‖f̂‖1 6 K,
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f =
∑

W∈W(G)

z(W )1W ,

ãäå z(W ) ∈ Z è
∑

W∈W(G) |z(W )| 6 exp(K4+o(1)).

Íàñòîÿùåé ãëàâå ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Âî-ïåðâûõ, ìû
îáîáùàåì òåîðåìû D è E íà ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè ìíîæåñòâà çàäàííîãî ðàçìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ f ñî
çíà÷åíèÿìè, áîëüøå èëè ðàâíûìè åäèíèöû ïî ìîäóëþ, è íîñèòåëåì, èìå-
þùåì àíàëîãè÷íûé ðàçìåð.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü f : Zp → C è |f(x)| > 1 ïðè x ∈ S := supp f .
Òîãäà, ïîëàãàÿ M := maxx∈Zp

|f(x)|, èìååì

‖f̂‖1 >M

è

‖f̂‖1 � min

(
log |S|,

(
log p

(log log p)(log |S|)

)1/2
)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè |S| 6 exp((log p/ log log p)1/3), òî ‖f̂‖1 � log |S|.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü f : Zp → C è |f(x)| > 1 ïðè x ∈ S := supp f .
Òîãäà, ïîëàãàÿ M := maxx∈Zp

|f(x)|, ïðè exp((log p/ log log p)1/3) 6 |S| 6
p/3 èìååì

‖f̂‖1 >M

è
‖f̂‖1 � (log(p/|S|))1/3(log log(p/|S|))−1−o(1), p/|S| → ∞.

18Schoen T., On the Littlewood conjecture modulo prime, Moscow Journal of Number Theory and
Combinatorics, 1-5, 2016.

19Sanders T., Bounds in Cohen's idempotent theorem, preprint
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Âòîðàÿ öåëü íàñòîÿùåé ãëàâû � ïåðåíåñåíèå îäíîìåðíûõ ðåçóëüòàòîâ
íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû äâà ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü E ⊆ C � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è ÷èñ-
ëî C > 0 äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
h : Zp → E ∪ {0} âûïîëíåíà îöåíêà

‖ĥ‖1 > F (p, δ),

ãäå δ = | supph|p−1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : Zdp → E ∪ {0} òàêîé,
÷òî | supp f | = δpd, δ > Cp−1, âûïîëíåíî

‖f̂‖1 > F (p, δ′),

äëÿ íåêîòîðîãî δ′ = δ+O(δ1/2p−1/2), ïðè÷¼ì ïîäðàçóìåâàåìàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ àáñîëþòíà.

Çàìå÷àíèå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F (p, δ) ðàâíà +∞, åñëè pδ íå ðàâíî öåëîìó
÷èñëó. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå âëèÿåò íà ïîñûëêó òåîðåìû è îòñåêà-
åò òðèâèàëüíûå ñëó÷àè, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ìû íå çíàåì òî÷íîå
çíà÷åíèå δ′.

Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.3 è òåîðåìû F ìîæíî îöåíèòü
âèíåðîâñêóþ íîðìó áîëüøèõ ïîäìíîæåñòâ Zdp: åñëè A ⊂ Zdp è |A| � pd (è

|A| < pd/2), òî ‖Â‖1 � (log p)1/2−o(1).
Íàì óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó 2.3 â ¾óñëîâíîì¿ âèäå, ÷òîáû

íå çàâèñåòü îò íàèëó÷øèõ íà ñåãîäíÿ ðåçóëüòàòîâ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
Êðîìå òîãî, êàê óïîìèíàëîñü âûøå, äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ ôóíêöèé èìå-
þòñÿ ðàçíûå îöåíêè: íàïðèìåð, â ðàáîòå Ñàíäåðñà èçó÷àþòñÿ öåëîçíà÷-
íûå ôóíêöèè, â òî âðåìÿ êàê â ðàáîòàõ Êîíÿãèíà è Øêðåäîâà ïîëó÷åíû
îöåíêè âèíåðîâñêîé íîðìû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîäìíîæåñòâ
Zp, à â íàñòîÿùåé ðàáîòå � ôóíêöèé, ñî çíà÷åíèÿìè, áîëüøå èëè ðàâ-
íûìè åäèíèöû ïî ìîäóëþ.

Â àíàëîãè÷íîì ¾óñëîâíîì¿ âèäå ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò îá îöåíêå
ñíèçó âèíåðîâñêîé íîðìû ìàëûõ ïîäìíîæåñòâ Zdp.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü E ⊆ C � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, èíâàðè-
àíòíîå îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ (òî åñòü eiϕE = E ïðè âñåõ ϕ ∈ R).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h : Zp → E ∪ {0} òàêîé, ÷òî
| supph| = δp < (2p)1/2, âûïîëíåíà îöåíêà

‖ĥ‖1 > F (p, δ).
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Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : Zdp → E ∪ {0} òàêîé, ÷òî | supp f | = δp <

(2p)1/2, ñïðàâåäëèâî

‖f̂‖1 > F (p, δ).

Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.1 è òåîðåìû 2.4 (èñïîëüçóÿ èõ
â ñëó÷àÿõ M = 1 è E = {z ∈ C : |z| = 1} ñîîòâåòñòâåííî) ìû ìî-
æåì îöåíèòü âèíåðîâñêóþ ìàëûõ ïîäìíîæåñòâ Zdp: ïðè A ⊂ Zdp, |A| 6
exp((log p/ log log p)1/3) ïîëó÷àåì òî÷íóþ îöåíêó ‖Â‖1 � log |A|.

Ïðè d > 2 ìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåì îöåíèòü ‖Â‖1 ñíèçó ôóíê-
öèåé, ðàñòóùåé ïî |A|, èáî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, äëÿ ëþáîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà V ⊆ Zdp ìû èìååì ‖V̂ ‖1 = 1. Îäíàêî òåîðåìà G äà¼ò íåòðèâè-
àëüíûå îöåíêè ñíèçó â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû �îòäåëåíû� îò ïîäïðîñòðàíñòâ:
íàïðèìåð, åñëè G = Zdp, ÷èñëî η ∈ (0, 1) ôèêñèðîâàíî, è |A| � pk+η, ãäå

k ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, òî ìû ïîëó÷àåì îöåíêó ‖Â‖1 � (log p)1/4−o(1). Òåî-
ðåìû 2.3 è 2.4 óñèëèâàþò ýòó îöåíêó äëÿ ìàëûõ è áîëüøèõ ìíîæåñòâ
A.

Ãëàâà 3. Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåçóëüòàòàì î ìíîæåñòâàõ ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî ïîëÿ ñ �ïðîïóùåííûìè öèôðàìè�. Ïåðåéä¼ì ê áîëåå òî÷íûì
ôîðìóëèðîâêàì.

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì b ∈ N, b > 2, êàæäîå ÷èñëî n ∈ N åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì b:

n =
r−1∑
j=0

cjb
j, 0 6 cj 6 b− 1, cr−1 > 1.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èçó÷àëèñü àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷èñåë ñ ïðîïó-
ùåííûìè öèôðàìè, ò.å. òåõ ÷èñåë, b-è÷íàÿ çàïèñü êîòîðûõ ñîñòîèò èç
çàäàííûõ öèôð.

Äàðòèäæ è Øàðêîçè20 ðàññìîòðåëè àíàëîã ýòîé çàäà÷è â êîíå÷íûõ
ïîëÿõ. Ïóñòü Fq � ïîëå èç q = pr ýëåìåíòîâ, {a1, . . . , ar} � áàçèñ Fq íàä
Fp. Äëÿ ìíîæåñòâà D ⊂ Fp ÷åðåç WD áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòîâ ïîëÿ Fq, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ïðè ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó
{a1, . . . , ar} ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî
íåíóëåâûõ êâàäðàòîâ ïîëÿ Fq. Ïîëîæèì Q0 = Q ∪ {0}. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî p > 3, òàê êàê â ñëó÷àå p = 2 ìû èìååì Fq = Q0. Êðîìå òîãî, âåçäå â
äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |D| > 2 è r > 2, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
çàäà÷à òàêæå áåññîäåðæàòåëüíà.

20Dartyge C., S�ark�ozy A., The sum of digits function in the �nite �eld. Proc. Amer. Math. Soc. 2013.
Vol. 141, �12. P. 4119-4124.
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Â íåäàâíåé ðàáîòå Äàðòèäæ, Ìàäóè è Øàðêîçè21 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
åñëè ìíîæåñòâîD äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî âî ìíîæåñòâåWD èìåþòñÿ êâàä-
ðàòû.

Òåîðåìà H. Èìååò ìåñòî îöåíêà∣∣∣∣|WD ∩Q0| −
|WD|
2

∣∣∣∣ 6 1

2
√
q

(
|D|+ p

√
p− |D|

)r
.

Ýòà îöåíêà íåòðèâèàëüíà, åñëè |D| > (
√
5−1)p
2 (1 + o(1)), p→∞.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî D ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, â
ýòîé æå ðàáîòå áûë ïîëó÷åí àíàëîã ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà I. Ïóñòü D = {0, . . . , t− 1}, ãäå 2 6 t 6 p− 1. Òîãäà∣∣∣∣|WD ∩Q0| −
|WD|
2

∣∣∣∣ 6 1

2
(C(p, t)t

√
p)r ,

ãäå

C(p, t) =

{
log p
t + 1

t

(
4
3 −

log 3
2

)
+ 1

p , åñëè 2 6 t < p− 2,
2
p +

2
π(p−1)(1− log(2 sin π

2p)), åñëè t = p− 2.

Ýòà îöåíêà íåòðèâèàëüíà, åñëè t� √p log p.
Äèññåðòàíòîì äîêàçàíû ñëåäóþùèå äâå îöåíêè íà êîëè÷åñòâî êâàä-

ðàòîâ âî ìíîæåñòâå WD, èç êîòîðûõ âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòîâ
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàçìåð ìíîæåñòâà D áîëåå ñëàáûõ, ÷åì â òåîðåìå
H.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü 2r − 1 6 p1/2. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣|WD ∩Q| − |WD|2

∣∣∣∣ 6 1

2
|D|1/2

(
p1/4(2r − 1)1/2|D|r−1 + 1

2
p3/4r3/2

)
.

Êðîìå òîãî, åñëè δ =
(√

p(2r − 1)
)2−r

è |D| > (1 + δ)(2r − 1)p1/2, òî
|WD ∩Q| > 1.

Òåîðåìà 3.2. Ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ν è 1 6 k 6 r−1 ñïðàâåäëèâà
îöåíêà∣∣∣∣|WD ∩Q| − |WD|2

∣∣∣∣ < |D|(r−k)(1−1/2ν) (ν|D|k/2q1/2ν + |D|kq1/4ν) .
21Dartyge C., Mauduit C., S�ark�ozy A.Polynomial values and generators with missing digits in �nite

�elds. Functiones et Approximatio. 2015. Vol. 52, �1. P. 65�74.

14



Êðîìå òîãî, åñëè r > 20 è |D| > C(r)p
1
2 exp

(
log p+4 log log p

r

)
, ãäå C(r) =

exp
(
4 log r+8

r

)
, òî |WD ∩Q| > 1.

Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè r � p1/2 log p âî ìíî-
æåñòâå WD åñòü êâàäðàòû óæå ïðè |D| > p1/2 + 1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè
r � log p

log log p , áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò äàåò òåîðåìà 3.2, à èíà÷å � òåîðåìà
3.1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ r òåîðåìó I òàêæå ìîæíî óñèëèòü, ïîëü-
çóÿñü òåîðåìîé C. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññóæäàÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì , èç
òåîðåìû Ñ íåòðóäíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü a ∈ Zp, ε > 0, t > p1/4+ε, D = {a, a+ 1, . . . , a+
t− 1}. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣|WD ∩Q| − |WD|2

∣∣∣∣� rO(1)

ε
p−ε

2/2|WD|.

Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî åñëè r >

log p è ε �
√

log r
log p , òî |WD ∩ Q| =

(
1
2 +O(r−C)

)
|WD|; åñëè r < log p è

ε�
√

log log p
log p , òî |WD ∩Q| =

(
1
2 +O((log p)−C)

)
|WD|.

Äàëåå, â ðàáîòå Äèòìàíà, Ýëñõoëòöà è Øïàðëèíñêîãî22 áûëà ðàñ-
ñìîòðåíà áîëåå îáùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü D1, . . . , Dr � ïîäìíîæåñòâà Fp. Ïî-
ëîæèì

W = W (D1, . . . , Dr) = {x1a1 + . . .+ xrar |xi ∈ Di} .

Àâòîðû îòìå÷àþò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû H ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó-
÷àé, êîãäà ìíîæåñòâà Di ðàçëè÷íû, à èìåííî, ïðè min

16i6r
|Di| > (

√
5−1)p
2 (1+

op(1)) ñïðàâåäëèâî |W ∩Q0| > 1, è äîêàçûâàþò áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà J. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáûõ ìíîæåñòâ D1, . . . , Dr, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

r∏
i=1

|Di| > p(1/2+ε)r
2/(r−1)

22Dietmann R., Elsholtz C., Shparlinski I. E. Prescribing the binary digits of squarefree numbers and
quadratic residues. arXiv: 1601.04754v1.
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è
min
16i6r

|Di| > pε

ñïðàâåäëèâî |W ∩Q0| =
(
1
2 +O(p−δ)

)
|W |.

Òåîðåìà 3.1 òàêæå ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ ìíî-
æåñòâ Di. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.4. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣|W ∩Q| − |W |2
∣∣∣∣ 6

1

2

(
|W |1−1/(2r)p1/4(2r − 1)1/2 + |W |1/(2r)(1

4
p3/4r3/2 + p1/2) + 1

)
.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò àíàëîã òåîðåìû J, à òàêæå òåîðåìà î äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòîâ âî ìíîæåñòâå W .

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíî

r∏
i=1

|Di| > (2r − 1)rpr(1/2+ε).

Òîãäà |W ∩ Q| = |W |
(
1
2 +O(p−ε/2)

)
, ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ â çíàêå O àá-

ñîëþòíà.

Îòìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèå 3.5 óñèëèâàåò òåîðåìó J ïðè ôèêñèðîâàííîì
r (òàê êàê â í¼ì îòñóòñòâóåò òðåáîâàíèå min

16i6r
|Di| > pε).

Ñëåäñòâèå 3.6. Ïóñòü
r∏
i=1

|Di| > 8(2r − 1)rpr/2. Òîãäà |W ∩Q| > 1.

Ãëàâà 4. Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îöåíêàì íà ðàçìåð ïîäìíîæåñòâ
êîëåö âû÷åòîâ, ðàçíîñòü êîòîðûõ íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ êâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ. Íà÷í¼ì ñ èñòîðèè âîïðîñà.

Ëîâàñ ïðåäïîëîæèë, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S ⊂ N èìååò ïîëî-
æèòåëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü, òî ìíîæåñòâî S − S
ñîäåðæèò òî÷íûé êâàäðàò. Øàðêîçè23 äîêàçàë ýòî, ïîêàçàâ, ÷òî åñëè

23A. S�ark�ozy, On di�erence sets of integers, I, Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 31, 125-149 (1978)
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ìíîæåñòâî B ⊂ [N ] = {1, . . . , N} òàêîâî, ÷òî B − B íå ñîäåðæèò íåíó-
ëåâûõ êâàäðàòîâ, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|B| � N(logN)−1/3+ε.

Íàèëó÷øàÿ íà ñåãîäíÿ îöåíêà

|B| � N

(logN)log log log logN/12
,

ïîëó÷åíà â ðàáîòå Ïèíöà, Øòàéãåðà è Ñåìåðåäè24. Ìåòîä ýòîé ðàáî-
òû òàêæå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó íà ðàçìåð ìíîæåñòâà,
ðàçíîñòü ñ ñîáîé êîòîðîãî íå ñîäåðæèò k-õ ñòåïåíåé. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, Ðóæè25 ïîñòðîèë ïðèìåð ìíîæåñòâà B ⊂ [N ], ðàçíîñòü êîòîðîãî íå
ñîäåðæèò êâàäðàòîâ, è òàêîãî, ÷òî |B| � Nγ, ãäå γ = 1

2(1 + log 7
log 65) =

0.733077 . . .. Ïîñòðîåíèå òàêîãî ìíîæåñòâà îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìåðå ñå-
ìèýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà â êîëüöå Z65, ðàçíîñòü êîòîðîãî íå ñîäåðæèò
êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 65.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ñòèìóëèðîâàë ðàññìîòðåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è
â êîëüöå âû÷åòîâ Zm. Ýòîò âîïðîñ èçó÷àëñÿ â ðàáîòå Ðóæè è Ìàòîë÷è26

Íàïîìíèì, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m íàçûâàåòñÿ áåñêâàäðàòíûì (èëè
ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ), åñëè îíî èìååò âèäm = p1 ·. . .·ps, ãäå p1, . . . , ps
� ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Àâòîðàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ
A ⊂ Zm ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî A− A íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ êóáè÷åñêèõ
âû÷åòîâ, äîêàçàíà îöåíêà

|A| 6 m1/22n

â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî m ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ (çäåñü n îáîçíà÷àåò êî-
ëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé m âèäà 3k+1), à òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
m ïîëó÷åíà îöåíêà

|A| 6 m1−δ,

ãäå δ = 0.119 . . . . Äàëåå, àâòîðû äîêàçàëè, ÷òî åñëè A − A íå ñîäåðæèò
íåíóëåâûõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ, òî

|A| 6 m1/2

24Pintz J., Steiger W.L., Szemer�edi E., On sets of natural numbers whose di�erence set contains no
squares J. London Math. Soc. s2-37, 2, 219-231 (1988).

25Ruzsa I., Di�erence sets without squares, Periodica Mathematica Hungarica, 15, 3, 205-209, 1984.
26Matolcsi M., Ruzsa I., Di�erence sets and positive exponential sums II: Quadratic and cubic residues

in cyclic groups, preprint
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äëÿ âñåõ áåñêâàäðàòíûõ ÷èñåë m, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êîòîðûõ èìåþò
âèä 4l + 1, è

|A| 6 me−c
√
logm,

ãäå c > 0, ïðè âñåõ m.

Â äàííîé ãëàâå ìû èçó÷àåì ìíîæåñòâà â êîëüöå âû÷åòîâ ïî áåñêâàä-
ðàòíîìó ìîäóëþ, ðàçíîñòü êîòîðûõ èçáåãàåò íåíóëåâûõ êâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ. Ïðåæäå âñåãî, îáñóäèì èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè. Êîýí27 ïî-
êàçàë, ÷òî äëÿ ìîäóëåé m, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êîòîðûõ èìåþò âèä
4l+1, íàéä¼òñÿ òàêîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà ïî êðàéíåé ìåðå

∏
p|m

log2 p
2 . Êðî-

ìå òîãî, Ãðýõåì è Ðèíãðîóç28 äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ìíîæåñòâ
ðàçìåðà íå ìåíåå log p log log log p äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ
ìîäóëåé m = p.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ âñåõ áåñêâàäðàòíûõ m è ìíîæåñòâ A ⊂ Zm òà-
êèõ, ÷òî A−A íå ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ, ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà

|A| 6 m1/2(3n)1.5n,

ãäå n îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà m.

Èç ýòîé îáùåé îöåíêè âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü m è A êàê â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1. Òîãäà
åñëè n = o( logm

log logm), òî

|A| 6 m1/2+o(1);

åñëè n 6 (13 − ε)
logm

log logm, òî

|A| 6 m1−1.5ε+o(1).

Ñëåäñòâèå 4.3. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ,
÷òî

|A| 6 me−c logm/ log logm

äëÿ âñåõ m è A, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì òåîðåìû 4.1.

27Cohen S.D., Clique numbers of Paley graphs, Quaestions Math., 11, 2, 225-231 (1998)
28Graham S., Ringrose C., Lower bounds for least quadratic non-residues, Analytic number theory

(Allterton Park, IL), 269-309 (1989).
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Ñëåäñòâèå 4.4. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî M ⊂ N ïëîòíîñòè 1 òà-
êîå, ÷òî ïðè âñåõ m ∈ M è ëþáûõ A ⊂ Zm òàêèõ, ÷òî A − A íå
ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|A| 6 m1/2+o(1), m→∞, m ∈M.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñèëèâàåì ðåçóëüòàò ðàáîòû Ðóæè è Ìàòîë÷è î
êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòàõ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ áåñêâàäðàòíûõ ìîäóëåé; ïðè
ýòîì ìû äîêàçûâàåì ¾ïî÷òè êîðíåâóþ îöåíêó¿ äëÿ ïî÷òè âñåõ ìîäóëåé.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå îöåíêè ñóìì õàðàêòåðîâ è
èõ ïðèëîæåíèÿ. Äîêàçàíû íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ñóìì õàðàêòåðîâ ïî
ïàðàëëåëåïèïåäàì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî îáú¼ìà â êîíå÷íûõ ïîëÿõ ïî-
ðÿäêà p2 è p3. Ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè âèíåðîâñêîé íîðìû ôóíêöèé â
äèñêðåòíîì ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå (äëÿ ãðóïïû Zdp). Èçó÷åíà çàäà÷à î ðàñ-
ïðåäåëåíèè êâàäðàòîâ âî ìíîæåñòâå êîíå÷íîãî ïîëÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó. Äëÿ ïî÷òè âñåõ ìîäóëåé ïî-
ëó÷åíû íåòðèâèàëüíûå îöåíêè íà ðàçìåð ïîäìíîæåñòâà êîëüöà âû÷åòîâ,
ðàçíîñòü êîòîðîãî ñ ñîáîé íå ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäîâ äèññåðòàöèè èìååò ïåðñïåêòèâû â àíà-
ëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë è àääèòèâíîé êîìáèíàòîðèêå.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Êîíÿãè-
íó Ñåðãåþ Âëàäèìèðîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîääåðæêó íà ïðîòÿ-
æåíèè âñåãî íàó÷íîãî ïóòè.
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