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Общая характеристика работы 

А к т у а л ь н о с т ь т е м ы . 

В диссертации изучаются понятия иербальиоП и алгебраической замкнутости под-

групп конкретных групп (не классон ipynn). Осиовиые результаты связаны с установ-

лением условий, при которых эти понятия эквивалентны. В основном изучаются под-

группы, строение которых в том или ином смысле близко к строению свободных групп 

(например, почти свободные группы, свободные произведения групп, фундаментальные 

группы замкнутых поверхностей с отрицательной эйлеровой характеристикой). 

Ллгеб1)аически замкнутые объекты играют важную роль во многих (вероятно, всех) 

разделах современной ¡ипебры. Чтобы исключить терминологическую иутаницу, мы сра-

зу приведем определение ио[1ятия ал1'еб1)аической (а также экзнстеициалыюй) замкну-

тости, которое сначала сформулируем в общем виде па языке теории моделей, а потом 

«переведем» его на групповой язык, которым п будем нол1.зоваться в ^цалыюйщем. 

Пусть Л есть класс структур в языке первою порядка L без реляционных символов, 

тогда структура А е Si называется алгебраически замкнутой в классе Si, если для каж-

дой позитивной экзистенциальной формулы <f{xi,..., х„) языка L с константами из Л из 

того, что ф выполняется в некоторой структуре ß G Л, содержащей А, следует, что ф 

выполняется в А. Если в приведенном определении вместо позитивных экзистенциаль-

ных фор.мул рассматривать ироизволыпяе экзистенциальные формулы, то мы получим 

определение экзнст-сициалыю замкнутой структуры класса Л. Общие факты об алгеб-

раически замкнутых системах досзаточпо полно представлены в монографии Ходжеса 

( H o d g e s ) Е с л и L есть язык теоретико-групповой сигнатуры, а Л есть некоторый класс 

труни, то MI.I говорим, что группа II алгебраически замкнута в классе групп Л, если 

любая конечная система уравнений с коэффициентами из / / , имеющая рещение в группе 

С е л , содержащей Я в качестве подгруппы, имеет решенне в Я. 

Понятие группы, азиебранческн (экзисгеициалыю) замкнутой в классе групп, бы-

ло введено Скоттом (Scott) для класса всех труни в работе'- и Селе (Szele) для класса 

всех абелсвых групп в р.аботе Активное изучение экзистенциально замкнутых структур 

И1ЩХ0ДИТСЯ на начало 70-х годов 20-го века '''". Однако, алгебраические свойства алгеб-

1)анчески н экзистенциально замкнутых структур изучались лишь для немногих классов 

' / / « / s e s 11'. M o d e l theory . -- C.ainbriclKo U n i v e r s i t y Pre.ss, 1993. 
^.b'eoif W . n . ;\l; . ;ebriiirally elos.-d m o i i p s •• IVin-. .Amer. .Math. boa-. • 1931. Vol. 2, .V 1. P. 11,S 121. 

T. Kill ;\ii;i!oi;()ri d e r K i i r i a - r l I f o r i , ' fiir abe l se l i e Gni i i i i e i i ; / . loimi. n i n e u. nii",!-«-. M n l h . 19.9(1 
Vol. l!i:,i), .V- ISS. p. 1(17 192. 

" E l l n f ¡ ' . C . . S,i!ih,bih a . M, .d . . l .e . . ]n | i le t i , ,ns a n d nto ih i les ' .-Ann. M a t h . [.•«••a-. 1971. Vol. 2. M i l . • 

P. 'J-.l 29.3. 

''Macinlyn: A. O n Algeb ra i ca l l y Closei l G r o u p s / / A n n . of M a t h . - 1972. - • Vol. 90 , № 1. - P. 53 -97. 
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групп, в 1970 SO-c öojii.iiioro прогресса ii этом iianpaii.iiemm удалось достп'11> д л я класса 

нсех групп, см., папрпмср, работы Бс.че1-радека'''^, Цпглера (Ziegler) ' , а также моногра-

фию Хпгмапа (lligiiian) п Скотта ( S c o t t ) В настоящее прсмя ;1остаточпо м н о ю пэиестпо 

об алгебраппескоп структу1)е аэп ебрапмескп п экзпстепщпип.по замкнутых riiyini » классе 

Л, где Л состоит, na.npiiMO|), пз определенных тннон нилыютентных 1)аз1)сн1нмых 

пли локгинлю конечных ipyiiii. 

Об алгебраически замкнутых нодснстсмах конкреттах систем (не классон) нзиестно 

мапо. Гонорят, что подгруппа И гин-сбранческн замкнута п группе (7, если если любая 

конечная снстсма урапненнн с коэффициентами нз II, имеющая рещсннс » G, имеет ре-

iHCiHie U II. Ясно, что рстракт любом | 'рунны (то есть образ такого знд0м01)<1)нзма р, что 

ро р = р) яшшстся алгебраически замкнутой нодгруннон. При определенных ограни-

чениях на II н G (см. утнержденне 4) нерпа обратная импликация, нозноляющая при 

изучение алгебранческн замкнутых нодгрунн применят!, относительно хорошо разрабо-

танную технику, снязанную с нзученнем ретрактон riryim "'ь''."*.'''.»! 

В работе - ' (см. т а к ж е б ы л о наедено нонятне не|)б!и]ыю замкнутом нод[-рунны 

O.II. О б : I . ' IRI6P.- IH ' ITC:KI I : I , I . M i a (VT I . IX г р у п п , V ; < . . \ . I N : 6 p , I П . к п п к д . И 1 7 1 . • Т . 1.Ч, jV- Li. 

С . 2, :0 2.-),б. 
"/)>..ч:-;>!А).- 0.11. Э . и п . п л п п р п ы п с г . о п п п а . C I K . G i n n i ' K V . K I I а а .мкпгты .ч г р у п п ' K I I I K I . . М . - П Ь . Щ 7 . Ч . 

Т . f(8. .V 2. С . х.Ч 101. 

^ Z i a j k r М . Alß(4)Hu.4' l i abge.<!dilo.4,ycac G r u p p e n , in S . I . A d i a n , W . W . ßiHirio a m i G . l l i s n i a i i ( a l s . ) , W o r d 
P r o b l c i i i s I I , T h e O x f o r i l ß o o k , N o r l h - I I o l l a i i d , A i i i . s l e r d a m 1980 , 1'. d I 9 - 5 7 0 . 

^Iligman G., Scott E. E x i s t c n t i a l l y C l o s a l G r u u j w . - - O x f o r d Unive r . s i ty I>re.s.s, 1988. 
' " .V /n ic r И..1. O n i ; x i s l a « i a , l W c l o s e d a i i d д е ы т ' к - n i l p o i e u t щ о и р ч I s r a e l .1. M n ! h . 198:1. Vol. IG. 

.V> 3 . P. 170 18,4. 

" M a i c r B.J. Exi .s leuU.al iy C l n . s a l T o r s i o n - I 4 e e N i l p o t e n t G r o u p s of Cla.4.s T h r e o / / J . S y i n h . L o y c . 1981. ~ 
Vol . <19, № 1. -- P . 2 2 0 -230 . 

' ^ A / i i i t r n.J. E x i s t c n z i o l l abgesd i lo - s . s enc G r n i . i i e r i in n i l p o l e n l e n Gruppenk l , x4 . s en , Di . s . sor ta l ion , A l b e r t -
L u d w i g s - U n i v c r s i t ä t , I T e i b u r g , 1981. 

^ ^ S ' i w c i n o ü . W r c a l h p r o d m - t . s a n d exi.stt-ni.ially e o i i i p l e l e s t . h a b l e т гоп | .н /.• ' IVans. A i n e r . -Math . Soe . 
l.iJ7-I. - Vol . 197. P. :127 3 3 9 . 

F. l l n e o u n l a b l e e x i s H n t i a l l y c loset l itrtMip.-: in l o e a l l v l i i i i to .grotip ela.s.se.-; / / Gla . sgou ' M a t h . .1. 

199U. Vol . 3 2 . .V< 2, P. 1.G:MG3. 

" / т п к п . 7-L I lxi .s tr-nt iMly (h),-.0(1 l(K:.-üly l i i i i le p g r o u p s / / . 1 . . \ l a 1980. \ ' o l . 103, Л'Щ. Р . lOl) 1,83. 
^''Martino .'1., Vtulum F. E x a n i p l e s ol" r e l r n e l s in f r e e g r o u p s l l u i t a r e n o t I b e t ixed s u b g r o u i ) of m i y 

n u l o i u o r i d i i s i n / , • • .1. A l g e l i r a . 200:) . \ ' o l . 2ti!), N ' 2 . P. 7;!,3 717 . 
' ^h ' e ry r r i u f i C7.,1/. , 8 u i ) p u i t s of d(Ti \ 'a t i o n s . fris., faett ir i / . ; j t iraiy. ju id r a u k s of fixetl s i d i g r o u p s in f i ts- i v m a v , / .' 

T ra i iS . A n i e r . M a l h . .Soe. 1999. Vol . 3 .M. .V .1. P. ),-)31 1,-,,-|(1. 
l ' o rc O.A. Te.st w o r d s of а f r e e p r o d u e l of I w o f i i i i le eve l i e g r o u p s .e P i o e . K d i n b u r i ; h M a l h . Soe . 

,1.997. - Vo l . 10. P. .AM .iß2. 

" l i / r i i r r IC.C. ' l e s l W o r d s liir A u t ( a u o i ) i h i . s u i s of Н е е G r o u p . i l i i i l l . l . o u d o n M a l h . .Soe. l'JD'i. Vol. 2 8 . 
.V' 3 . - P. 2,8.-| 2G3, 

''"OWcill .I.e.. Tiinur У..С. l e s l E i e i n e u l s a n d t h e Ih l t ae l , 3 h e o r e n i in l l y p e i l i o l i e G i , , u | i s N e w Y o r k .1. 
M a l h . • 2(IU0. Vol. (i. P. 1 0 7 117. 

"'.l/ya.yai.toi; .•!.. Umr.nnkuc P. Verbally elo.sed .suligroup.s ,.f free K,roU|>s : : .1. Group Tlleoiv. 20M. 
Vol. 17, .VI. P. 2910. 

^^ Ролитькао П..'\.. \uf'a.\uir„ II.Г. 1)е[)ба.п,п() u г к а и е о ' п и и а . и . м о п а м к н у г - м е i io.repvii i i i . r en, i6o, rin.ix 
п п . а ь п о г е п г п м х г р у п п / / . \ , i r ( G i j a ii .aoi п к а . 2 i i I 3 . T . ~i'2. .V 1. G . .702 ;)2.7. 

Paciani.t.i>„ /I.A.. XiLc.ii..\i.Ui.(i II.F., Коныр.ипим.а A.A. .Аап.мбгагпмееап и i;e))6.i-n.iK) na.MKiiyia.ie uo . t i i iy i i -
lu.i II р е г р а к г ы к о п е ч п о п о р о ж д с ш п , ! * i i n . - u . n o i e u u i i . i x i p v i i u о Смй. м а т е м . ж у р п . 2 0 1 7 . Т . .78. 
.V :». С . (iSG 099 . 



группЕ.!. Л ЕЕмешЕО, пол1-руЕ11Ш II ЕЕсрбЕиЕЕ.ЕЕО зa^EKllyтa и группе с, если ЛЕобое рас11Е,егЕЕ1Мое 

урЯЕЕЕЕСЕЕЕЕС, ЕЕКЕСЕОЕЕЕСС рСЕЕЕеЕЕЕЕС Е) С, EÊ EeeT рСЕЕЕСЕЕЕЕС ЕЕ Я . Н а ЕЕСрВЕЛТ ВЗГЛЯД СЕЕОГЕСТВО ВСр-

баЛЕ.ЕЕОГЕ Зâ EKEEy'I•0CTEE СЕЕябее СЕЕОЕ"ЕСТЕ!а ЕЫГебраЕЕМеСКОЕ"! ЗЕШКЕЕуТОСТЕЕ. и это ДеГЕСТВЕЕТеЛЬНО 

т а к в обЕЕЕСЬЕ с^Еучае (ш. лемщ' 1 ЕЕ;ЕЕЕ ЕЕРЕЕДЕЕР 1 4 в работе" ' ) . ЕстествеЕЕЕЕЫм образолЕ 

ВОЗЕЕЕЕКаЕОТ ЕЕОЕЕрОСЕЛ О Т О М , ЕЕрЕЕ КЯКЕЕ.Ч ДОЕЕОЛЕЕЕЕТСЛЬЕЕЕ.ЕХ ОЕ'раЕЕЕЕЧбЕЕЕЕЯХ ЕЕЯ П О Д Г р у П П у Я ЕЕ 

ГруЕЕПу С ЕЕСрбаЗЕЬЕЕаЯ З а М К Е Е у т е С Т Е . ЭКВЕЕВаЗЕСЕЕТЕЕа аЗЕЕ-ебраЕЕЧССКОГЕ ЗаМКЕЕуТОСТЕЕ, ЕЕ к о г д а 

Е И Е Е ' с б р Е Е Е Е Ч е С К Е Е З а М К Е Е у т а Я ЕЕОДЕ'руЕЕЕЕВ Я Е-1)уЕЕЕЕЕ.Е С Я В Л Я е Т С Я р е Т р Я К Т О Ь Е С . 

в р а б о т е - ' бЕ,Е;Еа устаЕЕОЕЕ;ЕеЕЕа следуЕОЕЕЕая т е о р е м а , ЕЕ0казЕ.ЕВЕ1Е0ЕЕЕая, ч т о в КОЕЕСЧЕЕО ЕЕО-

рОЖДеИПЬЕХ СЕЕ0б0ДЕЕЕ.ЕХ Е'руЕЕЕЕаХ ВСрбаЛЕ.ЕЕО 3aNEKEEyTE.Ee ЕЕОДГруЕЕЕЕЕ.Е, ЕЦЕЕ ' ебЕЕаЕЕЧеСКЕЕ Зâ EKEEy-

Т Ь Е С ЕЕОДЕ-руЕЕЕЕЕ.Е ЕЕ рСТраКТЬЕ - ЭТО ОДЕЕО ЕЕ ТО ЖС. 

Т с о р с х Е а М я с Е Е Е Е К О п а - Р о м а Е Е Ь к о Е Е а 1 " ' , теорелЕа 1 . 2 | . Бербальпо замкнутые подгруппы 

конечно порожденных свободных групп являются рстрактами. 

Э т о т р е з у ; Е Е . т а т позволил внести в р а б о т е " ' д л я С В О 6 О Д 1 Е 1 , Е Х Е ' р у п п поЕЕятвЕе ЕзербальЕЕО-

г о закЕЕ>ЕкаЕЕЕЕя п 0 л ^ E E E 0 ж e c т E i a , д о к а з а т Е . р я д утЕ5ерждеЕЕЕЕЕ"Е а з Е г о р Е Е Т М Е Е ч е с к о г о х а р а к т е р а , а 

т а к ж е у с т я Е Е о в Е Е Т ь , ч т о пересечсЕЕЕЕС ЕЕРОЕЕЗЕЕОЛЕ.ЕЕОГО семеЕ"ЕСТЕ!а ЕЕербальЕЕО З Я М К Е Е У Т Е . Е Х ЕЕОД-

Е - р у П П КОЕЕСЧЕЕО ЕЕОрОЖДЕвЕЕЕЕОЕТ СВОбоДЕЕОЕЕ ГруЕЕЕЕЕ.Е ССТЬ Е ! ербЕиЕЕ,ЕЕО ЗЕиЕКЕЕуТЕЕЯ ЕЕОДГруЕЕЕЕЯ (чТО 

ЕЕСверЕЕО в обЕЕЕСм с л у ч я е , с м . следствЕЕС 1 ЕЕЛЕЕ EEpEE^Ecp 16 в р а б о т е " " ) . T e o p e ^ E a , Я Е Е Я Л О Г Е Е Ч -

ЕЕЯЯ ТООрСЛЕе МяСЕЕЕЕЕ<0В£1-Р0\ЕаЕЕЕ,К0Ва, бЕ.ЕЕЕЯ уСТЯЕЕСЕЕЕЕСЕЕЯ В р я б о Т С Д Л Я СЛуМЯИ КОЕЕеЧЕЕО 

Е10р0Ж;ЕеЕЕЕЕЫХ СЕЕобоДЕЕЕ.ЕХ ЕЕЕЕЛЕ.ЕЕОТСЕЕТЕЕЫХ Е 'руЕЕЕЕ. 

Т с о р с х Е а Р о м а Е Е Е ^ к о в а - Х Е Е с а м Е Е С н а | теорелЕЯ 2 .11 . Бербальпо замкнутая подгруппа 

свободной ттьпогпетппой группы Б'^^с щнга ^ 1 п ступени нильпотентности с > 1 

является ркпцхжтом группы Я,.,с. 

ЦС;ЕЕЕ И з а д а ч Е Е р а б о т ь Е . 

ОСЕЕОВЕЕОЕ"Е ЕЕСЛЬЕО ДЯЕЕЕЕОЕб ])абоТЕ.Е ЯЕЕЛЯСТСЯ ЕЕЗуЧСЕЕЕЕО уСЛОЕЕЕЕЕ'Е, ЕчОТОрЫО ЕЕЯДО ЕЕЕЕЛОЖЕЕТЬ 

ЕЕЯ Е'РУЕЕЕЕУ Я Д Л Я ТОЕО, ЧЕОбЕ.Е ОЕЕЯ Ое.ЕЛЯ СЕЕЛЕ.ЕЕО ВСрбсиЕЕ.ЕЕО Зa^EKEEyTOE"E Е-руЕЕЕ10Е"Е ( г р у П П Я Я 

СЕЕЛЕ.ЕЕО ЕЕСрбаЗЕЕчЕЕО ЗЯЬЕКЕЕуТЯ, СОЕЕЕ ОЕЕЯ ЯЕЕЛЯСТСЯ ЯЗЕЕОбрЯЕЕЧССКЕЕ Зa^EKEEyT0E"E ЕЕОДЕ"руППОЕ1 В 

.'ЕЕобОЕЕ Е 'РУЕЕЕЕС, С0ДерЖЕ1ЕЕЕСЕ"Е Я В КаЧеСТЕЕС ЕЕСрбЕЕЛЬЕЕО ЗЯЬЕКЕЕуТОЕ"! ЕЕОДГруЕЕЕЕЕ.Е). 

ОСЕЕОЕЕЕЕЕ.ЕС рСЗуЛЕ.ТаТЕ.Е. 

ОсЕЕОВЕЕЕ.ЕКЕЕЕ рЕГЗу.ЧЕЛатаЛЕЕЕ, ЕЕО.'Е)'ЧСЕЕЕЕЕ.ЕМЕЕ В ЕЕЯСТОЯЕЕЕ.СЕб ДЕЕСССрТЯЕЕЕЕЕЕ, ЯЕЕЛЯЕОТСЯ: 

- доказатслЕ .стЕЕО СЕЕЛЕ,ЕЕОЕ"Е З Я М К Е Е У Т О С Т Е Е всех ЕЕОЧТЕЕ СЕВОбоДЕЕЕ.ЕХ груЕЕЕЕ, ЕЕе 

ЕЕЛЕСЕОЕЕЕЕЕХ ЕЕСТрЕЕЕЕЕЕЯ-'ЕЕ.ЕЕЕ.ЕХ EEOpNEajEE.EEE.EX КОЕЕОЧЕЕЕ.ЕХ ЕЕОДЕ'РУЕЕЕЕ ( Е Е у Е Е К Т 1 ) T e O p C N E E . E 1 ) ; 

- ДОКаЗЕЕТСЛЕ.СТЕЕО СЕЕЛЕ.ЕЕОеТ ЕЕСрбЕОЕЕ.ЕЕОЕЕ Зa^EKEEyTOCTEE фуЕЕДЯЛЕСЕЕТЕиЕЕ.ЕЕЕ.ЕХ Е'руЕЕЕЕ ВССХ ЗЕ1-

^EE<EEyTE,EX ЕЕОЕЕС))ХЕЕОСТСЕЕ, ЗЯ EECE<JEEOЧCEEEEeNE буТЕ.ЕЛКЕЕ КлСЕЕЕЕЯ (ЕЕуЕЕЕСГ 1 ) TeOI)C^EE.E 2 ) ; 



- доказатсльстпо сильном iicpCiUii.MOII замкнутости исех сиободмых мромзвсдсми!"! 

групп вида * Hi, где / есть любое мможсст'ьо, содержащие хотя бы дна элемента, 
le; 

и Hi суть иетриыььчьиые riiyiiiH.i, удонлеттзоряютие истрмииаиьиым тождестиам 

(возможно, р:1зным) (пункт 2) теоремы 2); 

- доказател1,стно достаточных yoTOiiiiil снлыюГ! uej^aabiioii замкнутости для труни, 

являющихся расширениями исабелспой щюбоднон п 'уипы при H O N T O I H H груииы, удо-

плетиоряющсн нетришииищому тождеству (теорема 3). 

Л н р о б а ц и я р а б о т ы . 

OcHOBHi.ie 1)сзультаты диссертации докладывщщс], на: 

- научно-исследовательском семинаре но алгебре иод 1)уковолством профессора 

И.В. Лржаицева, профессора П.Л. Артамонова, профессора E.U. ByiiiiHoii, iipotjicc-

со1)аЭ.Б. Вниберга, профессора E.G. Голода, Hi)o<l)eccoi)a Л.Э. Гутсрмаиа, и|)офес-

сора М.В. Зайцева, профессора В.И. Латт.ииева, нро(])есс01)а Л.В. Ми.халева, И1Ю-

(¡к'ссора А.10. Олыиаиского, iipoclieccopa 10.Г. Про.чорова и иро(1)ессо1)а 10.П. Раз-

мыслова (мехаиико-мат(;матимескии ([(акультет МГУ имени М.В. Ломоносова, 2017, 

201S); 

- на семинаре «Теория груши, под руководством iipocjieccopa А.10. О.и.шаиского, до-

цента А.А. Клячко и доцента О.В. К'уликоноИ (мехаиико-математическиП факультет 

МГУ имени М.В. Ломоносова, 2013-2018, неоднократно); 

- на семинаре «Кольца, модули и мат1)нш.1» иод руководством и1)офсссо1)а E.G. Голо-

да, нро(1)ессора А.Э. Гутермана, нрофессО|)а В.П. Латышева, нрофессо1)а А.В. Мн-

хштева, доцента В.Т. Маркова и доцента О.В. Ма;жогюн (механнко-математнческш! 

факультет МГУ имени М.В. Ломоносова, 2018); 

- междуиа1юд1гон алгеб1)анческон кон|1)еренцнн памяти А.Г. Куроша, 2018; 

- мсжд>ч1а1)0,тнон научноО кош1)еренцнн студентов, аспирантов и молод1.1.\ ученых 

«Ломоносов-2017!.; 

- международной и,тучной конференции студентов, аспирантов и молод],ix yneiii.ix 

«JloMOHOCon-2018i>. 

О с и о н ц ы е м е т о д ы и с с л с д о ц а ц и я . 

В днссертацнн чснол1,зу1отся методы комбинаторной теории i pyiin. 

•1 



Т е о р е т и ч е с к а я н п р а к т и ч е с к а я з н а ч и м о с т ь . 

Диссертация носит тсоретимеским .характер. Результаты и методы настоящей работы 

могут найти примеисмие в теории групп. 

П у б л и к а ц и и . 

Основные результаты данной диссертации онубликоваиы в 4 статьях (1 -1 | и 2 тезисах. 

Работы |1-1| опубликованы в научных журналах из списка, рекомендованного ВАК, 

и соответствуют пункту 2.3. Положения о н/)исуж,1е1тн ученых «'ененей в Московско.м 

госулн[)с11!(Ч1пом унинерсииче н.меии .М.П. Ломоносова. 

Работа |3| написана в соавторстве с A.A. Клячко, работа [Ij написана в соавторстве с 

A.A. Клячко и В.Ю. Мирошниченко. 

С т р у к т у р а и о б ъ е м д п с с е р т а ц и п . 

Днссертацня состоит из введения, трех глав, заключения и списка литературы из 53 

наименований. Полшлй объем диссертации составляет 68 страниц. 

Содержание работы 

Во и в е д е и и и ириведеиа краткая история вопроса и перечнслеиы основные результа-

ты диссертации. 

В г л а в е 1 вводятся основные обозначения, определения, устапаиливается ряд общих 

и вспомогательных результате!!. 

В р а з д е л е 1.1 и в о д я т с я о с и о в ш я е о б о з н а ч е н и я и д а ю т с я клюме1!1.1с д л я д а н н о й р а б о т ! , ! 

0 ! ! р е д е л с ! ! ! ! я !1Срб!!ЛЬ!!0 !! аЗ !гебра! !ЧССК!! Зa^!K!lyTOГ! !ЮДГру!!11!>!: 

• ! ! 0 л г р у 1 ! п а и г р у п п ! , ! С ! !аз1 .1 ! !астся ! ! с р б а л ь ! ! 0 з а м к н у т о й (и С ) , е с л и л ю б о е у р а в ! ! е -

!|!!е !!!!ДЯ ^ ( Т ] , . . . , Т „ ) / 1 ~ ' = 1 , !'Ле !1'(т1, . . . , .Тп) 6 / "„ (Т ] , . . . , Х „ ) !! Д € Я , !!К!еЮ!!!,ее 

ре!1!е!!!!С и с , ! !^ !eeт ре!!!С!1!!е !( Я ; 

• 1!0Л!-ру!!!!а Я гр)'!!!!!,! С !!аз!,1 вастся а.'!Гобра!!ческ!1 Зал!К!!уТОЙ (в О), если любая 

С!1С1ТЧ!а ур!Ш!!е!!!!!'1 !!!!Да: 

{ , г , „ Я ) = 1 I ¿ = 1, . . . , ! , ! } , (1) 

! 'де I/', ( : г , , . . . , х „ , Я ) С /•'„(.Т!, . . . , х „ ) » Я , г = 1 , . . . , ш , !1.\!С!0!!1ая ре!!1е!!!!е и С, !!Х!еет 

ре!!!е!!!1е в Я . 

Также !1 этол! разделе 1!ерем1!с.чя!0тся 0С!10В!!!,!е свойства верб;и!!>!!0 и аЗ!гебра1!ческ!! 

3!и!!<!!уТ!.1Х !!0ДГ1)у!!!!, !! Ч:1СТ!!0СТ!!; 



- доказъшас.тся, что всрбальпо замкнутая подгруппа мизкап не быть алгсбраичсски 

замкнутой подгруппой (лемма 1); 

- доказиваотся, что псрсссчспис диух всрбальпо замкнутых подгрупп мо.исст не 

быть всрбальпо замкнутой подгруппой ( с л с д с п т с 1); 

- устанаиливаются достаточные условия, при которых гомомо]Урпый об])<и вср-

бальпо (алгсб1М1ичсски) замкнутой подгруппы всрбальпо (алгсбраичсски замкнут) 

(лемма 2). 

Помимо этого, мы устапаплиааем с ю д у ю щ у ю лемму, иокагл,тающую, что (и общем 

случае) услоапе иерб.глыюм замкнутости слабее услонии .'иц-сбранческом замкнутости. 

Отметим, что, но сути, ащиюгнчное утверждение било установлено независимо от нас в 

работе [-•', см. нрнмср 14]. 

Л е м м а 1. Пусть группа С имеет вид С = Q^xQsxП, где О^ х О» есть пргшос про-
с с 

изведение двуз: оюсмпляров группы квапюрниопов (порядка восемь) с обьсдипспньши 

цент]Х1ми (то есть С = {±1},), а В есть прогипюльная группа. Пусть подгруппа П 

группы С есть пряное произведение второго и третьего сомиожита,гсй группы О, то 

есть П = С X X В. Тогда подгруппа П всрбальпо зямкнута в группе С, по не а.лгсб-

¡юически зоочкнута в С. 

В раун'.те 1.2 мы наномнггаем 1гзвестны1"| (1)акт о то.м, что н определении щнебранческн 

замкнутой нодгрупны достаточно рассматривать лишь свстсм1.1 ураввешн!, состояптне из 

расвюннмы.ч ураввеннИ 0в1)сделсш10т0 ввда (см. утверждение 3). 

13 разделе 1.3 рассматривается В0Н1)0С о том, нрм каких условиях, наложенных на П 

н С, щттебранческн замкнутая нодт1)ущ1а / / грунт,т С я1щяется ¡ктрактом С (то еств 

является образом так0[0 эндоморфвзма р грунт . ! С , что р° р = /)}. 

Группу Я Е1а!1.1вают нетеровон 1[о уравнення.м если к а а д а я система уравневвИ 

с коэф(1)вцвентамн нз Я в ковечт.ЕМ числом венз[1естт,1Х эквнвшЕсвтна (то сстт, 1[меет 

такое >1Щ множество решеиин в П) свое!'! конечно!! 1!0дС11Сгеме. ГоЕюряг, что !ру!1!!а С 

К0!!еЧ!10 !!ОрОЖДе!!а !!ад еЕЮеН !!0Д!-ру!!!!0!'1 я , ес!!! с = (Л', Я ) для !1е!<отор0! 0 К0!!е4!!0!0 

^!!!0жecтвa X С С. 

0с!!ОВ!!!,!М1! фаКТаМ!!, yCTa!!0!iЛC!!!!!,!^!!! В да!!!!ОК! раЗДе;!е , Я!и!ЯЮТСЯ а!е>!у!0!!!.!!е !!у!!К-

Т Ы утПСрЖ,ТС!!!!Я 4 (сМ. !!рсЛЛОЖС!!!!С 2.2|}: 

/Заат.ч/.л; С., И., ¡ипчаакас V'. Тио З'Ьггичан^ а1)011! 13111.,!1о11а11у .\,1(Т1ит1.т (Дчшр.̂  / • .). 
1497. ИМ. .V'2. Р. (м.| ОТ,.!. 
Ч.К.. J'oUim¿^r.í•K!ín И.О. 11Гч1.р,М10,31, но ур.тпгппам пекогорых !,п;.1,(;|11м.,|Ы.ч ЦГУНП ' ' .У.пео--

р.1 и .1101 НК.1. 214)7, Т. 40. .V 1. С. -Ш-Гк!. 



- ccлxí группа О конечно порождена над И и Н есть петерова по уравнениям алгеб-

раически замкнутая подгруппа в С, то Н является ретрактом группы С; 

- петерова по ху^ю.внсниял1 подгрхуппа II группы С алгебраически замкнхута в О то-

гда XI только тогда, когда она являехпся ретрактом каэхсдой копечхю порожденной 

над Н подгруппы грхуппы С. 

В разделе 1.4 вводится еще одно ключевое для данной работм определение — опреде-

ление сильно вербально замкнутой группы: 

• группа Н сильно вербально замкнута, если Я является алгебраически замкнутой 

подгруппой в любой группе, в которой она является вербально замкнутой подгруп-

пой. 

Также в этом раздело устанавливаются достаточные условия, при которых прямое 

произведение сильно вербадыю замкнутых групп является сильно вербально замкнутой 

группой. А именно, мы доказываем следующие два утверждения. 

Запись Со{Х) обозначает централизатор подмножества А С С в группе С. 

У т п с р ж д с п и е 5. Пусть сильхю вербальхю замкхххутые группы А и В таковы, что су-

ществуют такие элемехты е Л и x^j е Я, У = 1,...,к, что = {1} 

" П)=1 С'п('б) = {Ч- Тогда грхупхт И = Л х. В сильхю вербальхю замкхххута. 

У т п с р ж д е и и с 6. Пусть Л есхххъ абелева группа, В есхххь сильхю вербальхю замкххутая 

грхуппа и суи1,ествхухот такххе элсмсххты и^ е В, ] = 1 , . . . , ^ , чххю = {!}• 

Тогда грхупхт Н = Л х В схмшю вербальхю залтаута. 

В г л а в е 2 усганавлнвается сильная ворб:1лы1ая замкнутость почти свободных групп, 

не имеющих нетрпвтъльных конечных нормальных подгрунн. 

Материал главы 2 основан на результатах работ [.'¡] и [1|. 

В разделе 2.1, являющимся введением к главе 2, формулируется основной результат 

данной главы - теорема I. 

Группа II называется почти свободной группой, если в II существует свободная под-

группа конечною индекса. 

Т е о р е м а 1. Пхусть II есхххь хючхххи свободная грхухта, ххе имехохцая ххеххгривиальхшх нор-

малхтых коххсчхтх подгрхухххх. Тогда: 

1) грхухта II схиххлю вербалхлю замкххухпа; 

2) если групхха С коххечхю ххороокдсхш хтд II и хюдгрхухххт II вербальхю замкхххуша в С, 

то II является /кхххракххюм грхухты С. 



Отметим, что каждая пелянзигин.мая свободная грунна II у д 0 1 ! л е т 1 Ю р я е т всем условиям 

теоремы н, следовательно, является ретрактом в любой конечно норождённон группе, 

с о д е р ж а т с я II в качест1!е всрб.-ьтыю замкнутой нодгрунны (очевидно, что •1рнв1ни1Ы1ая 

подгруппа является ретрактом любой группы). Следовательно, тсо])ема 1 обобщает тео-

рему Мясннкова-Гомашжова, сформулированную ранее. 

В разделе 2.2 рассматривается р я д н|)нме1юв, нокшывающнх, что теорема 1 неулуч-

шаема в некотором смысле. В частности, мы 110казыв;1ем, что, с одной ст0|)0Н1.1, условие 

отсутствия в II нетрнвшин.ных конечных 1Юрм;ьты1ых нодгрунн нел1.зя отброснтт. в фор-

мулировке теоремы 1, а с другой с т о р о т а , это ус.то1и1е не является необходим!,1М. 

Раздел 2.3 носвящс!! докад;пел1,ству тео])ем1,! 1. Основная сложностт. здесь заключает-

ся в доказатсл1,стве ![ерво1'о пункта, тoIvн^ к;1К второГ! ну[1КТ'достаточно лы'ко В1,нюднтся 

из первого нунк-га н нзвссттн.гх результатов, ¡рвне доюю^иельство пункта 1) георемы 1 

разделено на две части. В первой части мы р.ассматр|[ваем сз[учай почти циклическоГ! 

группы Я (то ССТ1. случай, когда в II су[цествуст циклическая нодгрунна конечною ин-

декса), во второй части М1,1 рассматриваем случ:1П не ночтн циклической II. 

В но.чразделе 2.3.1, являющимся первой часп.ю док!и!1тельства пункта 1) теорем!,I 1, 

мы pacc^!aтp!!в.ac^! с;!учай !!0ЧТ1! Ц!!КЛ!1ЧеСК0Й Гру !Н! ! , ! II. 0с ! !0В1!ую ТРУД!!0СТ!, здес!. 

представляет Д0КаЗатеЛ1,СТ!Ю СНЛЬ!!0Й !10рб!0!!,1!0н ЗаМК!!уТ0СТ!! бсск0!!е4!!01'| Д!!Э;фа'!Ь!10!| 

ГруН!1Ы, Яс^ ~ {а.ь I н^,/;^), К0Т01)уЮ Л!!,! B!,!!ЮД1!̂ ! 1!3 ут!1сржде!!ня 4 и лe^!M!,! о, !!ред-

ста!и!Я!0!!!ей отдел!,!!!,!!"! !!!!терсс как С!юего 1юда К1)!!тернй !1е1)бач!.1!0й зад!К!!утост1! ДЗ!Я 

Яоо- Мы !!е 1!р!1!ЮД!1Л! ЗДССЬ ф0p^!y^!!!p0!lKy ЛСМЛ!!,! б, таК КЯК ДЛЯ ОС !!0!!!!Ма!!НЯ 

!!C0бxOДl!^!O ввести !ЮЛ!,1Й ряд ВС!!0М0ГаТеЛ!,1!!,!Х 1!0!!ЯТ!1Й (c^!. стр. 3 0 - 3 3 ) . 

Т а к ж е в згом рюделе м!л дока'н.ньаем сщн.ную всрб!и!н,!1у10 злмк!!у тост1, всех абсле-

! ) ! , 1 Х | р у ! ! ! 1 (см. уТВе1)Ж,Че!!!1е 7 ) и уСТа!1а!1Л!!!!:и'Ь! критер!!й !1ербаТ!,!!0Й ЗаМК!!уТ0СТ!! ,'ЩЯ 

абе;!евой !10Д!-1)у!!!!!,! (c^!. 0!едст!)!1е 2). 

В !!0,чразделс 2.3.2, >!!1ЛЯЮ!!Н1МСЯ !!торой Ч,аст!,ю Д0!<аз:1тел!,ст!1а !!у!!кта 1) те01)ел!!,! 1, 

X!!,! 1)ассл!атр!1в.аем а!у4:и"! !!С !!ОЧТ1! !Н!КЛ1!ЧеСК0Й !-ру!!!!!,| II. 

в !!ача,'!е !!од[)а;)дола м!,! !!!юд!!м !!0!!ят1!е С-тест0!Ю! 0 сло!1а Ли 

С-ТеСТО!!!,!Х! СЛО!ЮХ! Л!! ОТ !Н !!ереме!!!1!,!Х ;рИ! С ! 1 0 б 0 Д ! ! 0 Й !'ру!1!!!,! Рг р!1!1!!1 Г !!аН,|-

ва!ОТ такой э:!ех!е1!т •. , :,„) £ • • •, ;,„), что од!Ю!1рех!е1!!!0 !1!,!!!0Л!!е!!!,! 

условия: 

1) еО!И /-,„(У1, . . . ,</,„) = 1^т{!1[, • • . ,.'/„) 1 в Яг, то э;!еме!!ть! ;/[ £ Рг !Ю^!учаются 

1!3 ЭЛеХ!е!!Т0!1 _(/, £ Рг 0Д!!0ВреХ!е!!!!!,!Х! С0!1ряЖе!!!1еХ!, ТО ссть д;!я !!екоторою 

6' € Рг !!Х!еют место 1)аве!!ства = у" Щ!я всех г = 1,. . . , т; 

^''/.ги о. Он С(:т1иЙ1 IV.Тел! \\Ъ1,1й йа 1ге1' Счсирх • .Л!̂ , !на. • 'ДЯТ.'. З-!?. Х' 2. •• Р. Г,0!) 
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2) Am(í/b • • • 1 = 1 тогда, и тол 1жо тогда, когда зломсмтг.! g ¡ , . . . , ( i m грушил /v 

лежат в o;(iioíi HiiK.'m-iccKOíi 1ЮД| ру[ше. 

На осмовавми существования С-тестот.1.\ слон Ли для исс.х ni, г ^ 2 мы доказыва-

ем (см. лемму 8) существование уиивсрса'п.иого С-тестоиого слова Ли от m > 2 пере-

менных, ТО есть такого элемента L{zi,..., z,„) 6 F,„, что свойства 1) н 2) выно.!н1я1отся 

по fíccx сиободных группах. 

Лвлсс мы приводим доказатсльстио пункта 1) теоремы 1 д л я случая не почти цик-

лической группы / / . Наше доказательство опирается иа существовапио универсального 

С-тест0В01-0 слова Ли для любого т ^ 2. 

В г л а в е 3 мы продолжаем изучение сильно iiejiGibibiio замкнутых групп. Основной 

рсзул1,тат этой главы это доказательство достаточных условий сильной вербальной 

замкнутости для i'pyiHi, являющихся расширениями неабелевой свободной i'pyriiH.i мри 

помощи группы, удовлств01)яющей нетрнвналыю.му тождеству (теорема 3). Испо.ш.зуя 

эти условия и полученные ранее резулт.тат!,!, мы также устанавлнвас.м ыин.ную вербаль-

ную замкнутость некоторых типов групп (теорема 2). 

MaTeiHian iviaiii.i 3 основан на резулт.татах работ |1| н |1|. 

В разделе 3.1, являющимся введением к главе 3, ([юрмулнруются теорема 2 н теорема 3 

- основной результат главы 3. 

Теорема 2 устанавливает сильную вербальную замкнутость iieKOTOpi.ix типов групп. 

Пусть / ( x i , . . . , X r ) ^ 1 ость элемент свободной группы F r { x i , . . . ,Хг) с бази-

сом Хь . . •, -Хг, тогда мы говорим, что группа G удоп.аотворяег нетривиальному тождестну 

/ , если д л я всех (? i , . . . , € G мы имеем ,...,<•/,.) = 1 в G. 

Т е о р е м а 2. Ciunbno псрбальпо замкнутыми маляются: 

1) фуидамкнтальныс. группы всех замкнутых почсрхпостг.й, за исключением, воз-

мотсно, бутылки Клейна; 

2) вес свободные произведения / / , , где / сени, любое множество, содержит!,ие хотя 
iei 

бы два элемента, и II, еутэ, нетривиальные группы, удовлетворяют,ие нетрпвп-

альтгм тпэюдегттш. (впзмоэтш, ра.п1.ым.). 

Отметим, что мы не знаем, яв.чяется .пи фундамента-аьная группа, бутылки Клейна, то 

ecTi, 1-рунна {u,h | гФЬ-) , сильно исрбалыю замкнута. 

Теорема 3 устанавливает достаточные условия, при которых группа, являющаяся рас-

ширением неабелевой свободной i pyimi.i при помощи группы, удовлетворяющсн нетриви-

альному тождеству, является сильно шчзбалыю замкнутой. Прелущ чем сформулировать 

эту теорему, введем нсоб.чоднмыс понятия. 



Пусть 1{х1,... ,Хг) ссть элемент свободной грунт , ! •. • ,ту) с б.инЕСОм х^... 

тогда ||ерб!инн10н нод|'рунно1"1 С , п01)0>кле1Н10й словом I , 1 ( 0 ) , мы 11<131лваем груп-

пу / ( С ) = {{1{<1и - • • ,Уг) I Нанрнмср, символы 1{(х)^) н 1(11) обозна-

чают верб:и11,|н,1е нол1-1)унны бескО!]ечной циклической Г1)унн1.1 (х)^ и 1рун1н.1 И, но-

р о ж д е и т л е словом / , соответственно. Иормал1>ным зам1лкаинем 110дм!10жеС1ва X С Н в 

группе Я , Л ' " , мы Ц!131лваем (иормалц.ную) подгруппу X" = ({¡Г^хк | х е Л', к е II}) 

груингл II (нанрнмер, символ обозначает нормшп.ное зам1,н<анне 1(11) в 

1-рунне * 1(Ч))- ^Вл наз1лваем 1'рунну С делимой группой, если О абелсва, н дли 

любого (J е О п п & 2 \ { 0 } !! О разренн[мо уравнение с" = </. Д л я нсуцрунн II н Я грун-

Н1Л С, 1'де и норм;ин.н!1 в С, символ II -Ц обозначает нод1ру11ну {ки | к € II, и 6 11} в О. 

Ко[)откой точной 1]0с;[ед0вагел1>н0с1т.10 гручЕн М1л натлвш'м нос)!еловател1,ностт> |'ру|Н1 

вида: 

1 С , П С , ^ С з - э 1, 

1'де VI • м0110м0р(1)нзм, — эннмо1)<1)изм, и обр<13 VI совнадш'т с яд1)ом V2• Снмво-

Л1Л Х(11) н II' обозначают центр н коммутант ¡'¡¡ушил II соответственно. 

Тсч)ром;1 3. Если группа II такова, что сущсаавуст: 

'Г1) короткая точпая последовательность груап вида 1 -> Я -+//-> Л -> 1, где Е 

сеть псабслсва свободаая группа, а Л сеть группа, удовлетворяющая пстрииааль-

ному тождеству /д; 

'Г2) делимая подгруппа группы II тикая, что Q С Е(11) и Q П II' = {!},• 

ТЗ) поро.шдаюауч: лепо.иесство Я = Я " ' группы II такое, что для любого а С Я еуи{е-

етвуют такие олемеаты /д (II)} С 1л{(х)^} • /д(Я)(^'-''л<"), к = 1,.. .,п„. 

что (отпосательпо х) система щпвпепий: 

{Е..,,(х, /д (II)) - /д (II)) К- = 1, . . . , /!„} 

•имеет едапетвепаое. решение о ¡¡ххкторгруппе II|Q, 

то II есть сгтыш ве])бальпо замкнутая группа. 

Т а к ж е в этом 1)!1зде,те устанавлннвегся следучощес утверждение, ам.июЕ'нчнос, в опре-

деленном см1лсле, пункту 2) теореьпл 1. 

У т н с р ж д с и ц о . Если II сеть фундамсппииьная группа замкнутой поверхпости, от-

личной от. бушылк'п Клейна, то II ссть рстщкт любой конечно пороэ/сдснпой над II 

г-руппы О, содержат,ей II в гмчсствс вербальпо замкнутой подгруппы. 

К) 



в раздоле 3.2 мы Егртюдим ряд примеров п следствии, дсмопстрпрующих примепепие 

TcopcMi.i 3. В частности, в этом ра:здсле мы, по сути, доказываем теорему 2 при дополии-

телыи,1х ирсдположеииях о том, что в иуикте 2) индексирующее множество I конечно, 

и Я (а, 6 I а-,1?) (см. лемму 12 и следствие 4). 

Также в этом ¡зазлеле мы устанавливаем следующее следствие, являющучося «упро-

щенной версией!. т е о р е м 1 . 1 3. 

С л е д с т в и е 3. Пусть 1 —> Я —э Я —> Л —> 1 есть такая короткая то-чпая поалсдова-

тсльпость групп, что F есть свободная пеабслева группа, а группа А удовлетворяет 

петриви<1льпо.м.у тождеству ¡А- Тогда, ccauZ(H) есть делимая группа, 2 ( Я ) П Я ' = {1} 

и найдутся такие элементы / ь • • •. 1т 6 /л (Я) , что Си ( / i , . . . , ¡m) = Z (Я) , ino Я есть 

сильно оербально залш1утая группа. 

Раздел 3.3 посвящен доказателЕ.ству теорем 2 и 3. Основную трудность здесь пред-

ставляет доказательство тео]-)емы 3, тогда как теорема 2 легко В Т . Е В О Д И Т С Я И З TcopcMi.i 3 и 

уже установленных фактов. Ключевую рол1. при доказательстве чсорсмы 3 играет с.ме-

дующая лемма, где символ х обозначает кортеж вида .Те, . . . ,.г„, а F{x) есть свободная 

группа с базисом хд , . . . ,.Гг,. 

Л е м м а 14. Пусть 1{П) и l{F{x)) суть верба.п.ьпые подгруппы групп Я н F{x). по-

роясдсипыс а-юоо.м. / спответствсппо. Если 1{П) сеть нсабелева свободная группа, и Я 

есть вербально замкнутая подгруппа в группе G, то каждая систсип уритсппй (от-

поситсягто переменных х) cuida: 

{и>,(ъ/(Я)) = 1 I / = l , . . . , H i } , (2) 

где и\[х,1{П)) е I{F{:r)) • / (Я) ' ' * ' ' " ' ' " ' , имеющая решение в G, имеет решение о П. 

Доказательство леммы М, как и доказате.'И.ство и у Е Е К га 1) теоремЕ.Е 1 для с.ЕЕумая ЕЕС Е Е О Ч Т Е Е 

ЕЕЕЕК.ЧЕЕЧеСКОЙ Е'руЕЕЕЕЕ.Е Я , ОСЕЕОЕЕЯЕЕО ЕЕЯ ЕЕСЕЕОЛЕ.ЗОЕЕаЕЕЕЕЕЕ уЕEEEEiOpCÍUEE.EEЕ.ЕХ С - Т О С Т О Е Е Е . Е Х С Л О В Л е Е . 

В З а К Л Е О Ч О Е Е Н П Е Е е р е Ч Е Е С Л Я Е О Т С Я ОСЕЕОЕЕЕЕЕ.ЕС реЗу.ЕЕЕ.ТаТЕ .Е р а б о Е Е . Е , ЕЕРЕЕЕЕОДЯТСЯ р я д p c j y j E b -

•Е'аТОЕЕ, К О Т О р Е . Е С ЕЕЛЯЕЕ Е Е р у е Т С Я уСТВЕЕОВЕЕТЕ. ЕЕ ;E,a.4E.EECE"EEEEeNE, ЕЕ ( l > 0 ] ) N E y j E E E p y E 0 T C H Е Е е К О Т О р Е . Е е О Т -

КрЕ.ЕТЕ .ЕС ЕЕОЕЕРОСЕ.Е. 

В Ч а С Т Е Е О С Т Е Е , ЕЕЗ уСТаЕЕОЕЕЛСЕЕЕЕЕ.ЕХ ЕЕ р я б о Т С p c j J V E E . T Í l T O E E ЕЕЕ.ЕЕЕОДЕЕТСЯ O C J E y Е О И Е В Е Е T e O p C N E a , 

об-Е.еДЕЕЕЕЯЕОЕЕЕЕЦЕ ЕЕСрЕЕЕ.ЕГ ТрЕЕ ОСЕЕОЕЕЕЕЕ.ЕС р С З у Л Е . т а т а , EEE.EEEOCEENEE.Ee ЕЕЯ ЗЯЕЕЕЕЕТу. 

Т е о р е м а . Пусть: 

1) М,. есть .мно.псес.тво всех почти свободных не почти циклических групп, не и.ме-

ющих нетривиальных норма-льных конечных подгрупп; 

1 1 



2) Л 4 / есть лтпжестсо всех грухт еибп Bi, где I с с т ъ любое мно-жество, содер-

эюащис хотя бы два олсмсита, и Bi с у т ь ххстривиальныс группы, удовлстворяю-

хцие петриаиалхтьш тождествам (оозможхю, рхзпым); 

3) АЛ., е с т ь лшоо/ссстнео всех фупдамепталхьпьа групп зсшкпхутых павсрхпосгпей с 

отртргтсльпоп ойлсровой ха/актсрххсхпикой. 

Тогда группа вида /1 х / / [ х ••• х / /„ , где п ^ О, Л есть абелева группа, а все Я^ € 

и Л4/ и /Л.,, спльпо вербальхю замкххуххха. 

Также II э ш м разделе мы приводим формулмроики 11Ското[)ЫХ утверждений, кото-

1Н.1е нланн1),уется устаноннть в дальнейшем. Помимо этого, М1.1 <1)01)мулнруем несколько 

нерешенных Н]юб.1ем. 

Заключение 

В настоящей диссертации автором получены сле;1ующ110 основные результаты: 

- доказана сильная вербюзьная замкнутость всех почти свободных грунн, но имеющих 

нетрншнин.ных нормальных конечных подгрупп; 

- дока-зана сильная верб:ьты1ая замкнутость (1>ундаме1т1Л1Д[ых труни всех замкнутых 

поверхностей, '.¡а нсключеннем бутылки Клейна^; 

- доказана сшн.ная ве1)б:и1Ы1ая замкнутость нсех снободных произведений грунн нн-

д а Я,, 1'де I есть любое множесттю, содержащие хотя 61.1 дв:1 :ьмемента, н Я, суть 
.с/ 

нетршшатьные группы, у д 0 в . т е т в 0 р я 1 0 щ и е иетрнвнальным тождествам (возможно, 

разш,1м); 

- установлены достаточные услоиня сильной нербал].ной замкн.ут'остт1 для грунн, яв-

ляющихся расширениями неабслсвой свободной группы при помощи группы, удо-

влетворяющей иетришнии.мому тождеству. 

Получи результатт.! могут 1Ы11ти ирл.меиеиие в различных областях теории груии. 

^Для (1)> пдамем п ы ы ю П Г[)у|т1.1 йуты.ткп К л с й и а , ( ь . й [ (дб^) , о п ю т па ттог П0111юс остается о т к р ы 
т ы м . 
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