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1. Общая характеристика работы і библиотека
А ктуальность темы . Работа посвящена изучению появившихся недавно ин
вариантов энтропийного типа для сохраняющих вероятностную меру дей
ствий счётных ірупп, обобщ ающ их классическую энтропию действий аме- 
набельных групп: софической и рохлинской энтропии. Вопросы, связанные с 
этропией, занимают одно из центральных мест в эргодической теории. Опре
делённая А.Н. Колмогоровым в конце пятидесятых годов прошлого века в ра
ботах [13], [14] энтропия для сохраняющих меру автоморфизмов позволила, 
в числе прочего, решить проблему классификации бернуллиевских действий.
В дальнейшем оказалось, что большинство основных результатов можно обоб
щить и на случай действия произвольной счётной аменабельной группы. Глав
ным источником здесь служит работа Орнстина-Вейса [15]. В ней же был 
приведён пример, предполагавшийся аргументом в пользу невозможности 
построения энтропийной теории для действий неаменабельных групп: ока
залось, что бернуллиевское действие с энтропией базы log 2 факторизуется в 
бернуллиевское действие с энтропией базы log 4, что нарушает свойство мо
нотонности при факторизации (выполняющееся в аменабельном случае). Од
нако в недавней работе [2] JI. Боуэн определил энтропию для действий так на
зываемых софических групп, широкого класса групп, включающего, в част
ности, все аменабельные и конечно-аппроксимируемые группы. Этот и по
следующие результаты позволили расширить классификацию Колмогорова- 
Орнстина бернуллиевских сдвигов на случай действий софических групп.

Для некоторых примёров софическая энтропия была посчитана: для бер
нуллиевских действий это было сделано в самой работе [2]. В статье [3] 
Боуэн получил формулу для софической энтропии некоторого класса так на
зываемых алгебраических действий. Это результат был позже серьёзно обоб
щён Хэйсом [10] на некоторый класс алгебраических действий всех софи
ческих групп. Во всех этих результатах возникает очень интересное явле
ние: софическая энтропия не зависит от софической аппроксимации. Однако 
в статье [5] Кардери привёл пример действия, имеющего положительную со- 
фическую энтропию по отношению к одной софической аппроксимации, и 
—оо —  по отношению к другой (последнее, на самом деле, означает, что в 
определении произошло некоторого рода вырождение). Вычисление софиче
ской энтропии для новых примеров и доказательство того, что она не зависит 
от софической аппроксимации, представляется в этом контексте актуальной 
задачей.

Другое понятие энтропии, за  которым закрепилось название энтропия по 
Рохлину или рохлинская энтропия, было определено в работе Сюарда [21 ], её 
исследование было продолжено в статьях [22], [24] и в готовящейся работе 
автора и Сюарда [1]. Происхождение названия связано со  знаменитой тео
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ремой В.А. Рохлина, утверждаю щ ей, что энтропия Колмогорова-Синая для 
апериодического эргодического действия группы Z  есть инфимум шеннов- 
ских энтропий порождаю щ их разбиений. Задача подсчёта рохлинской энтро
пии для действий неаменабельных групп выглядит весьма сложной (для сво
бодных действий аменабельных групп она совпадает с обычной динамиче
ской энтропией). И звестно, что рохлинская энтропия ограничивает софиче- 
скую сверху (см. [2], [12], и [1] для неэргодических действий). В действитель
ности, этот факт обеспечивает единственную  известную  на данный момент 
нижнюю оценку для Рохлинской энтропии. Д о работы автора рохлинская эн
тропия в случае действия неаменабельной группы была вычислена лиш ь для 
бернуллиевских действий (по сути, в самой первой работе Боуэна по софи
ческой энтропии) и для некоторых классов действий нулевой энтропии.

Вычисление рохлинской энтропии для нового класса действий, исследо
вание её свойств представляется интересной и актуальной задачей.

Ц ель диссертационной работы. О сновная цель данной диссертации —  
изучение некоторых свойств рохлинской энтропии (доказательство сущ ество
вания аналога пинскеровского фактора и того, что исходная система является 
его слабо перемеш иваю щ им расш ирением), вычисление софической и рох
линской энтропии для некоторых систем, возникаю щ их из соображений тер
модинамики.

О сновны е положения и результаты, вы носимы е на защиту.

1. Эргодические действия счётных групп обладаю т аналогом пинскеров
ского фактора для рохлинской энтропии —  максимальным фактором 
нулевой рохлинской энтропии.

2. Эргодическая система является слабо перемеш иваю щ им расш ирением 
своего пинскеровского фактора.

3. Указаны достаточны е условия для возможности вычисления в явном 
виде софической и рохлинской энтропии для сохраняющих меру дей
ствий софических групп, возникаю щ их из гиббсовских мер. П риведе
ны явные формулы.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являю тся но
выми.

М етоды исследования. В работе использовались комбинаторные мето
ды, методы теории вероятностей, эргодической теории и статистической фи
зики.

П рактическая и теоретическая ценность. Работа носит теоретический 
характер. Её методы могут быть использованы для получения дальнейш их 
результатов в эргодической теории и статистической термодинамике.
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С теп ен ь  достоверности  и  ап р о б ац и я  результатов . Все результаты ра
боты являются достоверны ми, математически строго доказанными факта
ми. О сновные результаты доклады вались на семинаре по теории представле
ний и динамическим системам П О М И  РАН, на международной конференции 
«D ynam ics, Com binatorics, Representations» в Санкт-П етербурге в 2015 году, 
на семинаре «A sym ptotic invariants o f  discrete groups, sparse graphs and locally 
sym m etric spaces» в Будапеш те в 2015 году, на конференции «Topology and 
Groups» в USER M ohali, И ндия в 2016 году, н а  семинаре по эргодической 
теории и статистической физике М ГУ в 2017 году.

П у бли кац и и . П о теме диссертации опубликованы работы [26], [27] и [28] 
в рецензируемых ж урналах из перечня ВАК.

С тр у к ту р а  и объём  д и ссер тац и и . Д иссертация состоит из введения, трёх 
глав, включающих 11 разделов; изложена на 62 страницах, список литерату
ры вклю чает 38 наименований.

2. Содержание работы
Во введен и и  обсуждается актуальность работы, даётся обзор известных ре
зультатов по энтропии для сохраняю щ их меру действий счётных групп. Да
ётся обзор работы. Ф ормулирую тся результаты о софической и рохлинской 
энтропии мер, возникаю щ их из гиббсовских систем:

Теорема 0.2. Пусть G —софическая группа, А —конечное множество. Пусть 
и — единственная гиббсовская мера на AG для потенциала <р и а —канониче
ское порождающее разбиение. Предположим, что получаемая гиббсовская 
структура удовлетворяет условию Добруиіииа. Пусть £ = (£9)5е с — слу
чайный процесс независимых одинаково распределённых величин такой, что 
у каждой распределение —мера Лебега на интервале [0,1]. Положим

Lç = {g £ G|£9 < fc}-

Тогда софическая энтропия сдвигового действия, снабженного мерой ѵ, не 
зависит от софической аппроксимации. Её значение совпадает с рохлинской 
энтропией и выражается формулой

ЩН{а\аь).

Теорема 0.3. Пусть G — софическая группа, А — конечный алфавит. Пусть 
потенциал ір таков, что для всех ß € [0,1] потенциал ßip обладает един
ственной инвариантной гиббсовской мерой. Тогда софическая энтропия сдви
гового действия, снабжённого единственной инвариантной мерой для по-
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тенциапа ір, не зависит от софической аппроксимации и выражается фор
мулой

h(vv) = log |A | + / ip {x )d v v -  d ß  <p(x)di/ßv,(x ).
J A G J O  j A g

В главе  1 даю тся необходимые определения из теории меры, эргодиче
ской теории. О пределена софическая и рохлинская энтропия. Доказано такж е 
равенство обычной и так называемой горизонтальной софической энтропии 
для эргодических действий. В разделе 1.1 вводятся необходимые сведения 
из теории меры. В разделе 1.2 вводится метрика Канторовича, её мы будем 
использовать для доказательства равенства вертикальной и обычной софи
ческой энтропии эргодических действий в разделе 1.7.

В разделе 1.3 приводится определение шенноновской энтропии и её ос
новные свойства.

П ространство вероятностных мер Л Л {Х ) на метрическом компакте X  все
гда будем снабжать *-слабой топологией. П усть X  —  стандартное вероят
ностное или борелевское пространство. Разбиением будем называть не более 
чем счётный набор его дизъю нктны х измеримых подмножеств, чьё объеди
нение есть всё пространство. Иногда бы вает полезно рассматривать разбие
ние как частный случай подалгебры. Шенноновская энтропия разбиения а 
на стандартном вероятностном пространстве (X , р)  определяется формулой

Я ( а )  =  - $ > ( £ ) І 0 і ( л ( Я ) )
B e а

с обычной договорённостью  0 log 0 =  0. Если /і —  м ера на не более чем 
счётном множестве, то её энтропия Н {р )  будет определяться как энтропия 
(единственного, очевидно) разбиения на одноточечные подмножества.

Для двух разбиений а , ß  обозначим a V ß  =  {А Г \В \А  £  а , В  £  ß , А п В  ^  
0 } .  М ы будем обозначать

H ( a \ ß ) = H ( a V ß ) - H ( ß )

— относительную шенноновскую энтропию. Для разбиения а  и сг-подалгебры 
л /  определим

Н{а\st) =  in f  H(a\ß) 
ß

(инфимум берётся по всем .«/-измеримым разбиениям ß  конечной шенно
новской энтропии) —  шенноновскую энтропию относительно подалгебры. 
Известно, что результат не изменится, если мы возьмём вместо этого инфи
мум по всем ^ /-изм ерим ы м  конечным разбиениям.

6



В разделе 1.4 приводятся краткие сведения про вероятностные (марков
ские) ядра.

В разделе 1.5 обсуждаются базовые определения эргодической теории, 
даётся определение рохлинской энтропии.

Зафиксируем сохраняющее меру действие группы G на стандартном ве
роятностном пространстве (X , /х). Для разбиения а и элемента g G G будем 
обозначать ая =  {д~1(В)\В € а}. Для F С G обозначим aF =  \ /g£Fa9- 
Имеет смысл рассматривать последнее как разбиение для конечных F и как 
подалгебру — иначе. Будем говорить, что разбиение а — порождающее, 
если подалгебра а° р-mod 0 эквивалентна подалгебре всех измеримых мно
жеств. Известно, что а является порождающим разбиением, если существует 
такое подмножество полной меры X' пространства X, что точки x, у G X' не 
равны только при условии наличия такого g G G, что g(x) и g (у) принадлежат 
различным элементам а.

Рохлинская энтропия определяется как инфимум шенноновских энтро
пий порождающих разбиений относительно подалгебры инвариантных мно
жеств:

/»я«*: = inf{#(a| J^), а  — порождающее разбиение},

J г обозначает подалгебру инвариантных множеств. Для эргодических си
стем это определение, очевидно, редуцируется до простого инфимума шен
ноновских энтропий порождающих разбиений.

В разделе 1.6 приводится определение софических групп, софической 
энтропии, горизонтальной софической энтропии.

Для конечного множества R будем обозначать Sym(i?) — группу всех 
его перестановок. Определим нормализованное расстояние Хэмминга du на 
Sym(.R) формулой

j / x |{ге R, g i { r )  фд2 (т)}\
а я (5 і,< Ы  — --------------- |д |---------------- •

Пусть G — счётная группа. Софическая аппроксимация этой группы есть 
последовательность конечных множеств и последовательность отоб
ражений (оч)*ем, сгі : G —» Sym(Vi), таких, что

1. для всех ді ^  д2 из G имеет место lim^c» ^ ( o f 1, of2) = 1,

2. для всех ді, д2 из G имеет место Ит^«, dH(afl о of2, of192) =  0.

Группа называется софической, если у неё есть софическая аппроксима
ция. С этого момента G — софическая группа с фиксированной софической 
аппроксимацией.
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Пусть А  —  конечное множество. Определим отображения Ѳѵ<г : А Ѵі -»  
A G формулой

K i W ) ( 5 ) = r K ( v ) ) .

для т  е  АУ  (ивдекс г e  N  будет обы чно опускаться). Определим такж е отоб
ражения Ѳг : М .( А Ѵ')  —» Л 4 (А С)) формулой

Ѳі^  = М  5 3
* г' ѵеѴі

для 7? G М ( А Ѵі) (аналогично, индекс г G N будет обычно опускаться). Пусть 
ѵ —  инвариантная относительно с д в и г о в о г о  действия м ера на А а . Зафикси
руем произвольную  метрику I, задаю щ ую  ^-слабую т о п о л о г и ю  на Л 4 (А С). 
Для е > 0 и г G N, обозначим Н о т (г , е) —  множество всех таких r  G А Ѵі, 
что

1(Ѳ(6т) ,ѵ)  < е .

Тогда софическая энт ропия  сдвигового действия с мерой ѵ определяется фор
мулой

е > 0  г—у о о  \Ѵі\

Софическая энтропия бы ла введена Боуэном в [2]. Заметим, что в при
ведённом выш е определении мы опирались на структуру сдвигового про
странства. Н а самом же деле, эта величина зависит только от метрической 
структуры действия, что было показано им  же (см. такж е [12]).

Д адим определение горизонтальной софической энтропии.
ДЛЯ £ > 0 и г G N обозначим М ар(г,е) —  множество всех таких T] G 

M ( A Vi), что
/(Ѳ(т?), и) < £.

Горизонтальная софическая энтропия определяется как

L ЛЛ е  М ар(ілг ,е)}ЛЛог(і/) = mfl.m-------------—-------------.

Равенство обычной и горизонтальной софической энтропии использова
лось для эргодических действий в работах [3] и [10]. В них не приводится 
отдельно данный результат —  сразу применительно к специфической ситуа
ции, доказательство приведено для полноты изложения в разделе 1.7.

В главе  2 обсуждаются и доказываю тся результаты, касаю щ иеся обоб
щения пинскеровского фактора на случай рохлинской энтропии. Д оказыва
ется, что пинскеровский фактор (максимальный фактор нулевой энтропии)
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существует; в случае его нетривиальное™  показывается, что исходная систе
ма является его слабо перемеш иваю щ им расш ирением. Доказательство су
щ ествования пинскеровского фактора проводится с помощью леммы Цорна, 
результат же о слабом перемеш ивании получается применением дихотомии 
Ф ю рстенберга-Циммера, утверж даю щ ей, что если эргодическое расширение 
действия не является слабо перемеш иваю щ им расш ирением, то существует 
промежуточный, так  называемый изометрический фактор.

Г лава  3 полностью  посвящ ена гиббсовским мерам и результатам, с ними 
связанным.

Под гиббсовой ст рукт урой Q мы будем понимать тройку, состоящ ую из 
не более чем счётного множ ества Ѵ (вершин), набора конечных алфавитов 
(А ѵ) ѵ£ ѵ  и потенциала (Фг):г<еѵ: такого набора функций Ф^ : П и ег 
что для всякой V £  V  все Фт  для Т  э  ѵ, кроме конечного числа, тожде
ственно равны нулю. Допуская вольность, будем применять эти функции не 
только к соответствующ им П „ е т  но и к Пиеѵ А ѵ. Рассмотрим множество 
Q = ^ѵ ,  снабж ённое топологией произведения (полагая топологию на
А ѵ дискретной). Для W  С V  обозначим prw  : [ ] „ Gv A v -»  П^еѵѵ —  есте
ственную проекцию , a â d (W )  —  прообраз борелевской алгебры с Пиеіу 
при отображении prw .

Приступим теперь к определению  множества гиббсовских мер для дан
ной гиббсовой структуры Q. Введём набор отображений (пд iA)A(Sg> так что 
7ге ,л будет отображать точку ш Е (1 в  вероятностную  меру ітд чей но
ситель —  множество таких точек ш', для которых р г ^  Л(ы) =  prv . A(w'), и 
такую , что вероятность точки иі' из носителя пропорциональна

g -

(отметим, что эти условия однозначно задаю т отображения). Полученные 
функции, как несложно убедиться, будут непрерывными. Продолжим их за
тем до  вероятностных ядер 7Гд,л : М ( П )  —»■ Л4(П),  A  <шѴ. Несложно прове
рить, что для Л с  Л ' (g V  им еет место равенство

к д ,\  °  k q a ' =  ^е.л ' °  =  ^е,л'-

М ножество гиббсовых мер A4Ç  для данной гиббсовой структуры G опре
деляется как множество всех таких мер ѵ на fl ,  что тѵд^(и) =  у  для всех 
Л <ё V .  Из компактности следует, что это множество всегда непусто. В слу
чае конечного множ ества верш ин, как нетрудно проверить, множество гибб
совских мер содерж ит единственную  меру, однозначно определяемую тем, 
что вероятность точки и> S Г2 пропорциональна

g-  S r c v  Фг(ш )
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Нам понадобятся дополнительны е обозначения для того, чтобы сформу
лировать условие единственности Добруш ина. Напомним, нормой ||/і|| пол
ной вариации меры /і называется sup{ ß { B )  -  //(С )}  (супремум берётся по 
всевозможным парам измеримых множеств). Обозначим

bViU =  sup ||pr{l)}(7re ,n { „} )(ü;1) - р г {ѵ}(тг6;іП {^ ) (ш 2)||,
U)\ ,U>2

где супремум берётся по всем таким  парам Wi,u>2 £  П, что cJi(w) =  oj2(w)  
для всех w ф V, w £ N. Обозначим далее

Ьѵ ^   ̂Ьѵ>и-
и ф ѵ

И, наконец,
Ь* =  sup bv .

vev

Будем говорить, что гиббсова структура удовлетворяет условию  Добруш ина, 
если

Ь* < 1.

Теорема 3.6 (Добруш ин, [6]). Если Q удовлет воряет  условию  Добруш ина, то 
A4Q содерж ит единст венную  меру.

Для подалгебры srf на П определим её насыщ ение

s?= f] sfVSB(y\F).
F t S V

Условие Д обруш ина позволяет «вы носить за скобки» подалгебру при счёт
ном пересечении:

Лемма 3.8. Пусть Q —  гиббсовская структура, удовлет воряю щ ая условию  

Добруш ина. Тогда для лю бого S  С V  подалгебры 23(S ) и & ( S )  эквивалент 
ны.

Далее в этом разделе доказываю тся некоторые технические аппроксима
тивные леммы.

Раздел 3.2 посвящ ён доказательству теоремы  0.2.
О пределим инвариантные относительно сдвига гиббсовы структуры над 

группой G. Положим множеством верш ин G, алфавит будет одинаков для 
всех g £  G: А . И меет смысл считать, что А  содерж ит не менее двух элемен
тов. Будем требовать, чтобы сущ ествовала функция <р : А °  —> К  (D <§ G) 
такая, что Ф т(т ) =  <р{д(т)), ш £  ^ С> если Т  = Dg для некоторого g £  G (в
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противном случае полагаем Фт тож дественным нулём). В данной ситуации 
потенциалом мы будем называть саму функцию  <р, а  гиббсовскую  структуру 
—  инвариантной от носит ельно сдвига гиббсовской структурой.

Пусть Ç —  инвариантная относительно сдвига гиббсова структура над G, 
имею щ ая единственную  меру. Н еслож но проверить, что эта м ера будет ин
вариантна относительно сдвига, и таким  образом порождает динамическую  
систему.

Следую щ ая лем м а потребуется для применения оценки Сюарда.

Лемма 3.13. П уст ь у  —  инвариант ная гиббовская м ера  для инвариантной  
гиббсовской структуры G над счёт ной группой G. Тогда получаемое сдвиго
вое дейст вие являет ся сущ ест венно свободным.

Нам такж е понадобится эргодичность:

Лемма 3.14. Е динст венная гиббсовская м ера  для некоторого потенциала с 
необходимостью эргодична.

Основным инструментом подсчёта софической энтропии гиббсовских мер 
будет их имитация на софической аппроксимации.

Для софической группы G  определена особо важная последовательность 
гиббсовых структур Q1. Для G1 множество верш ин будет Ѵ{ (из определения 
софической аппроксимации). Для каждой верш ины алфавит будет одинаков:
А .

Потенциал для G1 определён следующ им образом:

Ф г(т )  =  ^ с р ( 0 г ,( т ) )

для г  6 А Ѵі и Т  С Ѵі, сумм а берётся по всем таким  ѵ е  Ѵи  что crf’(u) =  Т  
(чащ е всего количество слагаем ы х будет нуль или один). Обозначим г)г —  
единственную  гиббсовскую  меру для гиббсовой структуры Q1.

Теорема 3.18. П уст ь Q —  инвариант ная от носит ельно сдвига гиббсова струк
тура над софической группой G  с ф иксированной софической аппроксимаци
ей, ѵ — единст венная инваринт ная гиббсова м ера  для Q, а последователь
ность т)і определена как указано  выше. Тогда софическую энт ропию сдвиго
вого дейст вия G  на  А °  с м ерой  ѵ мож но посчитат ь по формуле

—  Н(гц)
К ”) =  I'm

г -> о о  I Vi I

Один из основны х результатов этого раздела —  следующ ая теорема:
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Теорема  3.22. П уст ь ц  —  единст венная м ера  Гиббса для пот енциала <р, и а  
— каноническое порож даю щ ее разбиение. Тогда

h(ß) ^ (a\aL)

(для лю бой софической аппроксимации).

В соединении с лем мой 3.8, оценкой Сю арда на рохлинскую  энтропию  и 
тем, что рохлинская энтропия ограничивает сверху софическую, последняя 
теорема даёт доказательство теоремы  0.2.

В разделе 3.3 мы, используя давление и его дифференциируемость, до
казываем теорему 0.3.

Обозначим для гиббсовской системы Qч>'г и т  £  П, функцию

£ * А Т) =  Х ^ ( ѳ«(г ))-
ѵ€Ѵі

Обозначим

z v,i =  в ~£ѵ"{т)■

По определению, единственная гиббсовская м ера щ  для Q^ ,г задаётся соот
ношением

Ѵі ( { т} )  =
ѵМ

Для фиксированной гиббсовской системы Gv с единственной инвариантной 
гиббсовской мерой и софической аппроксимации будем называть давлением  
величину

Рѵ =  lim
г—>оо

log Z ^ i

M
в случае, если последний предел существует. В последнем случае будем го
ворить такж е что давление существует.
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