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Общая характеристика работы

Актуальность темы

В прошедшем десятилетии в мировой научной литературе по теорети­

ческой физике активно обсуждался так называемый киральный транспорт,

эта тема даже стала входить в курсы теоретический физики в высших учеб­

ных заведениях.

Киральные эффекты оказались привлекательными с точки зрения

теоретической физики как потенциально точно вычисляемые транспорт­

ные эффекты. Что даже более существенно, киральные эффекты суще­

ствуют в термодинамическом равновесии, а значит их токи должны быть

недиссипативными. Хотя отсутствие поправок к стандартным выражениям

для кирального транспорта непосредственно не доказано, распространён­

ным аргумент в пользу их отсутствия — кажущаяся очевидной связь ки­

ральных эффектов с киральной (аксиальной) аномалией. Выражение для

киральной аномалии является исключительно редким примером точного

результата в квантовой теории поля. К тому же, простота теории кираль­

ных эффектов обусловлена выбором специальных, иногда гипотетических,

наблюдаемых, которые фигурируют в итоговых выражениях.

Активные теоретические исследования киральных эффектов развер­

нулись в связи с развитием экспериментальной физики. Сразу в двух об­

ластях физики появились кандидаты в киральные системы — системы, в

которых существуют безмассовые фермионы: в физике твёрдого тела бы­

ли открыты топологические полуметаллы (Вейлевские и Дираковские, а

потом и с высшими квази-спинами — Рариты-Швингера-Вейля), а в физи­

ке высоких энергий — кварк-глюонная плазма, вероятно возникающая при

столкновениях тяжёлых ионов.

Открываемые в большом количестве топологические полуметаллы

являются наиболее многообещающим классом систем для наблюдения ки­

ральных эффектов. Эффективные фермионные степени свободы в этих

материалах при низких энергиях описываются уравнениями, подобными

уравнениям квантовой теории поля. Таким образом, теоретические мето­

ды и модели из физики высоких энергий непосредственно переносятся в

физику твёрдого тела. Возможность проверки моделей физики высоких

энергий в сравнительно компактных экспериментах в физике твёрдого тела
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представляет интерес с точки зрения фундаментальной физики. Изучение

киральных эффектов в топологических полуметаллах (и других квантовых

материалах) может способствовать построению новой элементной базы фи­

зической электроники. В частности, возможно, что киральный магнитный

эффект уже наблюдался в топологических полуметаллах. Аксиальный ток

может оказаться релевантной наблюдаемой в области спинтроники.

Таким образом киральные эффекты представляют большой интерес

как новый класс эффектов, наблюдаемых в ‘настольных’ экспериментах в

физике твёрдого тела и имеющих прикладной потенциал. С другой сторо­

ны — как связь между различными областями физики. Такая связь даёт

возможность глубже разобраться в фундаментальных вопросах квантовой

теории поля, которые раньше были исключительно умозрительными.

Для построения более реалистичных моделей может быть полезно

подвергнуть эффекты кирального транспорта более тщательному теоре­

тическому анализу: предложить альтернативные модели явлений перено­

са, исследовать их диссипативные свойства; исследовать зависимость от

инфракрасных свойств в конкретных моделях; исследовать максимально

широкий спектр киральных систем. Данная работа посвящена анализу ки­

ральных эффектов на микроскопическом уровне в конкретных моделях

систем невзаимодействующих фермионов.

Цель и задачи диссертационного исследования Целью данной

работы является вычисление транспортных коэффициентов киральных

эффектов в квантовых теориях поля и моделях топологических полуме­

таллов. Для достижения поставленной цели в работе решены следующие

задачи:

1. Вычислить спектр эффективной модели для полуметаллов Ра­

риты-Швингера-Вейля в магнитном поле, вычислить плотность

аксиального тока, изучить топологию импульсного пространства

модели.

2. Вычислить плотность аксиального тока в релятивистской модели

Рариты-Швингера-Адлера с помощью теории линейного отклика.
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3. Вычислить спектр системы свободных Дираковских фермионов с

цилиндрической границей, рассмотреть эту задачу во вращающей­

ся системе отсчёта, и численно изучить зависимость плотности ак­

сиального тока от координат при различных значениях парамет­

ров.

4. Изучить Швингеровское рождение пар во внешних электрическом

и магнитном полях в модели Дираковского полуметалла, вычис­

лить возникающую в следствие этого плотность электрического

тока, вычислить поправку к проводимости.

Научная новизна В ходе работы автора получены следующие но­

вые результаты, опубликованные в серии статей:

1. Вычислен киральный разделительный эффект в системах с высши­

ми спинами — релятивистской модели фермионов со спином 3/2

Рариты-Швингера-Адлера, и в эффективной модели для квазича­

стиц со спином 3/2 в полуметаллах Рариты-Швингера-Вейля.

2. Показано, что коэффициент в выражении для кирального разде­

лительного эффекта пропорционален числу Черна ферми-точки

модели, и, таким образом, топологически защищён.

3. Предложена формула для вычисления числа Черна через спираль­

ности безмассовых мод модели.

4. Численно исследован киральный вихревой эффект в системе Дира­

ковских фермионов в системе с ‘MIT-bag’ граничными условиями

на цилиндрической границе. Плотность аксиального тока иссле­

дована во всём объёме и показано, что стандартное выражение

справедливо только на оси вращения при ненулевой температуре.

5. Обнаружены осцилляции зависимости аксиального тока на оси

вращения от химического потенциала при низких температурах.

6. Обнаружено, что при большой массе фермионов, аксиальный ток

течёт вдоль поверхности цилиндра.

7. Вычислены электрический ток и поправка к проводимости в мо­

дели Дираковского полуметалла во внешнем магнитном поле, обу­

словленные Швингеровским рождением пар.
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Практическая и научная значимость

Содержание данной работы может быть полезно для описания ки­

рального транспорта в физике твёрдого тела и, возможно, в физике высо­

ких энергий. Приведённые примеры отклонения выражений для кираль­

ных эффектов от стандартных может быть полезно для реалистичного

описания физики киральных систем. Диссертационная работа не является

обзором данной области и не претендует на полноту анализа, но содержит

решение ряда лежащих на поверхности задач, которые при изучении дан­

ной области более или менее сознательно избегаются, так как не могут

быть решены непосредственным применением развитых методов кванто­

вой теории поля, а требуют детального анализа, более характерного для

теории конденсированного состояния (например, непертурбативного изуче­

ния пространственно-неоднородных систем).

Основные положения, выносимые на защиту

1. Вычислен киральный разделительный эффект в системах с высши­

ми спинами — релятивистской модели фермионов со спином 3/2

Рариты-Швингера-Адлера, и в эффективной модели для квазича­

стиц со спином 3/2 в полуметаллах Рариты-Швингера-Вейля.

2. Показано, что коэффициент в выражении для кирального разде­

лительного эффекта пропорционален числу Черна ферми-точки

модели с любым квази-спином (𝑠 = 1
2 , 1,

3
2 ), и, таким образом,

топологически защищён.

3. Исследован случай теоремы об индексе, связывающей число Черна

и структуру уровней Ландау («спектральную асимметрию») в си­

стемах безмассовых фермионов с высшими спинами. Предложена

формула для вычисления числа Черна через спиральности безмас­

совых мод модели.

4. Численно исследован киральный вихревой эффект в системе Ди­

раковских фермионов с граничными условиями типа ‘MIT-bag’ на

цилиндрической границе. Плотность аксиального тока исследова­

на во всём объёме и показано, что стандартное выражение спра­

ведливо только на оси вращения при ненулевой температуре.

5. Граничные эффекты проявляются при низких температурах: зави­

симость аксиального тока кирального вихревого эффекта на оси

вращения от химического потенциала осциллирует.
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6. Обнаружено, что при большой массе фермионов, аксиальный ток

кирального вихревого эффекта течёт вдоль поверхности цилин­

дра. Этот поверхностный ток насыщается «лёгкими» граничными

модами.

7. Рассмотрено Швингеровское рождение пар во внешних электри­

ческом и магнитном полях в модели Дираковского полуметалла.

Показано, что частота рождения пар в данном объёме конечна. По­

лучена поправка к проводимости, обусловленная рождением пар.

Основные результаты диссертации докладывались на междуна­

родной конференции «XVIII Workshop on High Energy Spin Physics

«DSPIN-2019» (г. Дубна, 2019) и на конференции «Молодёжная кон­

ференция по теоретической и экспериментальной физике» (г. Москва,

2021), а также на семинарах ИТЭФ.

По материалам диссертации опубликовано 5 статей, индексируемых

Scopus и Web of Science, 3 из них опубликованы в ведущих международных

реферируемых научных журналах, 2 — в международных реферируемых

научных журналах.

Объем и структура работы.

Диссертация состоит из введения, трёх глав, заключения и приложе­

ния. Полный объем диссертации 102 страниц текста с 11 рисунками и 1

таблицей. Список литературы содержит 107 наименований.
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Содержание работы

Во введении приводится обзор существующих исследований кираль­

ного транспорта в контексте физики твёрдого тела, экспериментов по

столкновению тяжёлых ионов, квантовой теории поля, в том числе модели­

рования сильно-взаимодействующих теорий на решётках. Предлагаются к

рассмотрению проблемы, которые решены в данной диссертации.

В главе 2 предлагается механизм [I] возникновения аномального от­

клика в виде электрического тока (и соответствующего увеличения прово­

димости) в топологическом полуметалле (предложенный механизм обобща­

ется и на другие квантовые материалы) на внешние постоянные магнитное

и электрическое поля, альтернативный киральному магнитному эффекту.

Модель отклика, основанная на киральном магнитном эффекте [1],со­

стоит из ‘накачки’ киральных частиц на нулевом уровне Ландау посред­

ством киральной аномалии, их термализации без изменения киральности

(то есть возникновение кирального дисбаланса) и возникновения тока ки­

рального магнитного эффекта, который наблюдается как увеличение про­

водимости

𝐸 ·𝐵 ⇒ 𝜌5, 𝜇5 ⇒ 𝐽CME ⇒ 𝜎CME (1)

𝜎CME =
𝑒2

𝜋ℏ
3

8

𝑒2

ℏ𝑐
𝑣3𝐹
𝜋3

𝜏𝑉

𝑇 2 + 𝜇2

𝜋2

𝐵2. (2)

В данной работе предложен другой механизм, основанный на класси­

ческом в квантовой теории поля эффекте Швингеровского рождения пар

во внешних полях. Рождаемые с частотой Γ в единичном объёме квазича­

стицы продолжают двигаться во внешних полях до рассеяния с изменени­

ем киральности (или, в случае баллистического режима, пока не покинут

область с электрическим полем) тем самым создавая дополнительный элек­
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трический ток и увеличивая проводимость

𝐸,𝐵 ⇒ Γ ⇒ 𝐽𝑆 ⇒ 𝜎𝑆 (3)

𝜎𝑆 = 𝑣𝐹 𝜏1
𝐻

2𝜋2
×
[︂
coth

(︂
𝜋 𝑣𝐹

𝐻

𝐸

)︂
+ 𝜋𝑣𝐹

𝐻

𝐸

(︂
1− coth2

(︂
𝜋 𝑣𝐹

𝐻

𝐸

)︂)︂]︂
(4)

𝜎𝑆 ≈ 𝑣𝐹 𝜏1
𝐻

2𝜋2
, 𝑣𝐹𝐻 ≫ 𝐸, (5)

𝜎𝑆 ≈ 𝑣2𝐹 𝜏1
𝐻2

3𝜋𝐸
, 𝐸 ≫ 𝑣𝐹𝐻 → 0. (6)

Этот результат может быть обобщён на случай ненулевой Дираковской

массы. В этой главе, как и во всей работе предполагается, что Ферми-точки

расположены на одном уровне по энергии в импульсном пространстве, а

химический потенциал отсчитывается от самих Ферми-точек.

В первом разделе главы 2 предлагается эффективная теория квази­

частиц в Дираковских полуметаллах, эквивалентная теории Дираковских

фермионов, с учётом анизотропии кристаллов. В следующих разделах по­

строен спектр модели в магнитном поле (уровни Ландау) и исследована

задача о движении в постоянном магнитном поле во всём пространстве и

в электрическом поле в пространственном слое. Электрическое поле опре­

делено потенциалом

𝐴0 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑧 ≤ 0

−𝐸𝑧, 0 < 𝑧 < 𝐿

−𝐸𝐿, 𝐿 ≤ 𝑧.

(7)

При переходи от уравнения Дирака с таким потенциалом к уравнениям

второго порядка возникает задача о движении в квадратичном потенциале.

Далее, процесс рождения пар представлен как туннелирование ча­

стиц из вакуума (из “моря Дирака” или из-под Ферми-поверхности) с од­

ной стороны от слоя с электрическим полем в область по другую сторону, в

которой данная частица уже оказывается над вакуумом. Вероятность и ча­

стота рождения вычислены квазиклассически и точно для каждого уровня

Ландау. Рассмотрен вопрос о соотношении вероятности распада вакуума

и частоты рождения пар — разъясняется, что, несмотря на единичную ве­

роятность распада вакуума в безмассовом случае, задача поставлена кор­

ректно и полученный ответ имеет физический смысл.
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В ходе точного решения задачи о туннелировании, наивно вычислен­

ный коэффициент отражения |𝑅|2 = 1+ |𝑇 |2 оказывается больше единицы.
Эта сложность, характерная для подобных задач с фермионами, извест­

на как парадокс Клейна. Предложенное решение основано на замечании

о том, что волновой вектор волны может быть противоположен электри­

ческому току, создаваемому соответствующей плоской волной. После пра­

вильной идентификации падающей и отражённой волн, парадокс разреша­

ется: коэффициент отражения равен 1/|𝑅|2, а прохождения — |𝑇 |2/|𝑅|2.
В разделе 7 главы 2 вычислена поправка к проводимости (4), обу­

словленная процессом Швингеровского рождения, вычислена в простей­

шей модели электронно-дырочной плазмы при низкой температуре 𝑇 ≪
𝑣𝐹𝐸𝜏1 и достаточном для рождения пары времени свободного пробега

𝜏1, 𝐸𝜏1 ≫
√
2𝐻. При таких температурах можно пренебречь обменным вза­

имодействием — состояния рождающихся частиц не должны быть заняты

температурными частицами. В противном случае, вероятность рождения

уменьшается фактором 1−𝑛, где 𝑛 — соответствующее число заполнения,

возникающее из распределения Ферми-Дирака.

Полученная поправка к проводимости зависит также от электриче­

ского поля и демонстрирует новый тип зависимости от магнитного поля.

Полученная поправка при любых значениях магнитного поля остаётся ко­

нечной и складывается с омической проводимостью температурных элек­

тронов.

В главе 3 исследуется киральный разделительный эффект в систе­

мах с заряженными фермионами со спином 3/2 [II] — в модели топологи­

ческого полуметалла Рариты-Швингера-Вейля и в релятивистской кванто­

вой теории поля, предложенной С. Адлером [2],одной из степеней сводобы

в которой является поле Рариты-Швингера.

Эффективная теория для электронных квазичастиц в полуметаллах

Рариты-Швингера-Вейля вблизи Ферми-точек, или пересечений уровней

энергии, определяется эффективными гамильтонианами вида

𝐻̂±𝑠 = ±𝑣𝑓
3∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑆𝑖 (8)
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где 𝑆𝑖 — генераторы группы 𝑆𝑈(2) в стандартном базисе |𝑠, 𝑠𝑧⟩ , 𝑠 = 3
2 , об­

щий знак определяет киральность Ферми-точки. Собственные вектора га­

мильтониана — спиральные состояния со спиральностями ± 3
2 , ±

1
2 , спектр

гамильтониана — линейный 𝐸p𝜆 = ±𝑣𝑓𝜆|p|.
Хотя спектр таких эффективных гамильтонианов напоминает реля­

тивистский, при рассмотрении высших спинов соответствующие представ­

ления группы Пуанкаре не реализуются — только в случае 𝑠 = 1
2 квазича­

стицы в самом деле эквивалентны Вейлевским или Дираковским фермио­

нам. Поэтому состояния с промежуточными спиральностями оказываются

разрешёнными.

Связности Берри в системах с касающимися уровнями энергии 𝒜⃗𝜆𝜆′ ,

в общем случае являются неабелевыми — индексы 𝜆𝜆′ пробегают значе­

ния уровней энергии (в данном случае — значения квази-спиральностей).

Кривизны Берри Ω⃗𝜆𝜆
′
в импульсном пространстве в системах с касани­

ем уровней имеют монополи с зарядами 𝑁
(𝜆)
±3/2 = 2𝜆 = ±3,±1, равными

потоку диагональной компоненты кривизны Берри через охватывающую

замкнутую поверхность. Сумма зарядов монополей по всем спиральностям

равна числу Черна 𝒞𝑠 данной Ферми-точки, которое может быть надёжно

установлено для данного кристалла экспериментально методами кристал­

лографии.

Для полноценного исследования топологии импульсного простран­

ства квантовой теории поля не обязательно изучать связности Берри —

можно изучать топологические инварианты, выражая их через Евклидо­

вы функции Грина. Так, число Черна выражается через топологический

инвариант, построенный из пропагаторов квазичастиц в Евклидовом про­

странстве

𝒞 ≡ 𝒩3 =
1

24𝜋2
tr

∫︁
𝐺𝑑𝐺−1 ∧𝐺𝑑𝐺−1 ∧𝐺𝑑𝐺−1. (9)

Интегрирование производится по трёхмерной гиперповерхности в четы­

рёхмерном Евклидовом пространстве (𝜔,p), охватывающей полюса и нуля

функции Грина. Эквивалентность двух этих описаний легко показать для

достаточно простых систем, в которых можно построить одночастичный

гамильтониан вида 𝐺−1 = 𝑖𝜔 −𝐻.

Согласно теореме Нильсена-Ниномии, Вейлевские точки в кристал­

лах возникают парами противоположной киральности. Такое требование
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естественным образом возникает при рассмотрении кристаллов или теорий

поля в решёточной регуляризации. Однако, оно представляется естествен­

ным в общем случае, так как, например, в системе Вейлевских фермио­

нов при ненулевом химическом потенциале во внешнем магнитном поле,

вдоль магнитного поля течёт ток. При наличии фермионов противополож­

ной киральности этот (векторный) ток сокращается. На случай высших

(квази)спинов теорему Нильсена-Ниномии можно сформулировать как тре­

бование равенства нулю суммы чисел Черна всех Ферми-точек системы

0 =
∑︁
𝑛

𝒞𝑛 (10)

(эффективный гамильтониан вблизи Ферми-точки типа Рариты-Швин­

гера-Вейля обратной киральности имеет общий знак минус и соответству­

ющее число Черна, например 𝒞− 3
2
= −4). При этом, аксиальный ток от

Ферми точки оказывается пропорционален величине числа Черна , а для

всей системы

j5 = B
𝜇

4𝜋2

∑︁
𝑛

|𝒞𝑛|. (11)

Структура уровней энергии в реальном кристалле обычно довольно

запутана и асимметрична, например, в ‘левом’ киральном кристалле полу­

металла Рариты-Швингера-Вейля 𝑃𝑑𝐺𝑎, Ферми-точка с 𝑠 = 3
2 и 𝒞 3

2
= 4,

которая образована четырёхкратным пересечением уровней, дополняется

двумя точками с 𝑠 = 1 и 𝒞−1 = −2, которые образованы трёхкратным пе­

ресечением уровней каждая, то есть шестикратным пересечением уровней.

Заметим, что так как 𝑠 — квази-спин, квазичастица подчиняются статисти­

ке Ферми-Дирака для любых 𝑠.

Для квазиклассического вычисления тока рассматривается эволюция

и кинетика волновых пакетов квазичастиц. Квазиклассическое рассмотре­

ние, формально справедливое в слабом магнитном поле, помогает лучше

понять структуру эффекта, и, в принципе, позволяет вычислять поправки

к эффекту посредством рассмотрения нетривиального интеграла столкно­

вений.

Рассмотрение эволюции волнового пакета в кристалле приводит к

гамильтоновым уравнениям движения. Существенно, что волновой пакет

можно считать состоящим из состояний с заданной спиральностью при дви­

жении в магнитном поле только в пределе 𝜇2 ≫ 𝐵. Как следует из анализа
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движения составного волнового пакета, недиагональные элементы уравне­

ния на спиральные амплитуды пропорциональны ˙⃗𝑝 · 𝒜 ∼ |𝐵⃗|/|𝑝|, а диаго­

нальные ∼ 𝜆|𝑝|. Так как импульсы квазичастиц, дающих основной вклад

в эффект по порядку величины равны величине химического потенциала,

условие 𝜇2 ≫ 𝐵 позволяет пренебречь эволюцией спиральных компонент

волнового пакета и рассматривать только абелеву часть связности Берри

(соответствующие кривизны обозначаются Ω⃗(𝜆)).

Полученная нетривиальная гамильтонова система

ṙ(𝜆) =
𝜕𝐸p𝜆

𝜕p
+ ṗ(𝜆) ×Ω(𝜆) (12)

ṗ(𝜆) = ṙ(𝜆) ×B. (13)

не сохраняет стандартный фазовый поток уравнений движения со стан­

дартным фазовым объёмом 𝑑3𝑝𝑑3𝑥. ‘Сохраняющийся’ фазовый объём име­

ет вид (1 +Ω(𝜆)B)𝑑3𝑝𝑑3𝑥.

Кинетическое уравнение для квазичастиц с тривиальным интегралом

столкновений

𝜕𝑛p𝜆
𝜕𝑡

+
𝜕𝑛p𝜆
𝜕r

ṙ(𝜆) +
𝜕𝑛p𝜆
𝜕p

ṗ(𝜆) =
∑︁
𝜆′

𝐼
(𝜆,𝜆′)
𝑐𝑜𝑙 , 𝐼(𝜆,𝜆

′) = 𝐼(𝜆)𝛿𝜆𝜆′ (14)

может быть легко проинтегрировано по модифицированному фазовому

объёму, и из полученного уравнения непрерывности извлекается выраже­

ние для плотности тока. Интеграл по фазовому объёму с распределением

Ферми-Дирака при учёте симметрий сводится к интегралу от кривизны

Берри по замкнутой поверхности, то есть ответ пропорционален заряду мо­

нополя абелевой части связности Берри в импульсном пространстве. Как

показано во введении, в случае касания двух уровней (то есть квази-спина

𝑠 = 1
2 ), Сумма зарядов монополей, порождённых абелевой частью связно­

стей, равна половине числа Черна. Можно ожидать, что тоже справедливо

для высших спинов, и суммарная плотность тока от Ферми-точки пропор­

циональна её числу Черна

j(𝜆) =
𝑁 (𝜆)

4𝜋2
𝜇B, js =

𝒞𝑠
4𝜋2

𝜇B. (15)

Точное рассмотрение более сложной, чем Вейлевские фермионы, си­

стемы демонстрирует, что стандартное утверждение о связи аномальных
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кинетических коэффициентов с числом нулевых мод требует пояснений.

Оказывается, что существенны также определённые топологические харак­

теристики нулевых мод. Так киральная проводимость оказывается пропор­

циональной не количеству нулевых мод, а более сложной аналитической ха­

рактеристике спектра — спектральной асимметрии. Кроме того, сопостав­

ление квазиклассического и точного вычислений позволяют сформулиро­

вать теорему об индексе для операторов Дираковского типа — утвержде­

ние о равенстве числа Черна и спектральной асимметрии. Оказывается,

что два свойства спектра гамильтонианов такого вида (даже более обще­

го — допустима замена 𝑝𝑖 → 𝑔𝑖(𝑝)) приводят к простому выражению для

искомого тока.

Вычисление спектра эффективного гамильтониана для высших спи­

нов в магнитном поле принципиально не отличается от случая Вейлевских

фермионов — движение в поперечной плоскости сводится к квантовому

осциллятору

𝐻 = 𝑣𝑓

√︂
𝐵

2
(𝑆+𝑎+ 𝑆−𝑎

†) + 𝑣𝑓𝑝𝑧𝑆𝑧 = 𝐻⊥ + 𝑝𝑆𝑧, 𝑝 = 𝑣𝑓𝑝𝑧. (16)

После подстановки анзаца из осцилляторных функций, для любой

данной моды (𝐸(𝑝), 𝐶(𝑝)) справедливо

𝐻𝐶 = 𝐸𝐶, 𝐶†𝐻 = 𝐸𝐶†,
𝑑

𝑑𝑝
𝐻⊥ = 0, 𝐶†𝐶 = 1 (17)

𝐸 = 𝐶†𝐻⊥𝐶 + 𝑝 𝐶†𝑆𝑧𝐶 ⇒ 1 =
𝑑𝑝

𝑑𝐸
𝐶†𝑆𝑧𝐶. (18)

Первое спектральное свойство состоит в том, что матричный элемент тока,

делённый на ‘групповую скорость’ квазичастицы, равен единице.

Второе спектральное свойство особенно наглядно в случае полуце­

лых 𝑠 в силу асимптотического поведения мод. Ненулевые матричные

элементы поперечной части гамильтониана 𝐻⊥ для данной моды по по­

рядку величины ∼ 𝑛
√
𝐵, в то время как продольная составляющая не

ограничена, откуда следует (это не справедливо для целых 𝑠, так как

𝑆𝑧 |𝑠 = 0,1,...; 𝑠𝑧 = 0⟩ = 0)

|𝐸(𝑝𝑧)| ∼ |𝑝𝑧|, 𝑝𝑧 → ∞. (19)

Данная мода может принадлежать одному из трёх классов в зависимости

от типа отображения 𝐸(𝑝𝑧) : R → R следующим образом
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1. 𝐸(−∞)𝐸(+∞) > 0 — мода пересекает нулевой уровень энергии

чётное число раз или не пересекает вовсе. Таким модам приписы­

вается характеристика Θ𝛼 = 0;

2. 𝐸(−∞) = −∞ и 𝐸(+∞) = +∞ — мода пересекает ноль нечётное

число раз, и отображение сохраняет ориентацию, тогда Θ𝛼 = 1;

3. 𝐸(−∞) = +∞ и 𝐸(+∞) = −∞ — мода пересекает ноль нечётное

число раз, но отображение изменяет ориентацию, тогда Θ𝛼 = −1.

Чтобы обобщить это свойство также на случай целых 𝑠, следует принять,

что мода может пересекать ноль на бесконечности.

Так, Ферми-точка с 𝑠 = 1
2 в магнитном поле имеет одну нулевую моду

с Θ = 1, а с 𝑠 = 3
2 имеет четыре моды с Θ = 1. Ферми-точка с 𝑠 = 1 имеет

одну моду с Θ = 1; одну моду с Θ = 1, пересекающую ноль единожды на

бесконечности; и бесконечное количество мод с Θ = 0, пересекающих ноль

дважды — в нуле и на бесконечности.

Искомая величина выражается непосредственно через спектр и рас­

пределение Ферми-Дирака

⟨𝑗𝑧⟩ =
∫︁

𝐵

2𝜋

𝑑𝑝𝑧
2𝜋

∑︁
𝛼

𝑛𝑓 (𝐸𝛼) 𝑣𝑓 ⟨𝜓𝛼|𝑆𝑧|𝜓𝛼⟩ (20)

=
𝜇𝐵

4𝜋2

∑︁
𝛼

Θ𝛼. (21)

и сводится к простому ответу с помощью сформулированных свойств. Вме­

сто количества нулевых мод, ток пропорционален “спектральной асиммет­

рии”
∑︀
𝛼Θ𝛼. Сопоставление квазиклассического и точного решения позво­

ляет оказывается доказательством теоремы об индексе для данного част­

ного случая

∑︁
𝛼

Θ𝛼 = 𝒞𝑠 (22)

Это утверждение о структуре уровней Ландау для Ферми-точки с 𝑠 = 3
2 бы­

ло получено иными способом [3],что оправдывает сделанные предположе­

ния о вкладах абелевой части связностей Берри в полный заряд монополя

в импульсном пространстве.
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Во второй части главы 3 киральный разделительный эффект вы­

числен в модели Рариты-Швингера-Адлера (RSA) — самосогласованной

релятивистской квантовая теория поля, одной из степеней свободы в ко­

торой является поле Рариты-Швингера 𝜓𝜇. Для обеспечения самосогласо­

ванности в теорию было добавлено Дираковское поле 𝜆, непосредственно

взаимодействующее с 𝜓𝜇 с константой связи 𝑚 размерности энергии. Это

взаимодействие необходимо рассматривать “в режиме сильной связи”, та­

ким образом модель Рариты-Швингера-Адлера на практике является тео­

рией комбинированного поля (𝜓𝜇,𝜆). Взаимодействие с электромагнитным

полем вводится минимальным образом

𝑆 = 𝑆𝑅𝑆 + 𝑆𝐷 + 𝑆𝐴, (23)

𝑆𝑅𝑆 [𝜓𝜇, 𝐴𝜇] =

∫︁
𝑑4𝑥 𝜓𝜇𝜖

𝜇𝜈𝜆𝜌𝛾5𝛾𝜈𝑖𝐷𝜆𝜓𝜌, , 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇,

𝑆𝐴[𝜓𝜇, 𝜆] = −𝑚
∫︁
𝑑4𝑥 (𝜆̄𝛾𝜈𝜓𝜈 − 𝜓𝜈𝛾

𝜈𝜆), 𝑆𝐷[𝜆,𝐴𝜇] =

∫︁
𝑑4𝑥 𝜆̄𝛾𝜈𝑖𝐷

𝜈𝜆.

В добавок, на квантовом уровне появляются духовые степени свободы.

Согласно выводам предыдущей части главы, киральный разделитель­

ный эффект определяется числом Черна системы 𝜎 = 𝒞 𝜇
2𝜋2 , которое можно

выразить через Евклидов пропагатор (предполагается, что он антикомму­

тирует или коммутирует с 𝛾5), через кривизны Берри, или через спираль­

ности положительно-частотных мод

𝒞 ≡ 𝒩3 =
1

48𝜋2
tr𝛾5

∫︁
𝐺𝑑𝐺−1 ∧𝐺𝑑𝐺−1 ∧𝐺𝑑𝐺−1 = 2

∑︁
𝑖

𝜆𝑖. (24)

При любом ненулевом значении постоянной взаимодействия 𝑚 > 0, в том

числе в пределе 𝑚 → ∞, модель RSA имеет три такие моды: две ‘чистые’

моды поля Рариты-Швингера со спиральностями 1
2 (нет круговой поляри­

зации и спин ‘вверх’) и 1+ 1
2 (круговая поляризация и спин ‘вверх’), и одна

‘комбинированная’ мода со спиральностью 1− 1
2 (для поля 𝜓𝜇 — круговая

поляризация вверх и спин ‘вниз’, для 𝜆 — спин ‘вверх’). Таким образом,

𝒞𝑅𝑆𝐴 = 5. В безмассовой теории Рариты-Швингера представлены решения

только с максимальной спиральностью, поэтому 𝒞𝑅𝑆 = 3, а для безмас­

совых Дираковских фермионов 𝒞𝐷 = 1 Взаимодействие с Дираковским

полем, предложенное Адлером, ‘размораживает’ моду со спиральностью

𝜆 = 1
2 и добавляет ‘комбинированную’ моду.
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Тот же ответ можно получить явным вычислением в слабом маг­

нитном поле с помощью теории линейного отклика. Для простоты явные

вычисления производятся в пределе 𝑚 → +∞. В таком пределе правила

Фейнмана значительно упрощаются, в частности Дираковское поле не рас­

пространяется, а пропагатор поля Рариты-Швингера и векторная вершина

имеют вид

𝑁𝜓
𝜌𝜎 =

−𝑖
2𝑘2

(𝛾𝜎 ̸ 𝑘𝛾𝜌 −
4

𝑘2
𝑘𝜌𝑘𝜎 ̸ 𝑘), 𝑉 𝜈 =

(︃
−𝑖𝑒𝛾𝜇𝜈𝜌 0

0 −𝑖𝑒𝛾𝜈

)︃
, (25)

где 𝛾𝜇𝜈𝜌 = 1
2 (𝛾

𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌 − 𝛾𝜌𝛾𝜈𝛾𝜇), а аксиальная вершина отличается от век­

торной умножением всех компонент на 𝛾5 справа.

По формуле Кубо, кинетический коэффициент определяется соответ­

ствующей функцией Грина

𝜎 = lim
𝑝𝑖→0

lim
𝜔→0

𝑖

2𝑝𝑖
𝜖𝑖𝑗𝑘Π𝐴𝑉𝑗𝑘 (𝑝), Π𝐴𝑉𝑗𝑘 (𝑝) =

∫︁
𝑑4𝑥 𝑒𝑖𝑝

𝜇(𝑥−𝑦)𝜇 ⟨𝑗5𝑗 (𝑥) 𝑗𝑘(𝑦)⟩ (26)

В результате прямолинейных, но весьма громоздких вычислений, произве­

дённых с помощью Мацубаровской техники, получена киральная проводи­

мость в постоянном слабом магнитном поле

𝜎𝑅𝑆𝐴 = 5
𝑒𝜇

2𝜋2
. (27)

Так как результат совпадает с полученным из топологических соображе­

ний, а топологические свойства теории одинаковы при любых 𝑚 > 0, сде­

лан вывод о независимости результата от константы связи 𝑚. В ходе явно­

го вычисления сложно понять структуру результата, а также возникают

вопросы о возможных вкладах ∼ 𝑚−2,𝑚−4 и вкладах духовых степеней

свободы.

В главе 4 исследуется киральный вихревой эффект в системе невза­

имодействующих Дираковских фермионов, ограниченной внутренней по­

верхностью цилиндра и вращающейся как целое с постоянной угловой ско­

ростью вокруг оси цилиндра. На цилиндрической границе наложены гра­

ничные условия типа ‘MIT-bag’. С помощью численных расчётов изучена

плотность аксиального тока во всём объёме системы, а не только на оси
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вращения, при разных значениях параметров [III; IV]. При сравнимой с

радиусом цилиндра длине свободного пробега, плотность аксиального тока

на оси вращения отличается от стандартного аналитического результата.

Также рассмотрена фаза ‘топологического изолятора’, то есть случай боль­

шой по сравнению с обратным радиусом цилиндра Дираковской массы. В

таком случае аксиальный ток течёт только вдоль границы и насыщается

‘лёгкими’ модами, локализованными на границе.

Рассмотрение вращающейся с угловой скоростью Ω системы Дира­

ковских фермионов 𝜓 осложняется тем, что достаточно далеко от оси ли­

нейная скорость Ω𝑟0 = 1 формально равна скорости света — возникает

горизонт. Постановка и решение такой задачи требует изучения фермио­

нов в искривлённом пространстве.

Вместо этого, рассмотрена более естественная для физики конденси­

рованного состояния задача — система ограничена внутренней поверхно­

стью цилиндра радиуса 𝑅, Ω𝑅 < 1. На границе с нормалью 𝑛𝜇 наложены

граничные условия типа MIT-bag

0 = (𝑖𝛾𝜇𝑛𝜇 − 𝑒𝑖𝛾5Θ)𝜓|𝑟=𝑅 (28)

сохраняющие эрмитовость гамильтониана Дирака и алгебраически обра­

щающие в ноль ток сквозь границу 𝜓𝛾𝜇𝜓 𝑛𝜇 = 0. Рассмотрен случай ки­

рального угла Θ = 0, хотя его значения заметно модулируют поле внутри

системы.

Граничные условия приводят к условию квантования поперечного им­

пульса 𝑞 вида

j2𝑚 − 2𝑀

𝑞
j𝑚 − 1 = 0, j𝑚(𝑞) =

𝐽𝑚(𝑞𝑅)

𝐽𝑚+1(𝑞𝑅)
. (29)

Функции Бесселя возникли в этом уравнении как убывающие на беско­

нечности собственные функции оператора Лапласа в цилиндрических ко­

ординатах. Однако, в ограниченной системе допустимы также решения,

возрастающие с радиусом, чему отвечают мнимые значения поперечно­

го импульса 𝑞 = 𝑖𝜈. Такие моды, локализованные на поверхности цилин­

дра, существуют при достаточно большой Дираковской массе 𝑀 в коли­

честве 2⌊𝑀𝑅⌋ штук и имеют сравнительно малую эффективную массу√︀
𝑀2 − 𝜈2𝑚 ≈ |𝑗𝑧|

𝑅 . Поэтому систему с 𝑀𝑅 ≫ 1 можно называть “топо­

логическим изолятором”.
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Вращение введено как модификация действия согласно принципу

“вращение — химический потенциал для углового момента”

𝛿𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥 Ω𝑘𝜖0𝑘𝑖𝑗

1

2
𝜓

(︂
𝛾0{𝑥𝑖,𝑃 𝑗} − 𝛾0{𝑥𝑗 , 𝑃 𝑖}+ {𝛾0, 1

2
Σ𝑖𝑗}

)︂
𝜓. (30)

При использовании данных граничных условий вакуум вращающейся си­

стемы совпадает с вакуумом покоящейся системы, то есть для любой моды

с квантовыми числами 𝑗, в том числе проекции момента на ось вращения

𝑗𝑧, и энергией 𝑤𝑗 в покоящейся системе выполняется

sign𝑤𝑗 = sign(𝑤𝑗 − 𝑗𝑧Ω). (31)

Аналитическое вычисление аксиального тока ⟨𝜓𝛾5𝛾⃗𝜓⟩ возможно толь­
ко на оси вращения, где в нуль обращаются все функции Бесселя, кро­

ме нулевой (то есть достаточно рассмотреть только две моды со спинами

‘вверх’-‘вниз’ с нулевым орбитальным моментом), и при сравнительно ма­

лой длине свободного пробега, (то есть при достаточно большой температу­

ре 𝑇 ≫ 𝑅−1 так что суммирование по конкретному дискретному спектру

поперечного движения можно заменить на интегрирование по непрерыв­

ному спектру; на практике достаточно 𝑇 > 0.5𝑅−1). Чтобы продвинуться

дальше, пришлось прибегнуть к численным расчётам — суммированию по

спектру матричного элемента плотности аксиального тока, взвешенного с

распределением Ферми-Дирака, и изображению полученных результатов

на графиках.

Идея о подобии поля скоростей макроскопического движения сре­

ды калибровочному полю 𝐴𝜈 → −𝜇𝑢𝜈 (в случае простого вращения 𝑢 =

𝛾(𝑟)(1, − Ω𝑦,Ω𝑥,0)𝑇 , 𝛾−1 =
√
1− Ω2𝑟2) также не позволяет аналитически

продвинуться дальше, так как описание гидродинамики и термодинамики

движущейся термальной среды технически не проще оригинальной поста­

новки задачи само по себе и также зависит от инфракрасных свойств рас­

сматриваемой системы. Показано, что попытки получить новые аналитиче­

ские результаты переносом формул из теории кирального разделительного

эффекта (аналогом магнитного поля выступает завихрённость поля скоро­

стей) не приводят к успеху.
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Аналитические результаты для плотности тока на оси вращения в

указанных пределах применимости

⟨𝑗𝑧5 (0)⟩𝛽,𝜇 = Ω

(︂
𝑇 2

6
+

𝜇2

2𝜋2

)︂
, (32)

⟨𝑗𝑧5 (0)⟩𝛽,𝑀 =
2Ω𝑇 2

𝜋2

∫︁ ∞

𝑀/𝑇

𝑧𝑑𝑧

𝑒𝑧 + 1
, ⟨𝑗𝑧5 (0)⟩|𝜇|−𝑀≫𝑇 = Ω

|𝜇|
√︀
𝜇2 −𝑀2

2𝜋2
(33)

подтверждаются численными расчётами.

Также обсуждается [IV] дополнительный “вакуумный вклад” Ω3

24𝜋2 в

(32), который, строго говоря, является превышением точности, но может

быть получен в ходе аналитических вычислений. Показано, что так как в

системе с границей вакуум покоящейся системы переходит в вакуум враща­

ющейся системы, при физических значениях угловой скорости Ω𝑅 < 1 об­

суждаемый вклад в эффект равен нулю, а в нефизической области Ω𝑅 > 1

нарушается свойство “сохранения вакуума” (31), и при Ω𝑅≫ 1 достигается

предсказываемое аналитически выражение.

Оказалось, что вклады мод с ненулевыми орбитальными моментами

и эффекты конечного размера существенны не только вблизи границы, но

и в окрестности оси вращения. Так, в безмассовом случае, значение плот­

ности тока резко отклоняется от (32) при отдалении от оси вращения и

может менять знак. При малой температуре, зависимость плотности акси­

ального на оси вращения от химического потенциала осциллирует (подоб­

но эффекту де Гааза – ван Альфена) — ток скачкообразно возрастает при

достижении химическим потенциалом величины очередного дискретного

значения поперечного импульса.

В режиме “топологического изолятора”, при малых по сравнению с

массой температуре и химическом потенциале, обычные моды ожидаемо

термодинамически подавлены и аксиальный ток на оси вращения отсут­

ствует, в то время как ‘лёгкие’ граничные моды создают аксиальный ток

кирального вихревого эффекта на границе системы.

В заключении перечисляются результаты работы, формулируются

и обсуждаются некоторые оставшиеся открытыми вопросы в области ки­
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рального транспорта, а также перспективы использованных в данной ра­

боте методов исследования для изучения свойств квантовых материалов.
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V. E. Ambru ş, E. Winstanley // Phys. Rev. D. — 2016. — т. 93,

вып. 10. — с. 104014.

71. Duffy, G. Rotating quantum thermal distribution [текст] / G. Duffy,

A. C. Ottewill // Phys. Rev. D. — 2003. — т. 67, вып. 4. — с. 044002.

72. Chernodub, M. N. Effects of rotation and boundaries on chiral symmetry

breaking of relativistic fermions [текст] / M. N. Chernodub, S. Gongyo //

Phys. Rev. D. — 2017. — т. 95, вып. 9. — с. 096006.

73. Analogy between rotation and density for Dirac fermions in a magnetic

field [текст] / H.-L. Chen [и др.] // Phys. Rev. D. — 2016. — т. 93,

вып. 10. — с. 104052.

74. Discovery of a Three-Dimensional Topological Dirac Semimetal,

Na<sub>3</sub>Bi [текст] / Z. K. Liu [и др.] // Science. — 2014. —

т. 343, № 6173. — с. 864—867.

75. Observation of a three-dimensional topological Dirac semimetal phase

in high-mobility Cd3As2. [текст] / M. Neupane [и др.] // Nature

communications. — 2014. — т. 5. — с. 3786.

76. Experimental realization of a three-dimensional Dirac semimetal.

[текст] / S. V. Borisenko [и др.] // Physical review letters. — 2014. —

т. 113 2. — с. 027603.

77. Liu, C.-X. Chiral gauge field and axial anomaly in a Weyl semimetal

[текст] / C.-X. Liu, P. Ye, X.-L. Qi // Phys. Rev. B. — 2013. — т. 87,

вып. 23. — с. 235306.

78. Zubkov, M. Wigner transformation, momentum space topology, and

anomalous transport [текст] / M. Zubkov // Annals of Physics. —

2016. — т. 373. — с. 298—324.

79. Zubkov, M. A. Absence of equilibrium chiral magnetic effect [текст] /

M. A. Zubkov // Phys. Rev. D. — 2016. — т. 93, вып. 10. — с. 105036.

28



80. Khaidukov, Z. V. Chiral separation effect in lattice regularization

[текст] / Z. V. Khaidukov, M. A. Zubkov // Phys. Rev. D. — 2017. —

т. 95, вып. 7. — с. 074502.

81. Ebihara, S. Boundary effects and gapped dispersion in rotating fermionic

matter [текст] / S. Ebihara, K. Fukushima, K. Mameda // Physics

Letters B. — 2017. — т. 764. — с. 94—99.

82. Chernodub, M. N. Edge states and thermodynamics of rotating

relativistic fermions under magnetic field [текст] / M. N. Chernodub,

S. Gongyo // Phys. Rev. D. — 2017. — т. 96, вып. 9. — с. 096014.

83. Optical spectroscopy study of the three-dimensional Dirac semimetal

ZrTe 5 [текст] / R. Chen [и др.] // Physical Review B. — 2015. — т. 92,

№ 7. — с. 075107.

84. Kumar, D. Observation of 𝜋 Berry phase in quantum oscillations of

three-dimensional Fermi surface in topological insulator Bi2Se3 [текст] /

D. Kumar, A. Lakhani // physica status solidi (RRL)–Rapid Research

Letters. — 2015. — т. 9, № 11. — с. 636—640.

85. Experimental discovery of Weyl semimetal TaAs [текст] / B. Lv [и др.] //

Physical Review X. — 2015. — т. 5, № 3. — с. 031013.

86. Observation of the chiral-anomaly-induced negative magnetoresistance

in 3D Weyl semimetal TaAs [текст] / X. Huang [и др.] // Physical

Review X. — 2015. — т. 5, № 3. — с. 031023.

87. Observation of Weyl nodes in TaAs [текст] / B. Lv [и др.] // Nature

Physics. — 2015. — т. 11, № 9. — с. 724—727.

88. Quantum transport evidence for the three-dimensional Dirac semimetal

phase in Cd 3 As 2 [текст] / L. He [и др.] // Physical review letters. —

2014. — т. 113, № 24. — с. 246402.

89. Chernodub, M. N. Chiral anomaly in Dirac semimetals due to

dislocations [текст] / M. N. Chernodub, M. A. Zubkov // Phys. Rev.

B. — 2017. — т. 95, вып. 11. — с. 115410.

90. Room-temperature chiral charge pumping in Dirac semimetals [текст] /

C. Zhang [и др.] // Nature communications. — 2017. — т. 8, № 1. —

с. 1—9.

29



91. Ultrahigh mobility and giant magnetoresistance in the Dirac semimetal

Cd3As2 [текст] / T. Liang [и др.] // Nature materials. — 2015. — т. 14,

№ 3. — с. 280—284.

92. Cohen, T. D. Schwinger mechanism revisited [текст] / T. D. Cohen,

D. A. McGady // Physical Review D. — 2008. — т. 78, № 3. — с. 036008.

93. Schwinger, J. The Theory of Quantized Fields. I [текст] / J. Schwinger //

Phys. Rev. — 1951. — т. 82, вып. 6. — с. 914—927.

94. Nikishov, A. Pair Production by a Constant External Field [текст] /

A. Nikishov // SOVIET PHYSICS JETP. — 1970. — т. 30, № 4. —

с. 660—662.

95. Kim, S. P. Schwinger pair production in electric and magnetic fields

[текст] / S. P. Kim, D. N. Page // Physical Review D. — 2006. — т. 73,

№ 6. — с. 065020.

96. Nikishov, A. Barrier scattering in field theory. Removal of Klein paradox

[текст] / A. Nikishov // Nuclear Physics B. — 1970. — т. 21. —

с. 346—358.

97. Hansen, A. Klein’s Paradox and Its Resolution [текст] / A. Hansen,

F. Ravndal // Physica Scripta. — 1981. — т. 23, № 6. — с. 1036—1042.

98. Gavrilov, S. P. Vacuum polarization and particle creation in the presence

of a potential step [текст] / S. P. Gavrilov, D. M. Gitman // International

Journal of Modern Physics A. — 2016. — т. 31, 02n03. — с. 1641031.

99. Quantum Electrodynamics: With Unstable Vacuum [текст] / E. Fradkin

[и др.]. — Springer-Verlag, 1991.

100. Negative magnetoresistance in Dirac semimetal Cd3As2 [текст] / H. Li

[и др.] // Nature Communications. — 2016. — т. 7, № 1. — с. 10301.

101. Zubkov, M. A. Absence of equilibrium chiral magnetic effect [текст] /

M. A. Zubkov // Phys. Rev. D. — 2016. — т. 93, вып. 10. — с. 105036.

102. Zubkov, M. Emergent gravity and chiral anomaly in Dirac semimetals in

the presence of dislocations [текст] / M. Zubkov // Annals of Physics. —

2015. — т. 360. — с. 655—678.

30



103. Katsnelson, M. Euler–Heisenberg effective action and magnetoelectric

effect in multilayer graphene [текст] / M. Katsnelson, G. Volovik,

M. Zubkov // Annals of Physics. — 2013. — т. 331. — с. 160—187.

104. Zubkov, M. Schwinger pair creation in multilayer graphene [текст] /

M. Zubkov // JETP letters. — 2012. — т. 95, № 9. — с. 476—480.

105. Vilenkin, A. Equilibrium parity-violating current in a magnetic field

[текст] / A. Vilenkin // Phys. Rev. D. — 1980. — т. 22, вып. 12. —

с. 3080—3084.

106. Vilenkin, A. Quantum field theory at finite temperature in a rotating

system [текст] / A. Vilenkin // Phys. Rev. D. — 1980. — т. 21, вып. 8. —

с. 2260—2269.

107. Fukushima, K. Chiral magnetic effect [текст] / K. Fukushima,

D. E. Kharzeev, H. J. Warringa // Phys. Rev. D. — 2008. — т. 78,

вып. 7. — с. 074033.

108. Chernodub, M. N. Chiral sound waves in strained Weyl semimetals

[текст] / M. N. Chernodub, M. A. H. Vozmediano // Phys. Rev.

Research. — 2019. — т. 1, вып. 3. — с. 032040.

31



Абрамчук Руслан Алексеевич

Киральный недиссипативный транспорт в квантовых теориях поля и в

системах с индуцированной релятивистской инвариантностью

Автореф. дис. на соискание ученой степени канд. физ.-мат. наук

Подписано в печать . . . Заказ №

Формат 60×90/16. Усл. печ. л. 1. Тираж экз.

Типография


