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Общая характеристика работы 

Актуальность работы. 
Основная цель данной работы — нсследоваппе уточнений к пндпвпду-

а-чыюй эргоднчсской теореме Бнркгофа для снецналыгого класса адическпх 
aвтoмGpфпз^[oв. 

Пндпвпдуа-чышя эргодпческая теорема является центральным результа-
том в эргоднчсской теории. Рассмотрим автоморфизм Т, заданный па про-
странстве X с пнварнантной мерой р. Пусть д - суммируемая функция, 
X е X, ifi)^o ~ ннсловая последовательность, элементы которой определены 
значепнямп функции д вдоль траектории точки х, fi = д{Т'х). Тогда для 
/i-н.в. X существует предел 

1 
l i m i ^ / , . 
П-ЮО п ^ ' 

1 = 0 

Естественной задачей является задача об уточнении к эргоднчсской тео-
реме. Существуют различные подходы к этой задаче. Обычно носледова-
тачыюсть (fi) рассматривают как стационарную (в узком смысле) последо-
вательность случайных величин п для последовательпостп частичных сумм 

и 
S{n) = S|(n) : S{n) = 1 < n < -boo, исследуют вопрос о существова-

1 = 0 

НИН нормирующей последователыюстн коэффициентов г„, такой, чтобы рас-
нределення величин ^ ^ слабо сходились бы к некоторому распределению. 
Частным случаем этого подхода является нзученне с точки зрения централь-
ной предельной теоремы регулярных процессов, таких как автоморфизм Бер-
нуллн. В общем ачучае предельное распределение может и не существовать. 
Тогда иногда рассматривают вопрос о существоваппн поачсдователыюстп на-
туральных чисел Tij и нормирующих коэффициентов r j , таких, чтобы суще-
ствовач предел распределений В настоящей дпссертацин применяется 
другой подход. 

Аначизируя автоморфизм Паскачя, введенный в эргоднческую теорию 
А. М. Вершиком в работе [7] и активно изучавшийся впоследствии многими 
авторами (см. [8-11] и др.), К. Мела, Т. де ла Рю, Э. Жанврес и И. Веленик 



нашли замечательную новую сторону этой проблемы. Она заключается в воз-
можности стабилизации поведения специальным образом нормированных ко-
нечных последовательностей растущей длины частичных сумм ограниченных 
функций вдоль индивидуальных (односторонних) траекторий автоморфизма. 
Такой взгляд на эту проблему позволил на примере автоморфизма Паскаля 
проиллюстрировать новый подход, который отличается от рассматриваемых 
ранее тем, что возникающий предельный объект, получивший название пре-
делъной функции, имеет не стохастическую, а детерминистическую природу. 

Предложенный Т. де ла Рю, Э. Жанврес и И. Веленик в работе [12] 
объект может быть определен, вообще говоря, для произвольной чиатовой 
пооледователыюстп (/¡)^о- этого рассмотрим последовательность ее ча-
стичных сумм S{n) и, считая 5'(0) = О, доопределим ее с помощью линейной 
иптсриоляции на нецелые неотрицательные значения аргумента. Доопреде-
ленную таким образом непрерывную функцию обозначим через F. Рассмот-
рим последовательность непрерывных функций : [0,1] —> [—1,1], получа-
емых следующей перенормировкой функции F\ 

tin 

где нормирующие коэффициенты R^ канонически выбраны равными 
шах \F{t • п) — t • ̂ (71)]. Поскольку <^„(0) = <Рп{^) = О, функцию ip„ есте-
ственно назвать мостом. Нас пптерссует множество предельных точек по-
следоватачыюсти <Рп в равномерной метрике на [0,1]. 

Вернемся к последовательности /;, заданной равенством = д{Т'х) при 
фиксированной точке х. Соответствующую последовательность мостов будем 
обозначать через (р® 

Определение 1. Если для выбранных функции д и точки х Q X суще-
ствует такая последовательность Е N, что носледователышсть непре-
рывных функций V'x/^ii) сходится к (иенрерывиой) функции в равномер-
ной метрике на [0,1], то функцию (р = ip^ называют предельной функци-
ей, ее график предельной кривой, поатедователыюсть «моментов времени» 



/„ = /®(х) — стабилизирующей поогедовательиостью, а последовательность 
= ~ нормирующей последовательностью. Непрерывным предель-

ным мостом автоморфизма (Х,Г) для функции д в точке х называется 
четверка [Ц^^ы • 

Отметим, что сходимость по Чсзаро последовательности (/„) и влечет 
для нормирующего коэффициента Д„ соотпошенпе Н„ = о(/„). 

Определение 2. Нснрерывпын предельный мост (х, 
для функции д в точке х назовем существенным, если для любого е > О 
выполнено соотпошенпе ' = о(/?,г). 

Для некоторых функций д п точек х авторы работы [12] наблюдали 
сходимость мостов к пределыюн фупкцнп типа знаменитой функции Такагн. 
Функция Такагн, определенная в [13], является одним из ранних примеров ни-
где не дифференцируемых функции н строится на основе последовательности 
аппроксимаций. В работе [12] авторы выдвинули гипотезу, что их результат 
справедлив для более широкого класса функций, и предложили проверить 
ряд нредноложепий, основанных иа компьютерных экспериментах, для дру-
гих динамических систем. 

В этой работе мы будем предполагать, что динамика задана некоторым 
адическим автоморфизмом. Адические автоморфизмы (см. определение ни-
же) введены в эргодическую теорию А. М. Всршнком в работе [14], их рас-
смотрение не является ограничивающим предположением в силу следующей 
важной теоремы: 

Теорема. (А. М. Всршнк [7]). Всякий эргодический автоморфизм, задан-
ный на пространстве Лебега-Рохлина, изоморфен некоторому адическому 
автоморфизму. Более того, изоморфизм моэюет быть построен таким об-
разом, что всякая счетная плотная инвариантная подалгебра измеримых 
множеств перейдет в алгебру цтгипдрических множеств. 

Пространством, на котором задано аднческое нреобразованнс, является 
(нод)множсство путей (носледоватолыюстей ребер) бесконечного градунро-
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ванного графа - диаграммы Браттелп. На классах кофпннтных путей (т.е. 
путей, лежащих в одном классе хвостового разбиения) можно задать есте-
ственный (ко)лекспкографпческнй порядок, который определяет адическпй 
автоморфизм. Понятие адпческого нреобразованпя (п связанное с ним сим-
волическое представленпе) является одним пз наиболее удобных способов за-
дания дннамнкн (в иностранной литературе адпческос преобразование часто 
называют преобразованием Вершпка). 

В работах [7, 15-18] началось исследование комбинаторики марковских 
компактов (множеств путей на диаграммах Браттелп). В этой работе мы изу-
чим комбинаторную динамику конечных путей н определяемых нмн цилин-
дров. 

Чтобы получить пптересныс результаты, необходимо ограничиться неко-
торым классом аднческпх автоморфизмов. Мы опишем диаграммы Брат-
телп снецналыюго вида н зададим аднческнй порядок па путях. Рассмат-
риваемые нами диаграммы могут быть заданы производящим полиномом 

р{х) = По -Ь 012: 1- а^х'^ стененн с? 6 N и {0} с патуральнымп коэффпцпен-
тамп 01,0 < г < которые задают число ребер, соединяющих произвольную 
вершппу (п, к) с {п+ 1,к + г)-ой вершиной следующего уровня. Данные диа-
граммы являются самоподобнымп, т.е. нзоморфпы (как упорядоченные гра-
дупрованные графы, определение дано ппже) диаграммам, получаемым при 
сдвиге корневой вершины в любую из нижележащих. Множество путей в гра-
фе Браттелп В обозначим через Хр. На классах кофшштпых путей можно 
задать естественный (ко)лексикографический порядок который опреде-
ляет аднческнй автоморфизм Тр. При р{х) = ао,ао > 1, получаемый таким 
образом автоморфизм Тр является реалпзанпей станпопарного одометра. Прп 
й = degp > 1 получаемые автоморфизмы являются нестаннонарнымн, шш 
получили название полиномиальных адических автоморфизмов п нзучалнсь 
в работах К. Мела [19] н С. Бейлн ]20]. Наш подход к определению полшю-
мнальных аднческпх автоморфизмов является менее ограничительным: мы 
не ограничиваемся рассмотрением еднпствешюго «канонического» порядка, 
рассматривавшегося в работах [19] н [20]. Класс полнномнальпых аднческпх 
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автоморфизмов включает в себя (npiip(2;) = l+ar) знаменитый автоморфизм 

Паска.чя {I, Р), I = {0,1}°°. Согласно теореме до Фннеттн, множеством шша-

рнаптных эргоднчсскпх мер автоморфизма является семейство мер Бернуллн 
ос 

Hq = l — q). Важно отметить, что поныткп исследовать п обобщить свой-
1 

ства автоморфизма Паскаля являлись мотивацией для онределення понятия 

полиномиальных систем. lOiacc тех самоподобных адпческих систем, которые 

рассматриваются в данной работе, включает в себя класс нолнномнальных 

адпческих автоморфизмов п стационарных одометров. 

Сформулируем основные результаты из работы [12]. 

Теорема. ([12], теорема 2.4.) Пусть {I,P,Pq),q € (0,1), - автоморфизм 
Паскаля, ад- цилиндрическая функция. Тогда для pq-n.e. х предельная 
функция ífi^ е С[0,1] существует тогда и только тогда, когда функция 
д не когомологична константе. 

Также для функций, коррелирующих с простейшими цшшндрнческн-

мн фупкцпямн ri[x) = l{a.j=o}i гдс X = {xj)JL^ G I, авторы [12] показали, 

что почти всюду предельной кривой является обобщенная кривая Такагн 

(Определенная в работе [13] функция Такагп совпадает с функцией \Ty2-) 

Теорема. ([12], теорема 2.5.) Для цилиндрических функций д, удовлетворя-
ющих ycjioewo X í̂̂ i cov,,^5,r¿) > О, среди предельных функций содерэюится 
функция Tq. 

Для автоморфнз.ма Паскаля авторы работы [12] поставили задачу изу-

чить предельные кривые для произвольных цилиндрических функций, а так-

же обобщить полученные результаты на более широкий класс автоморфиз-

мов. 

Изучение предельных кривых является нетривиальной задачей п пред-

ставляет интерес в том числе из-за возппкповешш так называемых транзит-
ных режимов - наборов катастроф, которые происходят с (до)предельной 

функцией нрп вариации пути х. Некоторые примеры цилиндрических функ-

ций д и точек х £ I, нриводящих к таким режимам, были описаны в рабо-

те [12]. 

7 



Задача расширения класса адпческпх автоморфизмов, для которых мпк-
рофлуктуацпп частичных сумм цилиндрических функций приводят к пре-
дельным кривым, является первым шагом на пути создания общей теории 
данного типа флуктуаций. 

Цель диссертационной работы. Основная цель данной диссертации 
— изучить индивидуальные непрерывные мосты для ццлнндрпчсскпх функ-
ций в нолнномнальных аднчсскнх системах. 

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются 
новыми. Теорема 6 обобщает основной результат работы [12]. 

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретиче-
ский характер. Результаты днссертацнн могут быть применены в эргоднчо-
ской теории, теории булевых функций, комбинаторике п теории чисел. 

Методы исследований. 

При изучении непрерывных предельных мостов применялись комбина-
торные методы, методы гармонического анализа, теория классических орто-
гональных полиномов, теоретико-вероятностные методы (уточненная локаль-
ная предельная теорема В. В. Петрова для исачедования асимптотик поли-
номов Кравчука, теорема Одлыжко и Ричмонда об унимодальности сверток 
достаточно высокого порядка дискретных распреде.ченнй) и метод произво-
дящих функций для исследования полиномов Кравчука. 

Основные положения и результаты, выносимые на защиту: 

1. Найдено необходимое условие существования непрерывных предельных 

мостов. 

2. Доказано, что для нолнномнальных адпческпх систем данное условие 
является необходимым и достаточным. 

3. Построены примеры предельных кривых для полиномиальных адпче-
скпх автоморфизмов н изучены свойства их самоподобпя. 



4. Для автоморфизма Паскаля псатсдовапа комбинаторика цилиндриче-
ских функций н получено выражение частичных сумм через полиномы 
Кравчука. 

5. Исследовано аспмнтотнческос поведение полнно.мов Кравчука. 

6. Доказана гипотеза Т. де ла Рю, Э. Жанврес н И. Вслсннк о ноявлснпп 
в качестве предельной кривой обобщенной кривой Такагн для цилин-
дрических функций. 

Степепь достоверности и апробация результатов. Все результа-
ты, нрсдставлснныс в работе, являются достоверными, математически стро-
го доказанными фактами. Основные результаты неоднократно докладыва-
лись на Санкт-Петербургском семппарс но теории нредставлспнн н дннамп-
чсскнм системам, на международной конференции «Dynamics, Combinatorics, 
Representations» в Санкт-Петербурге в 2015 году н на конференции «New 
Advances in Symbolic Dynamics» в Марселе (.Пюмппн) в 2017 году. 

Публикации. Сеновные результаты днсссртацнн опубликованы в ше-
сти печатных работах в рецензируемых журналах [1-6] из Перечня ведущих 
рецензируемых журналов и изданий ВАК. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 
трех глав, заключения, библиографии н нрнложсння. Сбщнй объем днсссрта-
цнн 8G страниц. Библиография включает 39 наименований на 4 страницах. 

Содержание работы 

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, дано 
определение основного объекта, изучаемого в днсссртацнн - непрерывного 
предельного моста (предельной кривой), сформулирована цель псследованпй, 
приведено опнсашю структуры работы. 

Первая глава диссертации посвящена нахождению необходимых усло-
вий существования предельных кривых. В разделе 1.1 введены базовые но-

9 



пятпя - диаграмма Браттелп, цплппдрпчсская фупкцпя, адпчсскпй автомор-
физм II т. д., а также получено полезное для дальнейшего анализа выражение 
для частичных сумм, ностроенных но цилиндрической функции. В разделе 
1.2 получено необходимое условие существования непрерывного предельного 
моста (предельной кривой) для суммируемой функции д, которым является 
неограниченность роста ноатедователыюстн нормирующих коэффициентов 
Кп (теорема 1). Условие огранпченностн роста Д,, для н.в. х эквивалентно 
тому, что функция д когомологнчна константе (теорема 2). Для одометров 
цилиндрические функции являются когомологпчпымн константе (теорема 3) 
н, следовательно, не приводят к предельным кривым. 

Во второй главе исследуются непрерывные предельные мосты для по-
линомиальных автоморфизмов. В разделе 2.1 приводится конструкция таких 
автоморфизмов, структура ппварпантных эргоднческнх мер, а также основ-
ные свойства этих автоморфизмов. 

Рис. 1. Диаграмма Брателли, заданная производящим полиномом 1 + х -Ь З Д . 

Семейство инвариантных эргоднческнх мер, как н в случае автоморфиз-
ма Паскаля, представляет собой одпопараметрнческое семейство бернуллнев-
кпх мер Цq,q € (0,1/а^). Важную роль в комбинаторной динамике полино-
миальных автоморфизмов играют обобщенные биномиальные коэффициен-
ты - размерности вершин соответствующих диаграмм Враттелп. В разделе 
2.2 исслед^'ются некоторые свойства обобщенных биномиальных коэффици-
ентов, на основе которых в разделе 2.3 строится явная формула для номера 
конечного пути в лексикографическом порядке, определяющем данный авто-
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морфпзм. в разделе 2.4 вводится в рассмотрение обобщенная г-д-аднчсская 
система счисления на интервале [0,1], для которой мы полагаем г = р(1), 
q G (О, l/flrf). При г = 2, <7 = 1/2 она сводится к стандартному днаднчсскому 
представлению числа. Самонодобная структура диаграммы Браттсли иолнио-
миалыюго автоморфизма обеспечивает сходимость отношении размерностей 
нар вершин, разности соответствующих координат которых фиксированы, к 
точкам отрезка, имеющим стационарное (т.е. стабилизирующееся, начиная с 
некоторого номера) раз.чожсннс в г-ц-адической системе. В разде.чс 2.G доказа-
на следующая теорема (теорема 6) сущсствовання непрерывных предельных 
кривых - основной результат данной главы: 

Теорема. Пусть {X, Т, ц) - полиномиальная адичесшя система, ад- ци-
линдрическая фгупкция. Тогда для ц-п.в. х из nocJleдoвameльnocm•U индиви-
дуальных мостов {ср^ можно выбрать сходящуюся в sup-метрике на 
[0,1] подпоследовательность фгункций (y ' iPj j i , Ij = тогда и только 

тогда, когда функция д пекогомологична константе. 
(Функция д когомологична константе, ваш найдется такая функция 

h G ц), что д представляется в виде д = hoT - h + const.) 

Совместно с теоремой 3 она устанавливает, что условие некогомологич-
ностн цилиндрической функции константе является необходимым и доста-
точным условием сущсствовання непрерывного предельного моста в классе 
самонодобных аднчсскнх автоморфизмов, задаваемых полиномом р. 

В разделе 2.7 исачедуются примеры предельных кривых полнномн-
альпых автоморфизмов для «канонического» лексикографического порядка, 
определенного в работах [19] и ]20]. Все построенные примеры предельных 
кривых можно рассматривать как обобщенные (г-д-адическпе) кривые Така-
ги. При этом соответствующие непрерывные предельные мосты оказываются 
существенными. Таюке в этой части псачедованы свойства самонодобия и 
непрерывности данных кривых. Результаты этой части позволяют в разде-
ле 2.8 получить ана-читические доказательства некоторых нредноложений, 
сделанных авторами работы ]12] па основе ряда нроведеиных ими компью-
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тсрпых экспериментов. 
Третья глава диссертации иосвящеиа доказательству гипотезы 

Т. де ла Рю, Э. Жанврес и И. Веленик о том, что, в случае автоморфизма 
Паскачя, для всякой (некогомологичной константе) цилиндрической функ-
ции д можно построить такую стабилизирующую последовательность /„, что 
нределыюй функцией (с точностью до знака) будет являться обобщенная 
(днаднческая) функция Такагн € (0,1). 

Рис. 2. Графики функции Т ^ . 

Эту задачу можно свести к онпсаиню транзитных режимов (в которых 
могут возникнуть другие функции) и доказательству того, что множество 
путей, для которых они возникают, имеет меру ноль. Технически, изучение 
транзитных режимов требует глубокого ана.чиза асимптотик частичных сумм 
цилнпдрнчсскпх функций. Частичные суммы могут быть выражены через 
полиномы Кравчука, а исследование предельных кривых в транзитных ре-
жимах можно свести к рассмотрению специальных асимптотик (разностей) 
иолшюмов Кравчука. Результатом этого анализа является следующая теоре-
ма (теорема 8): 

Теорема. Пусть Р - автоморфизм Паска^гя, заданный на пространстве с 
мерой (/ , Б, £ (0,1), А € N м ^ € .̂ Л" " некогомологичная констан-
те цилиндрическая функция. Тогда для рд-п.в. х стабилизирующая после-
довательность 1п{х) может быть выбрана так, что предельной функцией 
оказывается обобщенная фг/нкция Такаги дсТд • 
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Доказательство теоремы проводится в несколько этапов. На первом эта-
не, в разделе 3.1, построен ортогональный базис пространства цилин-
дрических функций. В терминах ряда (суммы) Фурье но этой системе дано 
полное описание когомологичиых константе цнлиидричсских функций для 
автоморфизма Паскатя. На втором этане, в раздело 3.2, найдены формулы 
для частичных сумм базисных фзч1кций , í ^ О, представляющие собой (с 
точностью до нормировки) ортогоиачьныс полиномы Кравчз'ка. На третьем 
этане исследованы асимптотики полиномов Кравчука, на основе которых, в 
разделе 3.3, проведен анатнз транзитных режимов. Показано, что каждому 
транзитному режиму соответствует корень некоторого полинома Эрмнта, а 
также аналитически описаны предельные кривые, наблюдаемые в транзит-
ный режимах. 

Упорядоченные в лексикографическом порядке ссчсння единичного 
куба {0,1}" по вершинам с к единицами составляют башни, участвующие в 
аннрокснмацпп автоморфизма Паскаля. Они являются замечательными ком-
бинаторными объектами и связаны с теоремами Маколея и Круската-Като-
иы, линиями уровня функции 82 (п) (число единиц в двоичном представленнн 
целого неотрицательного числа п), а также теорией б^'левых функций. В раз-
деле 3.5 устанавливается эта связь и приводятся приложения полученных 
результатов к некоторым задачам теории булевых функций, комбинаторики 
н тсорнн чисел. 

В заключении кратко изложены основные результаты днсссртацнн. 
В приложении приведен список основных обозначений. 
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