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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ òðóäíîðåøàåìûå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè. Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è, çà-
êëþ÷àþùèåñÿ â îòûñêàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé (ìíîæåñòâ,
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð, ìàðøðóòîâ è ò.ä.), êîòîðûå ñîäåðæàò çà-
äàííûå òî÷êè â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå è îáëàäàþò ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ
ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîòÿæ¼ííîñòüþ ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé.

Áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ìîæíî îòíåñòè ê çàäà÷àì
êëàñòåðèçàöèè. Ñðåäè íèõ � çàäà÷à î ïîäìíîæåñòâå âåêòîðîâ ñ
ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì îò ñðåäíåãî,
êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè ñ ôèêñèðîâàííûì öåíòðîì îäíîãî
èç êëàñòåðîâ, çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì øàðå, îõâàòûâàþùåì çàäàííîå
÷èñëî òî÷åê, çàäà÷à î ïîäìíîæåñòâå âåêòîðîâ ñ ñóììîé ìàêñèìàëüíîé
äëèíû, à òàêæå èíêðåìåíòíàÿ è èåðàðõè÷åñêàÿ çàäà÷è î ìåäèàíå â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå âåðñèè èçâåñòíûõ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè: çàäà÷è
êîììèâîÿæ¼ðà íà ìàêñèìóì, ìàêñèìèçàöèîííîé çàäà÷è î íåñêîëüêèõ
áðîäÿ÷èõ òîðãîâöàõ è çàäà÷è î öèêëîâîì ïîêðûòèè ìàêñèìàëüíîãî
âåñà ñ êîìïîíåíòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Öåëü äèññåðòàöèè � èññëåäî-
âàíèå âîïðîñîâ àëãîðèòìè÷åñêîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè óêàçàííûõ è
ñõîäíûõ ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷, ðàçâèòèå è îáîñíîâàíèå ðåçóëüòàòèâíûõ
ìåòîäîâ è òåõíèê, îáåñïå÷èâàþùèõ èõ ðåøåíèå.

Ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè è ìàðøðóòèçàöèè èìåþò øè-
ðîêèé êðóã ïðèëîæåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëü-
íîñòè. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ìíîãèå îáñòîÿòåëüñòâà è òðå-
áîâàíèÿ, âîçíèêàþùèå â ðåàëüíîñòè, äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàþòñÿ
â òåðìèíàõ ìíîãîìåðíûõ âåêòîðîâ (òî÷åê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà),
âåêòîðíûõ íîðì, îïåðàöèé ñ âåêòîðàìè, ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ âåêòîðîâ, à òàêæå ìàðøðóòîâ, ñâÿçûâàþùèõ ýòè âåêòîðû. Ïî-
ýòîìó èçó÷åíèå ïðîáëåì è âîçìîæíîñòåé, âîçíèêàþùèõ â èäåàëèçèðî-
âàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, äà¼ò êà÷åñòâåííóþ îöåíêó òîãî, ÷òî
ñëåäóåò îæèäàòü íà ïðàêòèêå, à ðàçðàáîòàííûå äëÿ ýòèõ ìîäåëåé àëãî-
ðèòìû ïîìîãàþò íàõîäèòü ðàçóìíûå, ìàòåìàòè÷åñêè àðãóìåíòèðîâàí-
íûå ðåøåíèÿ ñëîæíûõ æèçíåííûõ çàäà÷.

Äàæå åñëè ïîñòàíîâêà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íå îáÿçûâàåò èíòåð-
ïðåòèðîâàòü å¼ âõîäíûå äàííûå êàê ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, òàêàÿ èí-
òåðïðåòàöèÿ ìîæåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è, ïîñêîëüêó
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îíà ïîçâîëÿåò îïèðàòüñÿ íà äîïîëíèòåëüíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíôîð-
ìàöèþ è ãåîìåòðè÷åñêèå ôàêòû. Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî áîëüøèíñòâî èí-
òåðåñíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ âñå ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è,
NP-òðóäíû è ìíîãèå èç íèõ ïëîõî àïïðîêñèìèðóåìû, âûáîð ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ýòèõ çàäà÷ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàçóìíûì êîìïðîìèñ-
ñîì ìåæäó îáùíîñòüþ çàäà÷è è òî÷íîñòüþ å¼ ðåøåíèÿ çà ïðèåìëåìîå
âðåìÿ. Íåñëó÷àéíî íåïðåìåííûì ýëåìåíòîì ñïèñêà òåîðåòè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ äëÿ âñåõ âàæíåéøèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ÿâ-
ëÿþòñÿ àíàëèç ñëîæíîñòè è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Ìíîãèå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
ñâîäÿòñÿ ê ïîèñêó íàèëó÷øåãî ïîäìíîæåñòâà çàäàííîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê, èñõîäÿ èç íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ðåøå-
íèé. Ïî ñóòè, ðå÷ü èä¼ò î ðàçíîâèäíîñòè çàäà÷ êëàñòåðèçàöèè, â
êîòîðûõ êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ðàâíî äâóì. Â äèññåðòàöèè èññëåäó-
þòñÿ íåñêîëüêî çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà ñ êðèòåðèÿìè, îïèñûâàþùèìè
ãåîìåòðè÷åñêóþ áëèçîñòü âûáðàííûõ âåêòîðîâ. Èññëåäîâàíèþ àëãî-
ðèòìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòèõ çàäà÷ ïîñâÿòèëè ñâîè ðàáîòû J. Matou�sek,
M. Sharir, P.K. Agarwal, S. Har-Peled, D. Eppstein, À.Â. Êåëüìàíîâ,
À.Â. Ïÿòêèí, Ý.Õ. Ãèìàäè è äð. ×àùå âñåãî îñíîâíîé öåëüþ èññëå-
äîâàòåëåé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà çàäàííûå âåêòîðû ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâó ìàëîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè, íàïðèìåð, åâêëè-
äîâîé ïëîñêîñòè. Ïðèîðèòåòîì è îñîáåííîñòüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ, íå ïîäâåðæåííûõ �ïðîêëÿòèþ ðàçìåðíîñòè�,
ò.å. ýôôåêòèâíûõ â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ íåîãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé, çàäàííîé íà âõîäå çàäà÷è. Â ýòîì
ñëó÷àå âåêòîðû âõîäíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
íàáîðû õàðàêòåðèñòèê ñëîæíûõ îáúåêòîâ � èçìåðåíèÿ òåõíè÷åñêèõ
ïðèáîðîâ, ýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ïðåäïðèÿòèé, ôîíäîâûå èíäåê-
ñû, ðåçóëüòàòû ñîöèàëüíîãî àíêåòèðîâàíèÿ è ò.ä. Ìîòèâàöèåé äëÿ
äàííîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ñëóæèò òîò ôàêò, ÷òî îäíîé èç
íàñóùíûõ çàäà÷ âåêà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÿâëÿåòñÿ àíàëèç
è ñòðóêòóðèðîâàíèå áîëüøèõ äàííûõ (big data), îõâàòûâàþùèõ íå
òîëüêî áîëüøîå êîëè÷åñòâî îïèñûâàåìûõ îáúåêòîâ, íî è çíà÷èòåëüíîå
ìíîæåñòâî èõ ñâîéñòâ, äîñòóïíûõ äëÿ ó÷¼òà.

Íå ìåíåå àêòóàëüíîé çàäà÷åé êëàñòåðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàññìàòðèâà-
åìàÿ â äèññåðòàöèè çàäà÷à î k-ìåäèàíå, êîòîðóþ ìîæíî âîñïðèíèìàòü
êàê çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà êëèåíòîâ íà k êëàñòå-
ðîâ ñ öåíòðàìè èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà òî÷åê (ïðåäïðèÿòèé). Â êîíöå
XX âåêà R. Mettu è G. Plaxton ïðåäëîæèëè èíêðåìåíòíûé ïîäõîä ê
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èçó÷åíèþ ýòîé çàäà÷è, îïèñûâàþùèé ìîäåëü ðàñòóùåé ýêîíîìèêè. Îí
ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ìíîæå-
ñòâà êëèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íå ðàçîâîé àêöèåé, à ïðîäîëæèòåëüíûì ïðî-
öåññîì, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îòêðûòûå ê ýòî-
ìó âðåìåíè ïðåäïðèÿòèÿ îáðàçîâûâàëè êà÷åñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î
ìåäèàíå ñîîòâåòñòâóþùåé ìîùíîñòè. Çíà÷èìûé âêëàä â èññëåäîâàíèå
èíêðåìåíòíîé çàäà÷è î ìåäèàíå âíåñëè M. Chrobak, D.P. Williamson,
C. Kenyon, N.E. Young è äð. Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ðàíåå íå èçó-
÷åííûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì ïðåäïðèÿòèÿ è
êëèåíòû ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè ñîñòîÿò â îòûñêàíèè îïòèìàëüíîãî
ðàçáèåíèÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íà íåñêîëüêî êëàñòåðîâ, òî
â çàäà÷àõ ìàðøðóòèçàöèè ïðåñëåäóåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîòè-
âîïîëîæíàÿ öåëü: ñâÿçàòü çàäàííûå òî÷êè îäíèì ëèáî íåñêîëüêèìè
îïòèìàëüíûìè ìàðøðóòàìè. Âîçìîæíî, ñàìîé èçâåñòíîé òàêîé çàäà-
÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êîììèâîÿæ¼ðà, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè
â ïîëíîì ð¼áåðíî âçâåøåííîì ãðàôå ãàìèëüòîíîâà öèêëà ìèíèìàëüíîé
äëèíû. Â 80-å ãîäû XX âåêà ïîñëå ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ ìàòåìàòèêîâ
À.È. Ñåðäþêîâà è À.Â. Êîñòî÷êè íà÷àëîñü èíòåíñèâíîå èçó÷åíèå
ìàêñèìèçàöèîííîé âåðñèè ýòîé çàäà÷è (Max TSP). Ê ðàçðàáîòêå
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ å¼ ðåøåíèÿ ïîäêëþ÷èëèñü A. Barvinok,
G.J. Woeginger, D.S. Johnson, S.P. Fekete, B. Manthey, M. Bl�aser,
L. Kowalik, M. Mucha, Ì.È. Ñâèðèäåíêî è äð. Â äèññåðòàöèè èññëå-
äóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, â êîòîðîé âåðøèíû ãðàôà
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìíîãîìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà, à âåñà
ð¼áåð èíäóöèðîâàíû ïðîèçâîëüíîé çàäàííîé íîðìîé.

Åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè çàäà÷è Max TSP ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìè-
çàöèîííûå çàäà÷è î íåñêîëüêèõ ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòî-
íîâûõ öèêëàõ (�áðîäÿ÷èõ òîðãîâöàõ�) è öèêëîâîì ïîêðûòèè ãðàôà ñ
îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷èñëî è äëèíó öèêëîâ. Âåñîìûå ðåçóëüòàòû îá àëãî-
ðèòìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ýòèõ è äðóãèõ áëèçêèõ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè
ïîëó÷åíû À.À. Àãååâûì, À.Å. Áàáóðèíûì, À.Í. Ãëåáîâûì, Ä.Æ. Çàì-
áàëàåâîé, Ý.Õ. Ãèìàäè, Ì.Þ. Õà÷àåì è äð. Â äèññåðòàöèè èçó÷åí ðàíåå
íå èññëåäîâàííûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé, â êîòîðîì âåñà ð¼áåð ãðàôà
èíäóöèðîâàíû ïîëèýäðàëüíîé ìåòðèêîé.

Îáùåé ïðèâëåêàòåëüíîé ÷åðòîé ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòîòà è íàãëÿäíîñòü èõ ôîðìóëèðîâîê. Â òî æå âðåìÿ âñå îíè îòíîñÿòñÿ
ê ÷èñëó òðóäíîðåøàåìûõ è èìåþò ðÿä èíòðèãóþùèõ îòêðûòûõ âîïðî-
ñîâ, ñâÿçàííûõ ñ èõ òåîðåòè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ è àïïðîêñèìèðóåìî-
ñòüþ. Òàê, äî ïîÿâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè îòêðûòûì áûë âî-
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ïðîñ î òî÷íîñòè ýôôåêòèâíîé àïïðîêñèìàöèè êàæäîé èç ðàññìàòðèâà-
åìûõ çàäà÷ âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ â ñëó÷àå íåôèêñèðîâàííîé
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè
íåêîòîðûõ èç ýòèõ çàäà÷ çà ëèíåéíîå èëè ïî÷òè ëèíåéíîå âðåìÿ â ñëó-
÷àå, êîãäà çàäàííûå òî÷êè ëåæàò íà ïëîñêîñòè. Òî÷íîñòü àëãîðèòìîâ
ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ èíêðåìåíòíîé çàäà÷è î ìåäèàíå îòëè÷àåòñÿ
îò óñòàíîâëåííûõ äëÿ íå¼ ïîðîãîâ íåïðèáëèæàåìîñòè â íåñêîëüêî ðàç
äàæå â ïðîñòåéøåì îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ñóùå-
ñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äâóìåðíîé åâêëèäîâîé
çàäà÷è Max TSP.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè çàäà÷è ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñ íå òîëüêî ñ ïðàêòè÷åñêîé, íî è òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ. Èçó÷åíèå èõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ âîñòðåáîâàííûì
è ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé, ñïîñîáñòâóþùèì çàïîë-
íåíèþ áåëûõ ïÿòåí â çíàíèÿõ îá ýòèõ çàäà÷àõ, à òàêæå ïîÿâëåíèþ
íîâûõ èäåé, ïîëåçíûõ äëÿ ðåøåíèÿ è àíàëèçà äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

Öåëü ðàáîòû � ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, íàïðàâëåí-
íîãî íà ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ:

à) ðàçðàáîòêó ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàí-
òèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè;

á) óñòàíîâëåíèå ëèáî óòî÷íåíèå ñëîæíîñòíîãî ñòàòóñà èññëåäóåìûõ
çàäà÷, ïîëó÷åíèå òåîðåòè÷åñêèõ ïîðîãîâ òî÷íîñòè èõ àïïðîêñèìàöèè â
êëàññå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ;

â) âûÿâëåíèå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü
ðåøåíû ëèáî àïïðîêñèìèðîâàíû ýôôåêòèâíî;

ã) ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ èõ òî÷íîãî ëèáî ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ,
ìåíåå òðóäî¼ìêèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâóþùèìè àëãîðèòìàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îáîñíîâàíèå âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ
àëãîðèòìîâ ïðîâîäèòñÿ ïóò¼ì äîêàçàòåëüñòâà ãàðàíòèðîâàííûõ
(àïðèîðíûõ) îöåíîê èõ òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-
þòñÿ áàçîâûå ôàêòû èç àíàëèòè÷åñêîé è âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè,
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
òåîðèè ãðàôîâ, à òàêæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ âûïóêëîãî è
ïîëóîïðåäåë¼ííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ
ïðè¼ìîâ òåîðèè ñëîæíîñòè, òàêèõ êàê ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü è
ñâîäèìîñòü, ñîõðàíÿþùàÿ àïïðîêñèìàöèè.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. (Äëÿ êàæäîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíû
ññûëêè íà æóðíàëüíûå ñòàòüè àâòîðà.)

1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îòûñêàíèÿ ïîä-
ìíîæåñòâ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå íåôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè, îñ-
íîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè öåíòðîâ èñêîìûõ ïîäìíîæåñòâ òî÷êàìè
àôôèííûõ îáîëî÷åê íàáîðîâ âõîäíûõ âåêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû
ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæ¼ííûå ñõåìû (PTAS) äëÿ çàäà÷è î ïîäìíîæå-
ñòâå âåêòîðîâ ñ ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì
îò ñðåäíåãî [A6] è êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè ñ ôèêñèðîâàí-
íûì öåíòðîì îäíîãî èç êëàñòåðîâ [A1].

2. Óñòàíîâëåíà ñëîæíîñòü çàäà÷è î ìèíèìàëüíîì øàðå, îõâàòû-
âàþùåì çàäàííîå ÷èñëî òî÷åê, â ïðîñòðàíñòâàõ íåôèêñèðîâàííîé
ðàçìåðíîñòè: ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ýòà
çàäà÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå è ïðè óñëîâèè P 6=NP íå àïïðîê-
ñèìèðóåìà ñ ïîìîùüþ ïîëíîñòüþ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæ¼ííûõ
ñõåì (FPTAS) [A7, A8]; äîêàçàíî, ÷òî åñëè P6=NP, òî íàèëó÷øèå
âîçìîæíûå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷è ñ íîðìîé `∞ è
îáùåé ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è èìåþò òî÷íîñòü 2 [A15].

3. Ðåø¼í âîïðîñ î ñëîæíîñòè àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è î ïîäìíîæåñòâå
âåêòîðîâ ñ ñóììîé ìàêñèìàëüíîé äëèíû â ïðîñòðàíñòâàõ íåôèêñèðî-
âàííîé ðàçìåðíîñòè: óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ
òî÷íîñòüþ

√
2/π è ïðè óñëîâèè P 6=NP íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûõ

àëãîðèòìîâ ñ ëó÷øåé òî÷íîñòüþ; ïîêàçàíî, ÷òî åñëè P 6=NP, òî çàäà÷à ñ
íîðìîé `p, p ∈ [1,∞), ïîëèíîìèàëüíî àïïðîêñèìèðóåìà ñ êîíñòàíòíîé
òî÷íîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ≤ 2; äëÿ êàæäîé èç íîðì `p
ïîëó÷åíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè èññëåäó-
åìîé çàäà÷è â êëàññå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ [A13, A17].

4. Ðàçðàáîòàíû òî÷íûå àëãîðèòìû ñ ìåíüøåé â ñðàâíåíèè ñ èçâåñò-
íûìè àëãîðèòìàìè òðóäî¼ìêîñòüþ, ïîëèíîìèàëüíîé ïðè ôèêñèðîâàí-
íîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, äëÿ çàäà÷è î ïîäìíîæåñòâå âåêòîðîâ
ñ ñóììîé ìàêñèìàëüíîé äëèíû â ïðîèçâîëüíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ìîäèôèêàöèè ýòîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèåì íà ìîùíîñòü èñ-
êîìîãî ïîäìíîæåñòâà è êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè ñ ôèêñè-
ðîâàííûì öåíòðîì îäíîãî èç êëàñòåðîâ [A17, A10, A9].

5. Ïðåäëîæåíû ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû ñ ëó÷øèìè â ñðàâíåíèè
ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè îöåíêàìè òî÷íîñòè äëÿ èíêðåìåíòíîé è
èåðàðõè÷åñêîé çàäà÷ î ìåäèàíå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå [A16, A4].
Îòäåëüíî èññëåäîâàí ñëó÷àé, â êîòîðîì ïðåäïðèÿòèÿ è êëèåíòû ðàñ-
ïîëîæåíû â òî÷êàõ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé [A3, A4].
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6. Ïîñòðîåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà íà ìàêñèìóì â ïðîèçâîëüíîì
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé ïðè ëþáîé
ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà [A5, A14].

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îðèãèíàëüíîñòü è íàó÷íàÿ íîâèçíà ïåðå÷èñ-
ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì (ïî êàæäîìó ðåçóëüòàòó).

1. Ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâà-
åìûõ êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ êëàñòåðèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè ïðèáëè-
æ¼ííûìè ñõåìàìè PTAS äëÿ ýòèõ çàäà÷ ïðè íåôèêñèðîâàííîé ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò èçâåñòíûå
ôàêòû î òîì, ÷òî ïðè óñëîâèè P 6=NP ýòè çàäà÷è íå àïïðîêñèìèðóåìû
ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæ¼ííûõ ñõåì FPTAS.

2. Äî ïîÿâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñëîæíîñòü çàäà÷è î ìèíè-
ìàëüíîì øàðå, îõâàòûâàþùåì çàäàííîå ÷èñëî òî÷åê, â ïðîñòðàíñòâàõ
íåôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ñ íîðìàìè `2 è `∞ áûëà íåèçâåñòíà. Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò èçâåñòíûé ôàêò î òîì, ÷òî â ñëó÷àå
åâêëèäîâîé íîðìû ýòà çàäà÷à àïïðîêñèìèðóåìà ñ ïîìîùüþ ïðèáëè-
æ¼ííîé ñõåìû PTAS.

3. Äî ïîÿâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîé
àïïðîêñèìèðóåìîñòè çàäà÷è î ïîäìíîæåñòâå âåêòîðîâ ñ ñóììîé ìàê-
ñèìàëüíîé äëèíû â ïðîñòðàíñòâàõ íåôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè áûë
îòêðûò. Èññëåäîâàí íå òîëüêî ñëó÷àé åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, íî è
ìàëîèçó÷åííûé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ ñ ïðîèçâîëüíîé íîðìîé `p.

4. Ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ î ñóì-
ìèðîâàíèè âåêòîðîâ ïðåâîñõîäÿò èçâåñòíûå òî÷íûå àëãîðèòìû â áûñò-
ðîäåéñòâèè. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèåì
íà ìîùíîñòü èñêîìîãî ïîäìíîæåñòâà ïðåäëîæåíà îðèãèíàëüíàÿ èäåÿ
ñâåä�åíèÿ ýòîé çàäà÷è ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ åâêëèäîâûõ äèàãðàìì Âî-
ðîíîãî âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

5. Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîéñòâà èíêðåìåíòíîé è èåðàðõè÷åñêîé çà-
äà÷ î ìåäèàíå â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ èññëåäîâàíû âïåðâûå.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ òî÷íîñòè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ðàçðàáîòàíà
îðèãèíàëüíàÿ òåõíèêà ïîñëåäîâàòåëüíîãî óïðîùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêè ðàçðåøèìûõ
íàèõóäøèõ ñëó÷àåâ.

6. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿ-
æ¼ðà íà ìàêñèìóì ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ýôôåêòèâíûì àëãîðèòìîì, êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ ëþáîé
âûáðàííîé òî÷íîñòüþ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé íîðìû, çàäàííîé íà âõî-
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äå çàäà÷è. Äàííûé àëãîðèòì îáîáùàåò è ðàçâèâàåò èäåè èçâåñòíîãî
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî àëãîðèòìà äëÿ åâêëèäîâîé çàäà÷è Max TSP.

Íà çàùèòó âûíîñèòñÿ ñîâîêóïíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäîâà-
íèþ âîïðîñîâ àïïðîêñèìèðóåìîñòè òðóäíîðåøàåìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷ êëàñòåðèçàöèè è ìàðøðóòèçàöèè, âêëþ÷àÿ îðèãèíàëüíûå ýôôåê-
òèâíûå àëãîðèòìû ñ òåîðåòè÷åñêèìè ãàðàíòèÿìè êà÷åñòâà è óñòàíîâ-
ëåííûå ïðåäåëû òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ýòèõ çàäà÷.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû äàþò îòâåò íà ðÿä îòêðûòûõ âîïðîñîâ îá àëãîðèòìè÷åñêèõ ñâîé-
ñòâàõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Âìåñòå ñ òåì áîëüøèíñòâî ýòèõ çàäà÷
èìåþò óáåäèòåëüíûå ñîäåðæàòåëüíûå èíòåðïðåòàöèè, ïîçâîëÿþùèå ãî-
âîðèòü î ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Âñå ðàçäåëû äèññåðòàöèè ïðîøëè àïðîáàöèþ
íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: ¾Ïðî-
áëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ¿, Îìñê, 2006, 2012,
2015; ¾Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé¿, Âëàäèâî-
ñòîê, 2007, Àëòàé, 2010, Íîâîñèáèðñê, 2013; Optimal Discrete Structures
and Algorithms (ODSA), Ðîñòîê, Ãåðìàíèÿ, 2010; ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëîæåíèÿ¿, Åêàòåðèíáóðã, 2011; ¾Ìåòîäû
îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Áàéêàë, 2011, 2017; ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ¿, Ïåòðîçàâîäñê, 2011; ¾Èíòåëëåêòóà-
ëèçàöèÿ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè¿, Áóäâà, ×åðíîãîðèÿ, 2012; European
Chapter on Combinatorial Optimization (ECCO), Ïàðèæ, 2013; ¾Äèñ-
êðåòíûå ìîäåëè è ìåòîäû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé¿, Íîâîñèáèðñê, 2013;
European Conference on Combinatorics, Graph Theory and Applications
(EuroComb), Ïèçà, Èòàëèÿ, 2013; ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìà-
òåìàòèêà¿, Íîâîñèáèðñê, 2017; ¾Analysis of Images, Social Networks, and
Texts¿ (AIST), Ìîñêâà, 2017; Computing and Combinatorics Conference
(COCOON), Ãîíêîíã, Êèòàé, 2017; Workshop on Approximation and
Online Algorithms (WAOA), Âåíà, 2017.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ¾Äèñêðåòíûå
ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé¿,
¾Äèñêðåòíûé àíàëèç¿ è îáùåèíñòèòóòñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñåìèíàðå
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 39 ðà-
áîò, ñðåäè êîòîðûõ 21 ñòàòüÿ â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ ëèáî
âêëþ÷¼ííûõ â áàçû äàííûõ Scopus è Web of Science, â òîì ÷èñëå 17
æóðíàëüíûõ ñòàòåé.
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Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Äèññåðòàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíûé
öèêë ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé àâòîðà, îáúåäèí¼ííûõ íå òîëüêî ïðåä-
ìåòîì, íî è ìåòîäàìè èññëåäîâàíèé. Â íåìíîãî÷èñëåííûõ ñîâìåñòíûõ
ðàáîòàõ ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò ëèáî îñíîâíûå èäåè íîâûõ àëãîðèò-
ìîâ, ëèáî ñïîñîáû óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûõ ñî-
àâòîðàìè. Êîíôëèêò èíòåðåñîâ ñ ñîàâòîðàìè îòñóòñòâóåò.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (131 íàèìåíîâàíèå, âêëþ-
÷àÿ 21 ñòàòüþ àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè). Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí
íà 264 ñòðàíèöàõ è ñîäåðæèò 19 ðèñóíêîâ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïå-
ðå÷èñëÿþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ðàñêðûâàåòñÿ èõ íîâèçíà.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëîæåíû áàçîâûå ñâ�åäåíèÿ ïî îñíîâàì âû÷èñëå-
íèé, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû.

Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå îñíîâíîé ìîäåëè âû÷èñ-
ëåíèé, èñïîëüçóåìîé â äèññåðòàöèè. Òàêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ
âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ìàøèíà ñ ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê ïàìÿòè

(real RAM-ìàøèíà) � ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü âû÷èñëåíèé äëÿ çàäà÷
âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè [33]. Real RAM-ìàøèíà ïðåäñòàâëÿåò èç
ñåáÿ àáñòðàêòíîå âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî ñ áåñêîíå÷íîé ïàìÿòüþ,
ÿ÷åéêè êîòîðîé ìîãóò ñîäåðæàòü ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ýëå-
ìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè â ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ñðàâíåíèå ÷èñåë, îáðàùåíèå
ê ÿ÷åéêå ñ ëþáûì öåëî÷èñëåííûì àäðåñîì è, ïðè íåîáõîäèìîñòè,
îñíîâíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.

Ïðåäëîæåííûå â äèññåðòàöèè àëãîðèòìû ñîñòîÿò èç èíñòðóêöèé,
èñïîëüçóþùèõ îïåðàöèè óêàçàííîãî âèäà. Òî÷íîñòü ïðîèçâîëüíîãî
àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèõóäøåå îòíîøåíèå çíà÷åíèé öåëåâîé
ôóíêöèè íà ðåøåíèÿõ, âîçâðàùàåìûõ àëãîðèòìîì, ê å¼ çíà÷åíèÿì íà
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è. Òðóäî¼ìêîñòüþ àëãîðèòìà íàçûâàåòñÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ èì â
ïðîöåññå ðàáîòû, âûðàæåííàÿ ÷åðåç äëèíó âõîäà çàäà÷è. Â ñâîþ
î÷åðåäü, äëèíà âõîäà çàäà÷è çàâèñèò îò âûáðàííîé êîäèðîâêè è ðàâíà
êîëè÷åñòâó ÿ÷ååê ïàìÿòè, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàïèñè âõîäíûõ äàííûõ
â èñïîëüçóåìîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Â ñëó÷àå ìîäåëè real RAM
äëèíà âõîäà ðàâíà êîëè÷åñòâó ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì âåùåñòâåííûõ
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÷èñåë. Íàïðèìåð, äëèíà âõîäà, ñîñòîÿùåãî èç n òî÷åê â d-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ðàâíà âåëè÷èíå dn.

Îòìåòèì, ÷òî real RAM-ìàøèíû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ìîù-
íûìè âû÷èñëèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè, ÷åì ìàøèíû Òüþðèíãà. Â ÷àñò-
íîñòè, îíè ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ íàä ëþáûìè âå-
ùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, âêëþ÷àÿ îïåðàöèè ñ èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëà-
ìè, ÷àñòî âîçíèêàþùèìè ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ. Â òî æå
âðåìÿ âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè îòðèöàòåëüíûå àëãîðèòìè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, óñòàíàâëèâàþùèå íåñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìîâ ñ òåìè èëè
èíûìè ñâîéñòâàìè, îòíîñÿòñÿ íå ê real RAM-ìàøèíàì, à ê ìàøèíàì
Òüþðèíãà. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñëåäóåò ëè èç ñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèò-
ìîâ äëÿ ìîäåëè real RAM ñóùåñòâîâàíèå ìàøèí Òüþðèíãà ñ áëèçêèìè
îöåíêàìè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äà¼òñÿ â ðàçäåëå 1.2. Êàê ïîêàçàëè â 1973 ãîäó
S.A. Cook è R.A. Reckhow, ìàøèíû Òüþðèíãà ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíû îáû÷íûì öåëî÷èñëåííûì RAM-ìàøèíàì [22]. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ëåãêî
òðàíñëèðîâàíû â öåëî÷èñëåííûå RAM-ìàøèíû ïóò¼ì çàìåíû òî÷íûõ
âåùåñòâåííîçíà÷íûõ îïåðàöèé îêðóãë¼ííûìè îïåðàöèÿìè íàä ðàöèî-
íàëüíûìè ÷èñëàìè. Âðåìÿ ðàáîòû ïîëó÷àåìûõ RAM-ìàøèí è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíûõ èì ìàøèí Òüþðèíãà îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì
îò òðóäî¼ìêîñòè èñõîäíûõ àëãîðèòìîâ â ìîäåëè real RAM è äëèíû
çàïèñè L èñïîëüçóåìûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî
èç ïðåäëîæåííûõ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè L ïîòåðè òî÷íîñòè, ñâÿçàííûå ñ îêðóãëå-
íèåì, íåçíà÷èòåëüíû ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçàííûìè îöåíêàìè è ïîëèíî-
ìèàëüíî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì L. Òåì ñàìûì ïîëó÷åííûå àëãîðèòìè-
÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëè real RAM ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà ñ âûáèðàåìîé, ñêîëü
óãîäíî ìàëîé ïîòåðåé òî÷íîñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè îêðóãëåíèè âû÷èñëåíèé ìíîãèå àëãîðèò-
ìû òî÷íîãî ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ïåðåñòà-
þò áûòü òî÷íûìè àëãîðèòìàìè. Îäíàêî âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåð-
òàöèè òî÷íûå àëãîðèòìû ëèáî ìîãóò áûòü òðàíñëèðîâàíû â ìàøèíû
Òüþðèíãà áåç ïîòåðè èõ òî÷íîñòè, ëèáî äîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü ðå-
øåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ çà ìåíüøåå âðåìÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èç-
âåñòíûìè àëãîðèòìàìè â ìîäåëè real RAM.

Çàâåðøàåò ïåðâóþ ãëàâó îáñóæäåíèå ïîíÿòèÿ �ôèêñèðîâàííàÿ/íå-
ôèêñèðîâàííàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà�, âñòðå÷àþùåãîñÿ ïðè îïè-
ñàíèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ îïòèìèçàöèîííûõ
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çàäà÷. Ôèêñèðîâàííîñòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ðå÷ü
èä¼ò î ÷àñòíîì ñëó÷àå èñõîäíîé çàäà÷è, â êîòîðîì ðàçìåðíîñòü d âåê-
òîðîâ âõîäíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà íåêîòîðîé êîíñòàíòå. Äàííîå óñëî-
âèå èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ çà-
äà÷, ïîñêîëüêó àëãîðèòìû, òðóäî¼ìêîñòü êîòîðûõ ðàâíà O(`m(d)), ãäå
` � äëèíà âõîäà çàäà÷è è m(.) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, â ñëó÷àå ôèêñèðî-
âàííîãî d ñ÷èòàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè. Ïðè ýòîì òå æå ñàìûå àëãî-
ðèòìû ïðè íåôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà èìåþò ñòàòóñ
ýêñïîíåíöèàëüíûõ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ ïîäìíîæåñòâ
âåêòîðîâ çàäàííîé ìîùíîñòè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíê-
öèé, îïèñûâàþùèõ ðàññòîÿíèÿ îò ýëåìåíòîâ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ äî èõ
öåíòðîâ (ïï. 1�2 îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ).

Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïîäìíîæåñòâå ñ ìèíèìàëü-
íûì ñóììàðíûì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì îò ñðåäíåãî.

Çàäà÷à k-Variance. Äàíî: n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî1 X â ïðîñòðàí-
ñòâå Rd è öåëîå ÷èñëî k ≥ 1. Íàéòè: k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî
S ⊆ X, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè∑

x∈S
‖x− c(S)‖22,

ãäå c(S) =
1

k

∑
x∈S

x � öåíòðîèä ìíîæåñòâà S è ‖.‖2 � åâêëèäîâà íîðìà.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è k-Variance ìîæåò áûòü íàéäåíî çà
âðåìÿ O(dnd+1) ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàìì Âîðîíîãî âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ [16]. Òåì ñàìûì ýòà çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì d. Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé,
èññëåäóåìàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå [8]. Îòñþäà ëåãêî
ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèè P6=NP îíà íå àïïðîêñèìèðóåìà ñ ïîìîùüþ
ïðèáëèæ¼ííûõ ñõåì FPTAS. Îäíàêî, ïî êðàéíåé ìåðå, 2-ïðèáëèæ¼ííîå
ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â ñëó-
÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà [9].

Â ðàçäåëå 2.1 ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ïåðâóþ ïðèáëè-
æ¼ííóþ ñõåìó PTAS äëÿ çàäà÷è k-Variance â ïðîñòðàíñòâå íåôèêñèðî-
âàííîé ðàçìåðíîñòè.

1Â ïîñòàíîâêàõ âñåõ èññëåäóåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ ìíîæåñòâî âõîäíûõ âåê-
òîðîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ìóëüòèìíîæåñòâîì: ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëåãêî ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè âõîäíûõ âåêòîðîâ èìåþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ.
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Òåîðåìà 2.1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü

ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è k-Variance ñ ëþáîé îòíîñèòåëüíîé

ïîãðåøíîñòüþ ε ∈ (0, 1] çà âðåìÿ O(nd2/εe+1(9/ε)3/εd).

Ãåîìåòðè÷åñêîé îñíîâîé àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåííûé â äèñ-
ñåðòàöèè ôàêò î ñóùåñòâîâàíèè â àôôèííîé îáîëî÷êå îäíîãî èç t-ýëå-
ìåíòíûõ íàáîðîâ âõîäíûõ âåêòîðîâ, t = 1, 2, . . . , òàêîé òî÷êè yt, ÷òî
ïðè çàìåíå öåíòðîèäà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ S∗ íà òî÷êó yt çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè âîçðàñò¼ò íå áîëåå ÷åì â 1 + 1/t ðàç. Ïðè ýòîì k áëè-
æàéøèõ ê ýòîé òî÷êå âåêòîðîâ âõîäíîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþò ïîäìíî-
æåñòâî, õîðîøî àïïðîêñèìèðóþùåå ñàìî ìíîæåñòâî S∗. Ñóòü àëãîðèò-
ìà çàêëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè òî÷êè yt óçëàìè ñåòîê â àôôèííûõ
îáîëî÷êàõ âñåõ t-ýëåìåíòíûõ íàáîðîâ âõîäíûõ âåêòîðîâ.

Ìåòîä �àôôèííûõ îáîëî÷åê�, ëåæàùèé â îñíîâå ïðåäëîæåííîãî àë-
ãîðèòìà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïîäõîäîì äëÿ ïðèáëèæ¼ííî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îòûñêàíèÿ ïîäìíîæåñòâ âåêòîðîâ, ïîäîáíûõ çàäà-
÷å k-Variance. Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à
êëàñòåðèçàöèè ñ ôèêñèðîâàííûì öåíòðîì îäíîãî èç êëàñòåðîâ.

Çàäà÷à FC2-Means (Fixed Center 2-Means). Äàíî: n-ýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî X â ïðîñòðàíñòâå Rd è öåëîå ÷èñëî k ≥ 1. Íàéòè:
k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ X, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì
ôóíêöèè ∑

x∈S
‖x− c(S)‖22 +

∑
x∈X\S

‖x‖22.

Âïåðâûå äàííàÿ çàäà÷à áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ À.Â. Êåëüìà-
íîâà, À.Â. Ïÿòêèíà è À.Â. Äîëãóøåâà [7, 6], â êîòîðûõ óñòàíîâëå-
íû å¼ áàçîâûå àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîéñòâà, ïî ñóòè, èäåíòè÷íûå ñâîé-
ñòâàì çàäà÷è k-Variance. À.À. Àãååâ ïðåäëîæèë èäåþ ñâåä�åíèÿ çàäà-
÷è k-Means ñ ôèêñèðîâàííûì öåíòðîì îäíîãî èç êëàñòåðîâ ê îáû÷íîé
çàäà÷å k-Means [15], ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ
çàäà÷è FC2-Means, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû äëÿ âåðñèè
çàäà÷è 2-Means ñ çàäàííîé ìîùíîñòüþ èñêîìûõ ïîäìíîæåñòâ.

Â ðàçäåëå 2.2 ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ïåðâóþ ïðèáëè-
æ¼ííóþ ñõåìó PTAS äëÿ çàäà÷è FC2-Means â ïðîñòðàíñòâå íåôèêñèðî-
âàííîé ðàçìåðíîñòè. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ìåòîäå àôôèííûõ îáîëî÷åê
è èìååò òàêèå æå îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè, ÷òî è ïîëó÷åííûé
âûøå ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è k-Variance.

Îòìåòèì, ÷òî â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû
òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è FC2-Means ñ ìåíüøåé â ñðàâíåíèè ñ èçâåñò-
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íûìè àëãîðèòìàìè òðóäî¼ìêîñòüþ, ïîëèíîìèàëüíîé â ñëó÷àå ôèêñè-
ðîâàííîãî d (òåîðåìà 3.7).

Îáîáùåíèåì îáåèõ çàäà÷ k-Variance è FC2-Means ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîé ñóììû

w1

∑
x∈S
‖x− c(S)‖22 + w2

∑
x∈X\S

‖x‖22,

ãäå w1, w2 � çàäàííûå íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïî âñåì
k-ýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâàì S ⊆ X. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ
ê å¼ ðåøåíèþ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä àôôèííûõ îáîëî÷åê, ðåàëèçóþùèé ïðè-
áëèæ¼ííóþ ñõåìó PTAS. Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí äðóãîé ïîäõîä, áî-
ëåå ýôôåêòèâíûé ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà. Îí îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè öåíòðîèäà èñêîìîãî ìíîæåñòâà óç-
ëàìè d-ìåðíûõ ñåòîê ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà X. Ïîëó÷åííûé
àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàõîäèòü (1 + ε)-ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è çà
âðåìÿ O(

√
d(πe)d/2(1/

√
ε+
√
2)dn2). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàçìåðíîñòü ïðî-

ñòðàíñòâà îãðàíè÷åíà ìåäëåííî ðàñòóùåé âåëè÷èíîé α log n, ãäå α �
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, òî àëãîðèòì ðåàëèçóåò ïðèáëèæ¼ííóþ ñõå-

ìó PTAS ñ òðóäî¼ìêîñòüþ O(nα(1.55+log(1/
√
ε+
√
2))+2 log n).

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ k-ýëå-
ìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñ ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì îõâàòûâà-
þùåãî øàðà (÷åáûøåâñêèì ðàäèóñîì). Ïîñêîëüêó èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò íå òîëüêî ïîäìíîæåñòâî, îõâàòûâàåìîå ìèíèìàëüíûì øàðîì,
íî è ñàì ýòîò øàð, äàííóþ çàäà÷ó óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü â âèäå
çàäà÷è îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîãî øàðà, îõâàòûâàþùåãî ïîäìíîæåñòâî
çàäàííîé ìîùíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ dist. Øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷-
êå x â ïðîñòðàíñòâå M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê y ∈ M òàêèõ,
÷òî dist(x, y) ≤ r.

Çàäà÷à Sk-EB (Smallest k-Enclosing Ball). Äàíî: n-ýëåìåíòíîå ìíî-
æåñòâî X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåM è öåëîå ÷èñëî k ≥ 1. Íàéòè:
øàð ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå
k òî÷åê èç X.

Â íàèáîëåå èçó÷åííûõ ñëó÷àÿõ çàäàííûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Rd ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ, èíäóöèðî-
âàííîé åâêëèäîâîé íîðìîé `2 ëèáî íîðìîé `∞. Ïðè ýòîì åâêëèäîâà
çàäà÷à Sk-EB íåòðèâèàëüíà äàæå â ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ îõâàòèòü
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âñå çàäàííûå òî÷êè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à èçó÷àåòñÿ ñ ñåðåäèíû
XIX âåêà è íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Smallest Enclosing Ball. Íàèëó÷øèé èç-
âåñòíûé àëãîðèòì å¼ ðåøåíèÿ îñíîâàí íà ìåòîäå LP-Type Programming

è èìååò òðóäî¼ìêîñòü O(d2n+ eO(
√
d ln d)) [30].

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî k ≤ n ðåøåíèå çàäà÷è Sk-EB îñëîæíÿåòñÿ
íàëè÷èåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ îõâàòûâàåìîãî ïîäìíî-
æåñòâà. Òåì íå ìåíåå â ïðîñòðàíñòâàõ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè
ñ íîðìàìè `2 è `∞ ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
O(kd−1n log2 k + kn log n) è O(kd/2−1n log2 k + kn log n) ñîîòâåòñòâåí-
íî [24]. Êðîìå òîãî, äëÿ åâêëèäîâîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò ïðèáëèæ¼ííàÿ
ñõåìà PTAS ñ òðóäî¼ìêîñòüþ O(dnd1/εe), ýôôåêòèâíàÿ â ñëó÷àå íåôèê-
ñèðîâàííîãî d [14]. Îäíàêî ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è Sk-EB â ñëó÷àå
îáåèõ íîðì `2 è `∞, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ïðèáëèæ¼ííûõ ñõåì PTAS
äëÿ çàäà÷è ñ ìåòðèêîé `∞ ðàíåå áûëè îòêðûòûìè âîïðîñàìè.

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.4. Çàäà÷à Sk-EB â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå NP-òðóä-

íà â ñèëüíîì ñìûñëå è ïðè óñëîâèè P 6=NP íå ìîæåò áûòü àïïðîêñè-

ìèðîâàíà ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæ¼ííûõ ñõåì FPTAS.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè P6=NP, òî ïðè ëþáîì ε > 0 çàäà÷à Sk-EB â ïðî-

ñòðàíñòâå ñ íîðìîé `∞ íå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ ñ òî÷íîñòüþ 2− ε.
Òåîðåìà 2.6. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è Sk-EB â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íî-

ñòüþ 2 è òðóäî¼ìêîñòüþ O(n2).

Òàêèì îáðàçîì, äàí îòâåò íà âîïðîñ î ñëîæíîñòè çàäà÷è Sk-EB
â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíà ïðåäåëüíàÿ
òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå ñ íîðìîé `∞ è â ìåò-
ðè÷åñêîì ñëó÷àå. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.4 ñïðàâåäëèâû, äàæå åñëè
âåêòîðû âõîäíîãî ìíîæåñòâà èìåþò áóëåâû êîîðäèíàòû. Óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû 2.5 ñïðàâåäëèâî, äàæå åñëè X ⊆ {0, 1, 2}d. Îáå ýòè òåî-
ðåìû äîêàçûâàþòñÿ ïóò¼ì ñâåä�åíèÿ ê çàäà÷å Sk-EB çàäà÷è î êëèêå.
Òåîðåìà 2.6 âåðíà â ñëó÷àå ëþáîé ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé àêñèîìå ñèììåòðèè è íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Ïðåäëîæåííûé
2-ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè öåíòðà èñêîìîãî
øàðà òî÷êàìè âõîäíîãî ìíîæåñòâà.

Òàêæå â ðàçäåëå 2.3 ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà îãðàíè÷åíà ìåäëåííî ðàñòóùåé âåëè÷èíîé α log n, ãäå α �
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, òî çàäà÷à Sk-EB ñ ìåòðèêîé `∞ ïîëè-
íîìèàëüíî àïïðîêñèìèðóåìà ñ ëþáîé âûáðàííîé òî÷íîñòüþ. Äëÿ
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ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäëîæåíà ïðèáëèæ¼ííàÿ ñõåìà PTAS ñ òðóäî¼ìêî-
ñòüþ O(nα log(d2/εe+1)+2 log n), îñíîâàííàÿ íà àïïðîêñèìàöèè öåíòðà
ìèíèìàëüíîãî îõâàòûâàþùåãî øàðà (÷åáûøåâñêîãî öåíòðà èñêî-
ìîãî ïîäìíîæåñòâà) óçëàìè d-ìåðíûõ ñåòîê ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ
ìíîæåñòâà X. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äëÿ åâ-
êëèäîâîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ñåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè
ìíîãîìåðíîãî åâêëèäîâà øàðà, óñòàíîâëåííûõ â ðàçäåëå 2.2.

Â òðåòüåé ãëàâå èçëîæåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îòûñ-
êàíèÿ ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñ ñóììîé ìàêñèìàëüíîé äëèíû (ïï. 3�4
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ).

Çàäà÷à LVS (Longest Vector Sum). Äàíî: n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
X â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (Rd, ‖.‖). Íàéòè: ïîäìíîæåñòâî
S ⊆ X, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè∥∥∑

x∈S
x
∥∥.

Ìîäèôèêàöèåé ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Lk-VS (Longest k-Vec-
tor Sum), â êîòîðîé äëÿ çàäàííîãî öåëîãî ÷èñëà k ≥ 1 òðåáóåòñÿ íàéòè
k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ X ñ ñóììîé ìàêñèìàëüíîé äëèíû.

Çàäà÷è LVS è Lk-VS ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè çàäà÷è Shaped
Partition, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ðàçáèåíèÿ âõîäíîãî ìíî-
æåñòâà âåêòîðîâ íà q ïîäìíîæåñòâ ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïðî-
èçâîëüíîé çàäàííîé âûïóêëîé ôóíêöèè îò ñóììàðíûõ âåêòîðîâ ýòèõ
ïîäìíîæåñòâ. Èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýòîé çàäà÷è [26, 32] ñëå-
äóåò, ÷òî çàäà÷è LVS è Lk-VS â ïðîèçâîëüíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ O(nd) è O(n4d) ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê ïîêàçàë À.Â. Ïÿòêèí [10, 3], â ñëó÷àå åâêëèäîâîé íîðìû îáå
èññëåäóåìûå çàäà÷è NP-òðóäíû â ñèëüíîì ñìûñëå, åñëè ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Â [25] ïðåäëîæåí ðàíäîìèçèðî-
âàííûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü (1− ε)-ïðèáëèæ¼ííîå ðåøå-
íèå åâêëèäîâûõ çàäà÷ LVS è Lk-VS çà âðåìÿ O(d3/2(2ε− ε2)−(d−1)/2 n)
äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1). Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé `∞ îáå çàäà÷è
ðåøàþòñÿ çà âðåìÿ O(dn) ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îïèñàííîãî â [4].

Îòìåòèì, ÷òî òðóäî¼ìêîñòü âñåõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷
LVS è Lk-VS â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïðîèçâîëüíîé ëèáî åâêëèäîâîé íîð-
ìîé ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Â ñâÿçè ñ
ýòèì àêòóàëåí âîïðîñ îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ñâåò íà ýòîò âîïðîñ ïðîëèâàþò ðåçóëüòàòû
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ðàçäåëà 3.1, êîòîðûå ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è LVS è ìîãóò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàíû â âèäå ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåì.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè P 6=NP, òî ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

(a) äëÿ ëþáûõ p ∈ [1, 2] è ε > 0 çàäà÷à LVS ñ íîðìîé `p íå ìîæåò

áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ òî÷íîñòüþ αp + ε, ãäå

αp =


√
2/π ≈ 0.798, åñëè p = 2,
2/π ≈ 0.637, åñëè p = 1,
(16/17)1/p, åñëè p ∈ (1, 2);

(b) äëÿ ëþáîãî p ∈ (2,∞) çàäà÷à LVS ñ íîðìîé `p íå àïïðîêñèìèðóåìà
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ êàêîé-ëèáî êîíñòàíòíîé òî÷íîñòüþ.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ëþáîãî p ∈ [1,∞) çàäà÷à LVS ñ íîðìîé `p ìîæåò

áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ òî÷íîñòüþ

βp =


√

2/π ≈ 0.798, åñëè p = 2,

2 ln(1 +
√
2)/π ≈ 0.561, åñëè p = 1,

2
√
3/π − 2/3 ≈ 0.436, åñëè p ∈ (1, 2),

max{
√
2/π d 1/p−1/2, d−1/p}, åñëè p ∈ (2,∞).

Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà çàäà÷à LVS ñ íîðìîé `p, p ∈ [1,∞), àïïðîêñèìèðóåìà ñ êîí-
ñòàíòíîé òî÷íîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ≤ 2. Äëÿ åâêëèäîâîé
çàäà÷è íàéäåí òî÷íûé ïðåäåë àïïðîêñèìàöèè, ðàâíûé

√
2/π.

Áîëüøèíñòâî óòâåðæäåíèé òåîðåì 3.1 è 3.2 äîêàçàíû ïóò¼ì ïîñòðî-
åíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñâåä�åíèé, ñîõðàíÿþùèõ òî÷íîñòü ïðèáëèæ¼í-
íûõ ðåøåíèé, ìåæäó çàäà÷åé LVS è çàäà÷åé âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîé
íîðìû, èíäóöèðîâàííîé çàäàííîé âåêòîðíîé íîðìîé ‖.‖ è íîðìîé `∞.
Ïîðîãè íåïðèáëèæàåìîñòè äëÿ ñëó÷àåâ p ∈ {1, 2} ïîëó÷åíû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîæíîñòè äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
çàäà÷è î ìàòðè÷íîé íîðìå, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ çàäà÷åé Ãðîòåíäèêà
è ìàëîé çàäà÷åé Ãðîòåíäèêà. Ïîðîã íåïðèáëèæàåìîñòè (16/17)1/p + ε
ïîëó÷åí ïóò¼ì ñâåä�åíèÿ ê çàäà÷å LVS çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå
ãðàôà. Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîãî p ∈ [1,∞), äàæå åñëè
X ⊆ {0, 1,−1}d. Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò APX-ïîëíîòà öåëî-
÷èñëåííîé çàäà÷è LVS â ïðîñòðàíñòâå ñ íîðìîé `p ïðè p ∈ [1, 2].

Òðóäî¼ìêîñòü ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷è LVS, î ñóùå-
ñòâîâàíèè êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 3.2, îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ïîëóîïðåäåë¼ííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó íà í¼ì
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îñíîâàíû èçâåñòíûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ìàò-
ðè÷íîé íîðìû [31, 17, 34]. Ïðè ýòîì âðåìÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è LVS ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ñîêðàùåíî, åñëè âìåñòî òî÷íûõ
àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷è ïîëóîïðåäåë¼ííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëü-
çîâàòü èçâåñòíûå áûñòðûå (1− ε)-ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû.

Òàêæå â ðàçäåëå 3.1 äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè áîëåå ñèëüíûõ
ãèïîòåç, ÷åì P6=NP, çàäà÷à LVS ñ íîðìîé `p íå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ òî÷íîñòüþ
√

2/π + ε, åñëè p ∈ (1, 2), è òî÷-

íîñòüþ 2− log1−ε n, åñëè p ∈ (2,∞). Óòâåðæäåíèå äëÿ ïåðâîãî èç ýòèõ
ñëó÷àåâ îñíîâàíî íà ïîëó÷åííîì ðåçóëüòàòå î ñëîæíîñòè åâêëèäîâîé
çàäà÷è LVS è îäíîé èç âåðñèé òåîðåìû Äâîðåöêîãî äëÿ íîðì `p. Âòîðîé
ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èçâåñòíûõ ôàêòîâ î çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ
ìàòðè÷íîé íîðìû è å¼ ñâîäèìîñòè ê çàäà÷å LVS. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
p ∈ (2,∞) çàäà÷à LVS ñ íîðìîé `p, âåðîÿòíî, íå ìîæåò áûòü ðåøåíà íå
òîëüêî ñ êîíñòàíòíîé, íî è ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå îòðèöàòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè çàäà÷è
LVS ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ òàêæå íà çàäà÷ó Lk-VS. Áîëåå òîãî, â ðàçäå-
ëå 3.2 äîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè P 6=NP çàäà÷à Lk-VS ñ ëþáîé èç
íîðì `p, p ∈ [1,∞), íå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ F (k)Poly(dn), ãäå F
� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, à Poly � ïîëèíîì ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè.
Äàííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ïóò¼ì ñâåä�åíèÿ ê çàäà÷å Lk-VS ïàðàìåò-
ðèçîâàííîé âåðñèè çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå ãðàôà ñ çàäàííîé
ìîùíîñòüþ ÷àñòåé. Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à Lk-VS
ñîäåðæèò â ñåáå çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì k-ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè. Òåì
ñàìûì ðåçóëüòàòû î ïàðàìåòðè÷åñêîé ñëîæíîñòè çàäà÷è î ìàêñèìàëü-
íîì k-ïîêðûòèè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ïàðàìåòðèçîâàííóþ âåðñèþ çà-
äà÷è Lk-VS ñ ïàðàìåòðîì k.

Â ðàçäåëå 3.3 ïðåäëîæåí ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ïðèáëèæ¼í-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ LVS è Lk-VS ñ ïðîèçâîëüíîé âåêòîðíîé íîðìîé,
ýôôåêòèâíûé ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.
Îí ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1) ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðåâûøàþùåé
1− 1/e, íàõîäèòü (1 − ε)-ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷
çà âðåìÿ O(( 2ε + 1)d (dO(1) + dn)). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà îãðàíè÷åíà ìåäëåííî ðàñòóùåé âåëè÷èíîé α log n, ãäå α �
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðåàëèçóåò ïîëè-
íîìèàëüíóþ ðàíäîìèçèðîâàííóþ ïðèáëèæ¼ííóþ ñõåìó (PRAS) ñ òðó-

äî¼ìêîñòüþ O(nα log( 2
ε+1)+1 logO(1)n). Àëãîðèòì îñíîâàí íà àïïðîêñè-

ìàöèè åäèíè÷íîãî øàðà çàäàííîé íîðìû ‖.‖ ïîëèòîïîì, ïîñòðîåííûì
ïî çíà÷åíèÿì è ãðàäèåíòàì ýòîé íîðìû â ñëó÷àéíûõ òî÷êàõ, ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåë¼ííûõ âíóòðè å¼ åäèíè÷íîãî øàðà.
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Â ðàçäåëàõ 3.4 è 3.5 ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû òî÷íîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷ LVS è Lk-VS â ïðîèçâîëüíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåíü-
øåé â ñðàâíåíèè ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè òðóäî¼ìêîñòüþ. Â ÷àñòíî-
ñòè, åñëè âåêòîðû âõîäíîãî ìíîæåñòâà ëåæàò íà ïëîñêîñòè, ïðåäëîæåí-
íûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷
çà ïî÷òè ëèíåéíîå è ïî÷òè êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 3.4. Åñëè d ≥ 2 è âåêòîðíàÿ íîðìà ‖.‖ âû÷èñëèìà

çà âðåìÿ O(d), òî ðåøåíèå çàäà÷è LVS ìîæåò áûòü íàéäåíî çà

âðåìÿ O(nd−1(d+ log n)).

Òåîðåìà 3.5. Åñëè âåêòîðíàÿ íîðìà ‖.‖ âû÷èñëèìà çà âðåìÿ O(d),
òî ðåøåíèÿ çàäà÷è Lk-VS äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n ìîãóò áûòü íàéäåíû

çà îáùåå âðåìÿ O(dnd+1).

Òåîðåìà 3.6. Ðåøåíèå çàäà÷è Lk-VS â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ìîæåò áûòü íàéäåíî çà âðåìÿ O(n2 log n).

Ðåçóëüòàò äëÿ çàäà÷è LVS îñíîâàí íà äîêàçàííîì â äèññåðòàöèè
ôàêòå î òîì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå Rd
ñ ëþáîé âåêòîðíîé íîðìîé ìîæíî íàéòè ñðåäè ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ
èç âñåõ âõîäíûõ âåêòîðîâ, èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ñ íåêîòîðûì âåêòîðîì ïðîñòðàíñòâà. Ïåðå÷èñëåíèå ìíîæåñòâ
óêàçàííîãî âèäà îïèðàåòñÿ íà èçâåñòíóþ ðàíåå èäåþ ðåêóðñèâíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ðåãèîíîâ ïðîñòðàíñòâà, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó ãèïåðïëîñêî-
ñòÿìè, îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðàì âõîäíîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî ïðåäëà-
ãàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé èäåè èìååò ðÿä îòëè÷èòåëüíûõ îñîáåííîñòåé,
íàïðàâëåííûõ íà ñîêðàùåíèå âû÷èñëåíèé.

Â îñíîâå àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è Lk-VS ëåæèò äîêàçàííûé â äèññåð-
òàöèè ôàêò î òîì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ïðîñòðàí-
ñòâå Rd ñ ëþáîé âåêòîðíîé íîðìîé ìîæíî íàéòè ñðåäè ìíîæåñòâ, ñîñòî-
ÿùèõ èç k âõîäíûõ âåêòîðîâ ñ ìèíèìàëüíûìè åâêëèäîâûìè ðàññòîÿ-
íèÿìè äî íåêîòîðîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ äèàãðàìì Âîðîíîãî âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ
ïîìîùüþ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè.

Àëãîðèòì äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è Lk-VS îñíîâàí íà äîêàçàííîì â
äèññåðòàöèè ôàêòå î òîì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ïðî-
ñòðàíñòâå R2 ñ ëþáîé âåêòîðíîé íîðìîé äîñòèãàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ
ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïåðå÷èñëèìûõ â ïîðÿäêå, ïðè êîòîðîì ñîñåäíèå
ïîäìíîæåñòâà èìåþò çíà÷èòåëüíîå ïåðåñå÷åíèå äðóã ñ äðóãîì.

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 3.4�3.6 ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî
äëÿ çàäà÷ LVS è Lk-VS, íî è äëÿ áîëåå îáùèõ çàäà÷ îòûñêàíèÿ ïîä-
ìíîæåñòâ âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
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ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé ôóíêöèè îò ñóììû ïîäìíîæåñòâà. Îäíèì èç
ñëåäñòâèé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ñ ðåêîðäíîé
òðóäî¼ìêîñòüþ äëÿ çàäà÷è FC2-Means, ðàññìîòðåííîé âî âòîðîé ãëàâå.

Òåîðåìà 3.7. (a) Ðåøåíèÿ çàäà÷è FC2-Means äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n
ìîãóò áûòü íàéäåíû çà îáùåå âðåìÿ O(dnd+1).
(b) Ðåøåíèå çàäà÷è FC2-Means â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò

áûòü íàéäåíî çà âðåìÿ O(n2 log n).

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ èíêðå-
ìåíòíîé è èåðàðõè÷åñêîé çàäà÷ î ìåäèàíå (ï. 5 îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ).

Íà âõîäå ýòèõ çàäà÷ èìååòñÿ n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ïðåäïðè-
ÿòèé F , m-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî êëèåíòîâ C, íåîòðèöàòåëüíûå
âåñà êëèåíòîâ w(.) è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿìè è êëèåíòà-
ìè dist(., .). Ñòîèìîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ïðåäïðèÿòèé S
íàçûâàåòñÿ âçâåøåííàÿ ñóììà ðàññòîÿíèé îò êëèåíòîâ äî áëèæàéøèõ
ïðåäïðèÿòèé èç S:

cost(S) =
∑
c∈C

w(c)min
f∈S

dist(f, c).

Îáû÷íàÿ çàäà÷à î k-ìåäèàíå çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè k-ýëåìåíòíîãî
ïîäìíîæåñòâà S ⊆ F ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Â èíêðåìåíòíîé ïîñòà-
íîâêå ðå÷ü èä¼ò î ðåøåíèÿõ çàäà÷è î k-ìåäèàíå äëÿ âñåõ k îò 1 äî n.
Äîïóñòèìûì ðåøåíèåì èíêðåìåíòíîé çàäà÷è î ìåäèàíå ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ïðåäïðèÿòèé F1, . . . , Fn, â êîòîðîé
êàæäîå ìíîæåñòâî Fk, k = 1, . . . , n, ñîäåðæèò íå áîëåå k ýëåìåíòîâ
è ïðè k < n ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Fk+1. Äîïóñòèìîå
ðåøåíèå F1, . . . , Fn íàçûâàåòñÿ δ-ïðèáëèæ¼ííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî
k è ëþáîãî k-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ïðåäïðèÿòèé S ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî cost(Fk) ≤ δ cost(S).

Ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû, â êîòîðûõ èíêðåìåíòíàÿ çàäà÷à î ìåäè-
àíå íå èìååò ðåøåíèé ñ êàêîé-ëèáî êîíñòàíòíîé òî÷íîñòüþ, à â ìåò-
ðè÷åñêîì ñëó÷àå � ðåøåíèé ñ òî÷íîñòüþ 2− ε. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè
êàêîì ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè δ ãàðàíòèðîâàííî ñóùåñòâóþò δ-ïðèáëè-
æ¼ííûå ðåøåíèÿ ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è è ïðè êàêèõ δ îíè ìîãóò áûòü
íàéäåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ?

Íàèëó÷øèìè èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè äëÿ ìåòðè÷åñêîé èíêðå-
ìåíòíîé çàäà÷è î ìåäèàíå ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì
èç [21, 29] è ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì èç [20]. Òî÷íîñòü ýòèõ
àëãîðèòìîâ ñîñòàâëÿåò 8α è 7.657α ñîîòâåòñòâåííî, ãäå α � òî÷íîñòü
èñïîëüçóåìûõ ðåøåíèé îáû÷íîé çàäà÷è î k-ìåäèàíå. Íàèëó÷øèé
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ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì èìååò òî÷íîñòü 16 [29]. M. Chrobak è
M. Hurand ïîñòðîèëè ïðèìåð ìåòðè÷åñêîé èíêðåìåíòíîé çàäà÷è, â
êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé ñ òî÷íîñòüþ 2.01 [20].

Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàí ãåîìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé, â êîòîðîì ïðåä-
ïðèÿòèÿ è êëèåíòû ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà Rd, à ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó íèìè èíäóöèðîâàíû åâêëèäîâîé íîðìîé. Â ðàçäåëàõ 4.1
è 4.2 äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ èí-

êðåìåíòíîé çàäà÷è î ìåäèàíå â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íî-

ñòüþ (1 +
√
2)2 ≈ 5.828 è òðóäî¼ìêîñòüþ O((n+m)2).

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü èìååòñÿ àëãîðèòì α-ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è î k-ìåäèàíå â ïðîñòðàíñòâå (Rd, `2). Òîãäà ñóùåñòâóåò

àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ èíêðåìåíòíîé çàäà÷è î ìåäèàíå

â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íîñòüþ δα, ãäå δ < 7.076, è òðóäî¼ìêî-

ñòüþ O(dn2m+ T ), ãäå T � âðåìÿ ïîèñêà α-ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé

åâêëèäîâîé çàäà÷è î k-ìåäèàíå äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n.

Îáà ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìà îñíîâàíû íà ìîäèôèêàöèè òî÷íûõ
ëèáî α-ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé F ∗1 , . . . , F

∗
n çàäà÷è î k-ìåäèàíå äëÿ

âñåõ k. Âíà÷àëå îïðåäåëÿþòñÿ èíäåêñû i1, . . . , it òàêèå, ÷òî ñòîèìîñòè
ðåøåíèé F ∗ik , k = 1, . . . , t, óáûâàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Çà-
òåì íàõîäèòñÿ ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå Fi1 , . . . , Fit èíêðåìåíòíîé çàäà÷è
î ìåäèàíå, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî k = t − 1, . . . , 1 ìíîæåñòâî Fik
ÿâëÿåòñÿ ñàìîå áîëüøåå ik-ýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
Fik+1

è óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, ñâÿ-
çûâàþùåìó ñòîèìîñòè ìíîæåñòâ Fik , F

∗
ik

è Fik+1
. Äîêàçàòåëüñòâî

ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ìíîæåñòâà îïèðàåòñÿ íà îðèãèíàëüíóþ òåõíèêó
ïîñëåäîâàòåëüíîãî óïðîùåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è äëÿ ïîëó÷åíèÿ
àíàëèòè÷åñêè ðàçðåøèìûõ íàèõóäøèõ ñëó÷àåâ.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
åâêëèäîâà çàäà÷à î k-ìåäèàíå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ñ ïîìî-
ùüþ ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìû PTAS. Îòñþäà è èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå èíêðåìåíòíàÿ çàäà÷à î ìåäèàíå ïîëèíîìèàëüíî àïïðîê-
ñèìèðóåìà ñ òî÷íîñòüþ 7.076.

Â ðàçäåëå 4.3 ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ èåðàð-
õè÷åñêîé çàäà÷è î ìåäèàíå2. Ðå÷ü â ýòîé çàäà÷å èä¼ò î ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íàçíà÷åíèé êëèåíòîâ íà îáñëóæèâàþùèå èõ ïðåäïðèÿòèÿ. Ñòîè-
ìîñòü ïðîèçâîëüíîãî íàçíà÷åíèÿ A ìíîæåñòâà êëèåíòîâ â ìíîæåñòâî

2Â ðàáîòå àâòîðà [A4] ýòà çàäà÷à íàçûâàåòñÿ èåðàðõè÷åñêîé çàäà÷åé î íàçíà÷å-
íèÿõ, íî áîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûì ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèå hierarchical median problem.
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ïðåäïðèÿòèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê âçâåøåííàÿ ñóììà ðàññòîÿíèé îò êëè-
åíòîâ äî ïðåäïðèÿòèé, íà êîòîðûå îíè íàçíà÷åíû:

cost(A) =
∑
c∈C

w(c) dist(A(c), c).

Äîïóñòèìûì ðåøåíèåì èåðàðõè÷åñêîé çàäà÷è î ìåäèàíå ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ïðåäïðèÿòèé F1, . . . , Fn è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàçíà÷åíèé A1, . . . , An ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(H1) êàæäîå ìíîæåñòâî Fk, k = 1, . . . , n, ñîñòîèò èç k ýëåìåíòîâ è
ïðè k < n ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Fk+1;

(H2) ïðè íàçíà÷åíèè A1 âñå êëèåíòû íàçíà÷åíû íà ïðåäïðèÿòèå èç
ìíîæåñòâà F1, è íàçíà÷åíèå Ak+1, k < n, ïîëó÷àåòñÿ èç íàçíà÷åíèÿ Ak
ïåðåíàçíà÷åíèåì ÷àñòè êëèåíòîâ, íàçíà÷åííûõ íà íåêîòîðîå ïðåäïðè-
ÿòèå èç ìíîæåñòâà Fk, íà ïðåäïðèÿòèå èç ìíîæåñòâà Fk+1 \ Fk.

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå F1, . . . , Fn;A1, . . . , An íàçûâàåòñÿ δ-ïðèáëè-
æ¼ííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî k è ëþáîãî k-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
ïðåäïðèÿòèé S ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî cost(Ak) ≤ δ cost(S).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè δ ãàðàíòèðî-
âàííî ñóùåñòâóþò δ-ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé çàäà÷è î
ìåäèàíå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è ïðè êàêèõ δ îíè ìîãóò áûòü
íàéäåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ? Íàèëó÷øèé èçâåñòíûé àëãîðèòì
äëÿ ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è èìååò òî÷íîñòü 20.71α, ãäå α � òî÷íîñòü èñ-
ïîëüçóåìûõ ðåøåíèé îáû÷íîé çàäà÷è î k-ìåäèàíå [29]. Íàèëó÷øèé ïî-
ëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì èìååò òî÷íîñòü 41.42 [29].

Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàí ãåîìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé, â êîòîðîì ïðåä-
ïðèÿòèÿ è êëèåíòû ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà ñ åâêëèäîâîé
ìåòðèêîé. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü èìååòñÿ àëãîðèòì α-ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è î k-ìåäèàíå3 â ïðîñòðàíñòâå (Rd, `2). Òîãäà ñóùåñòâóåò

àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé çàäà÷è î ìåäèàíå â

ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íîñòüþ δα, ãäå

δ =

{
8, åñëè d = 1,

8 + 4
√
2 ≈ 13.66, åñëè d > 1,

è òðóäî¼ìêîñòüþ O(dn2m+ T ), ãäå T � âðåìÿ ïîèñêà α-ïðèáëèæ¼í-

íûõ ðåøåíèé åâêëèäîâîé çàäà÷è î k-ìåäèàíå äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n.

3Â ðàáîòå àâòîðà [A4] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà α = 1, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî α ≥ 1.
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Àëãîðèòì îñíîâàí íà èäåå, áëèçêîé ê èäåå ïðåäëîæåííûõ âûøå àë-
ãîðèòìîâ äëÿ èíêðåìåíòíîé çàäà÷è î ìåäèàíå. Âíà÷àëå íàõîäèòñÿ ÷à-
ñòè÷íîå ðåøåíèå èåðàðõè÷åñêîé çàäà÷è î ìåäèàíå, ñîîòâåòñòâóþùåå
èíäåêñàì i1, . . . , it òàêèì, ÷òî ñòîèìîñòè íàéäåííûõ α-ïðèáëèæ¼ííûõ
ðåøåíèé çàäà÷è îá ik-ìåäèàíå, k = 1, . . . , t, óáûâàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè. Äëÿ êàæäîãî k = t − 1, . . . , 1 íàçíà÷åíèå ñ èíäåêñîì ik
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è îá
ik-ìåäèàíå íà ìíîæåñòâå êëèåíòîâ, ïîëó÷àåìûõ �ñòÿãèâàíèåì� èñõîä-
íûõ êëèåíòîâ â òî÷êè ðàñïîëîæåíèÿ îáñëóæèâàþùèõ èõ ïðåäïðèÿòèé
ïðè íàçíà÷åíèè ñ èíäåêñîì ik+1.

Â ïÿòîé ãëàâå èçëîæåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
âåðñèè çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà íà ìàêñèìóì è äâóõ å¼ ìîäèôèêàöèé (ï. 6
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ).

Çàäà÷à Max TSP (Maximum Traveling Salesman Problem). Äàíî:
ïîëíûé n-âåðøèííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
âåñàìè äóã. Íàéòè: ãàìèëüòîíîâ öèêë ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì
âåñîì äóã â ãðàôå G.

Â ãåîìåòðè÷åñêîé âåðñèè ýòîé çàäà÷è âåðøèíû ãðàôà G ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâå Rd, à âåñà äóã ðàâíû ðàññòîÿíèÿì ìåæäó èõ
êîíöåâûìè âåðøèíàìè, èíäóöèðîâàííûì çàäàííîé âåêòîðíîé íîðìîé.

Èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à Max TSP àïïðîêñèìèðóå-
ìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ êîíñòàíòíîé òî÷íîñòüþ [11, 27], íî
APX-òðóäíà äàæå â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ âåñîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
ìíîæåñòâó {1, 2} (ñì. [23]). Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò APX-òðóäíîñòü
ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è Max TSP â ïðîñòðàíñòâå íåôèêñèðîâàííîé
ðàçìåðíîñòè ñ íîðìîé `∞. Çàäà÷à ñ åâêëèäîâîé íîðìîé NP-òðóäíà
óæå â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [18]. Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàê-
òà ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèè P6=NP åâêëèäîâà çàäà÷à Max TSP íå
àïïðîêñèìèðóåìà ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæ¼ííûõ ñõåì FPTAS.

Òåì íå ìåíåå À.È. Ñåðäþêîâ â 1987 ãîäó ïðåäëîæèë ïîëèíîìèàëü-
íûé àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è Max TSP â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè. Îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû cdn

−2/(d+1), ãäå
cd � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà [12].

Äðóãèì õîðîøî èçó÷åííûì ãåîìåòðè÷åñêèì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâà-
åìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîä ýòèì
ïîíèìàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Rd ñ çàäàííîé íà í¼ì íåñèììåòðè÷íîé ïî-
ëóíîðìîé, åäèíè÷íûì øàðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûé âûïóê-
ëûé ïîëèòîï, ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò. A. Barvinok, D.S. Johnson,
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G.J. Woeginger è R. Woodroofe ïîñòðîèëè òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Max TSP â ïîëèýäðàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, îïðå-
äåëÿåìîì ïîëèòîïîì ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ôàñåò [18]. À.È. Ñåðäþ-
êîâ ïðåäëîæèë àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ ïîëèýä-
ðàëüíîé íîðìû, åäèíè÷íûé øàð êîòîðîé ñîäåðæèò o(n) ôàñåò [13].

Â ðàçäåëå 5.1 ïðåäñòàâëåí àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è Max TSP â ïðîèçâîëüíîì íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè.

Òåîðåìà 5.1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Max TSP â ïðîèçâîëüíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-

ñòâå (Rd, ‖.‖) ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ (d + 1)/bn1/(d+1)c è

òðóäî¼ìêîñòüþ O(n3).

Àëãîðèòì îñíîâàí íà îáîáùåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ, èñïîëü-
çóåìûõ â àëãîðèòìå À.È. Ñåðäþêîâà äëÿ åâêëèäîâîé çàäà÷è Max TSP,
íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé íîðìû. Ïî÷òè âñå ýòè ñâîéñòâà ñâÿçàíû ñ ïî-
íÿòèåì óãëà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå çàìåíÿåòñÿ íà áîëåå
îáùåå ïîíÿòèå, îòðàæàþùåå ìåðó �íåïàðàëëåëüíîñòè� âåêòîðîâ. Íàè-
áîëåå âàæíîå èç äîêàçàííûõ ñâîéñòâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñðåäè ëþ-
áûõ N âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Rd ñ ïðîèçâîëüíîé íîðìîé íàéäóòñÿ
äâà, ìåðà íåïàðàëëåëüíîñòè êîòîðûõ áëèçêà ê íóëþ ïðè áîëüøèõ N .
Îòìåòèì, ÷òî âûâîä ýòîãî ñâîéñòâà îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,
âîçìîæíî, ïðåäñòàâëÿþùèé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Â ëþáîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå âåêòîðîâ V
íàéä¼òñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî B, îáðàçóþùåå áàçèñ ëèíåéíîé îáî-

ëî÷êè V, ÷òî êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ èç V â áàçèñå B ëåæàò â

èíòåðâàëå [−1, 1].

Ñëåäóÿ èäåå À.È. Ñåðäþêîâà, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è
Max TSP â íà÷àëå ñâîåé ðàáîòû íàõîäèò ïàðîñî÷åòàíèå ìàêñèìàëüíî-
ãî âåñà â ãðàôå G. Ð¼áðà ýòîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ïî÷òè âñå ñîñåäíèå ð¼áðà â ïîëó÷åííîì ïîðÿäêå �ïî÷òè ïà-
ðàëëåëüíû�. Äàëåå âåðøèíû êàæäîãî ðåáðà ñâÿçûâàþòñÿ ñ âåðøèíàìè
ñîñåäíåãî ðåáðà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììàðíûé âåñ äîáàâëåííûõ ð¼-
áåð áëèçîê ê ñóììàðíîìó âåñó èñõîäíûõ ñîñåäíèõ ð¼áåð. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë ñ ñóììàðíûì âåñîì, áëèçêèì ê óäâîåííî-
ìó âåñó íàéäåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé âåñà
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Max TSP.

Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí ïðè ëþáîì ôèêñèðî-
âàííîì d. Êàê è âñÿêèé àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé àëãîðèòì, îí ìîæåò
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áûòü òðàíñôîðìèðîâàí â ïðèáëèæ¼ííóþ ñõåìó PTAS. Â äàííîì ñëó÷àå
òàêàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìîé äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
çàäà÷è Max TSP ñ ïðîèçâîëüíîé íîðìîé, çàäàííîé íà âõîäå çàäà÷è
(íàïðèìåð, â âèäå ìàòðèöû ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà ëèáî
â âèäå îðàêóëà, âîçâðàùàþùåãî çíà÷åíèÿ íîðìû).

Â ðàçäåëå 5.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìàêñèìèçàöèîííàÿ
çàäà÷à î íåñêîëüêèõ áðîäÿ÷èõ òîðãîâöàõ.

Çàäà÷à Max k-PSP (Maximum k-Peripatetic Salesman Problem).
Äàíî: ïîëíûé n-âåðøèííûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ íåîòðèöà-
òåëüíûìè âåñàìè ð¼áåð è öåëîå ÷èñëî k ≥ 1. Íàéòè: k ð¼áåðíî íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì
ð¼áåð â ãðàôå G.

Èç ñëîæíîñòè çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè äâóõ ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå [28] ñëåäóåò
NP-òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå âñåõ ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ çàäà÷è
Max k-PSP, âêëþ÷àÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ÷àñòíûå ñëó÷àè â ïðîñòðàíñòâàõ
íåôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå ïðîèçâîëü-
íûõ âåñîâ çàäà÷à îòûñêàíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóõ ð¼áåðíî íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ìàêñèìàëüíîãî âåñà ýôôåêòèâíî àï-
ïðîêñèìèðóåìà ñ êîíñòàíòíîé òî÷íîñòüþ [1, 5]. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà-
÷à Max k-PSP â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè
ìîæåò áûòü ðåøåíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íî ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíî-
ãî àëãîðèòìà èç [2], ïîñòðîåííîãî íà áàçå àëãîðèòìà À.È. Ñåðäþêîâà
äëÿ åâêëèäîâîé çàäà÷è Max TSP.

Â äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è Max k-PSP â ïîëèýäðàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 5.2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è Max k-PSP â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîëèýäðàëüíîé íîðìîé ñ îòíîñè-

òåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ4
⌊
f/2− 1 + (k − 1)(2f + 8)

⌋
/n è òðóäî¼ìêî-

ñòüþ O(n3k + dfn2), ãäå f � ÷èñëî ôàñåò åäèíè÷íîãî øàðà íîðìû.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí, åñëè f = o(n/k).
Â íà÷àëå ñâîåé ðàáîòû îí íàõîäèò îñòîâíûé 2k-ðåãóëÿðíûé ïîäãðàô
ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ãðàôå G, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ýôôåêòèâíûå àë-
ãîðèòìû. Íàéäåííûé ïîäãðàô ðàçáèâàåòñÿ íà k ïîäãðàôîâ ñòåïåíè 2,
òðàíñôîðìèðóåìûõ ñ íåáîëüøîé ïîòåðåé âåñà â ãàìèëüòîíîâû öèêëû.

4Â ðàáîòå àâòîðà [A14] ïðèâîäèòñÿ óïðîù¼ííàÿ ôîðìóëà îöåíêè ïîãðåøíîñòè,
íî ôàêòè÷åñêè îïèñàí ñïîñîá îáîñíîâàíèÿ îöåíêè, óêàçàííîé â òåîðåìå.
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Â îñíîâå óêàçàííîé òðàíñôîðìàöèè ëåæàò èçâåñòíûå ðàíåå ñâîéñòâà
îòðåçêîâ è öèêëîâ â ïîëèýäðàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî àëãîðèòìà
äëÿ ïîëèýäðàëüíîé çàäà÷è Max TSP [13]. Îáîáùåíèå äðóãîãî âûäàþ-
ùåãîñÿ ðåçóëüòàòà äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî â ðàçäåëå 5.3. Îíî
ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé î öèêëîâîì ïîêðûòèè ìàêñèìàëüíîãî âåñà ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè íà êîëè÷åñòâî è äëèíó öèêëîâ.

Îïðåäåëåíèå. Öèêëîâûì ïîêðûòèåì ãðàôà íàçûâàåòñÿ îñòîâíûé
ïîäãðàô ýòîãî ãðàôà, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì öèêëîì.

Çàäà÷à Max-(c, k)-DCC (Maximum Directed (c, k)-Cycle Cover).
Äàíî: ïîëíûé n-âåðøèííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ íåîòðè-
öàòåëüíûìè âåñàìè äóã è öåëûå ÷èñëà c ≥ 1 è k ≥ 2. Íàéòè:
öèêëîâîå ïîêðûòèå C ãðàôà G ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì äóã,
óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì:

(P1) êîëè÷åñòâî öèêëîâ â C íå ïðåâîñõîäèò c;
(P2) êîëè÷åñòâî äóã â êàæäîì öèêëå èç C íå ìåíüøå k.

Äàííàÿ çàäà÷à APX-òðóäíà ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k ≥ 3, äàæå
åñëè c = n è âåñà äóã ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {1, 2}. Àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íûõ âåñîâ âåðíî ïðè k ≥ 7 (ñì. [19]).
Îòñþäà ñðåäè ïðî÷åãî ñëåäóåò APX-òðóäíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è
Max-(c, k)-DCC â ñëó÷àå ïîëèýäðàëüíîé íîðìû ñ ÷èñëîì ôàñåò O(n).

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü âåñà äóã ãðàôà G èíäóöèðîâàíû ïîëèýäðàëü-

íîé íåñèììåòðè÷íîé ïîëóíîðìîé, îïðåäåëÿåìîé ïîëèòîïîì ñ ôèêñè-

ðîâàííûì ÷èñëîì ôàñåò f . Òîãäà çàäà÷à Max-(c, k)-DCC ðàçðåøèìà çà

âðåìÿ O(n2f−2 log n). Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ âåñîâ âðåìÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è ñîñòàâëÿåò O(nf−2 log n).

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îñíîâàí íà ðàçâèòèè èäåé èçâåñòíîãî àëãî-
ðèòìà äëÿ ïîëèýäðàëüíîé çàäà÷è Max TSP [18]. Âíà÷àëå ïîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å ñ òàê
íàçûâàåìîé �òîííåëüíîé ìåòðèêîé�. Â ñâîþ î÷åðåäü, çàäà÷à ñ òîííåëü-
íîé ìåòðèêîé ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìèàëüíîìó ìíîæåñòâó ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìûõ çàäà÷ î íàõîæäåíèè ïîäãðàôà ìàêñèìàëüíîãî âåñà ñ çà-
äàííûìè ñòåïåíÿìè âåðøèí â äâóäîëüíîì ìóëüòèãðàôå.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è
îáîçíà÷åíû ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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