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Обща󰑱 характеристика работы

Актуал󰑭ност󰑭 темы
Потоки метрик, то ест󰑭 дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 на семейства метрик,

󰑬авис󰑱щих от времени, у󰑨е довол󰑭но давно активно испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 в геометрии.
Наиболее и󰑬вестным на сегодн󰑱шний ден󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱 применение Перел󰑭маном по-
токов Риччи с перестройками дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ств гипоте󰑬 Пуанкаре и Тёрстона.
Потоки нетривиал󰑭ны да󰑨е в двумерном случае. Потоком Риччи на двумерной
поверхности X на󰑬ываетс󰑱 семейство метрик g(t) = (gij(t)), удовлетвор󰑱󰑧щее
дифференциал󰑭ному уравнени󰑧

∂g

∂t
= −2K(g(t))g(t),

где K(g(t)) 󰯹 гауссова криви󰑬на метрики g(t).

Теорема (Hamilton1). Дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики g(0) на 󰑬амкнутой ориен-
тированной поверхности X решение потока Риччи существует дл󰑱 всех t 󰃍 0.
Если поверхност󰑭 X не диффеоморфна S2, то поток Риччи сходитс󰑱 к метри-
ке посто󰑱нной криви󰑬ны. Если X = S2, то поток Риччи сходитс󰑱 к метрике
посто󰑱нной криви󰑬ны, если гауссова криви󰑬на K(g(0)) поло󰑨ител󰑭на во всех
точках X.

Случаи, не подход󰑱щие под услови󰑱 этой теоремы Гамил󰑭тона, были рассмот-
рены Чоу.

Теорема (Chow2). Пуст󰑭 g0 󰯹 прои󰑬вол󰑭на󰑱 начал󰑭на󰑱 метрика на сфере, и
пуст󰑭 g(t) 󰯹 решение потока Риччи с этим начал󰑭ным условием g(0) = g0.
Тогда найдетс󰑱 такое T > 0, что криви󰑬на K(g(T )) поло󰑨ител󰑭на во всех
точках.

Наиболее удачный дискретный аналог потоков Риччи был введен в совмест-
ной работе Чоу и Луо3. Под метрикой они понимали так на󰑬ываему󰑧 метрику
упаковки кругов. Соответсву󰑧щие определени󰑱 приведены в главе 1, 󰑬дес󰑭 󰑨е
достаточно отметит󰑭 следу󰑧щее. Дл󰑱 󰑬амкнутой поверхности X фиксиру󰑧тс󰑱
триангул󰑱ци󰑱 T и весова󰑱 функци󰑱 w на рёбрах триангул󰑱ции, принима󰑧ща󰑱
󰑬начение в (−1, 1]. Метрика кодируетс󰑱 поло󰑨ител󰑭ными радиусами окру󰑨но-
стей ri, 󰑬аданными дл󰑱 ка󰑨дой вершины триангул󰑱ции. Комбинаторный поток

1R. S. Hamilton, Three manifold with positive Ricci curvature, J. Differential Geometry 17, (1982), 255-306.
2B. Chow, The Ricci flow on the 2-sphere, J. Differential Geometry 33(1991) 325-334.
3B.Chow, F. Luo, Combinatorial Ricci flows on surfaces, J. of differential geometry 63 (2003) 97–129.
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Риччи в евклидовом случае (точное определение см. в гл. 1) 󰯹 это система диф-
ференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −Kiri, (1)

аналогичным обра󰑬ом определ󰑱етс󰑱 комбинаторный поток Риччи дл󰑱 гипербо-
лического случа󰑱. Дл󰑱 евклидова и гиперболического случаев Чоу и Луо дока-
󰑬али, что при выполнении определенных условий на веса и на комбинаторику
триангул󰑱ции T , поток Риччи сходитс󰑱 к единственной метрике посто󰑱нной кри-
ви󰑬ны. Один и󰑬 кл󰑧чевых моментов в дока󰑬ател󰑭ствах Чоу и Луо 󰯹 это во󰑬мо󰑨-
ност󰑭 представит󰑭 поток Риччи как отрицател󰑭ный градиентный поток некоторой
функции F . Существование такой функции F выводитс󰑱 и󰑬 того, что простран-
ство метрик диффеоморфно RN

+ , где N 󰯹 число вершин триангул󰑱ции. 󰑪атем
дока󰑬ываетс󰑱, что функци󰑱 F выпукла󰑱. Сходимост󰑭 траекторий отрицател󰑭ного
градиентного потока к поло󰑨ени󰑧 равновеси󰑱 выводитс󰑱 и󰑬 выпуклости функ-
ции F . В дока󰑬ател󰑭ствах этих фактов ва󰑨ну󰑧 рол󰑭 играет условие w 󰃍 0. В
данной работе мы пока󰑬ываем, как условие w 󰃍 0 мо󰑨но ослабит󰑭 так, чтобы
пространство метрик осталос󰑭 диффеоморфно RN

+ , а функци󰑱 F осталас󰑭 выпук-
лой. Л󰑧бопытно, что эти обобщенные услови󰑱 дл󰑱 обоих фактов ока󰑬ыва󰑧тс󰑱
одинаковыми. Кроме того, мы строим контрпримеры, которые пока󰑬ыва󰑧т, что
дал󰑭нейшее ослабление нево󰑬мо󰑨но. Этому посв󰑱щены главы 1 и 2.

Если весова󰑱 функци󰑱 и триангул󰑱ци󰑱 не удовлетвор󰑱󰑧т услови󰑱м теоремы
Чоу и Луо, то численное моделирование пока󰑬ывает, что в р󰑱де случаев под дей-
ствием потока Риччи метрика в пределе выро󰑨даетс󰑱 (а именно, некоторые ради-
усы стрем󰑱тс󰑱 к нул󰑧), но при этом набл󰑧да󰑧тс󰑱 определенные 󰑬акономерности
в поведении криви󰑬н. В главе 3 мы определ󰑱ем выро󰑨денные метрики упаковок
кругов в евклидовом и гиперболическом случа󰑱х, определ󰑱ем комбинаторный по-
ток Риччи дл󰑱 таких метрик, и дока󰑬ываем теоремы сходимости потока Риччи к
поло󰑨ени󰑧 равновеси󰑱 дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики при определенных услови-
󰑱х на триангул󰑱ци󰑧 T и веса w. При этом на веса w накладыва󰑧тс󰑱 более общие
услови󰑱 и󰑬 главы 2, а не условие w 󰃍 0.

Кроме потока Риччи интересен поток средней криви󰑬ны

∂f(x̄, t)

∂t
= −H(x̄, t) · n(x̄, t), (2)

где f(x̄, t) 󰯹 семейство вло󰑨ений поверхности Mn в Rn+1, H(x̄, t), n(x̄, t) 󰯹 сред-
н󰑱󰑱 криви󰑬на и нормал󰑭 в точке x̄ в момент времени t соответственно, и его
нормали󰑬ованна󰑱 верси󰑱 f̃(t̃), сохран󰑱󰑧ща󰑱 об󰑫ём (площад󰑭) поверхности.
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Теорема (Huisken4). Пуст󰑭 f0 󰯹 вло󰑨ение гладкого 󰑬амкнутого многообра󰑬и󰑱
Mn в Rn+1. Пуст󰑭 и󰑬вестно, что собственные 󰑬начени󰑱 второй квадратичной
формы подмногообра󰑬и󰑱 Mn

0 строго бол󰑭ше нул󰑱 дл󰑱 всех x̄ ∈ Mn
0 . Тогда уравне-

ние (2) с начал󰑭ным условием f(x̄, 0) = f0(x̄) имеет гладкое решение на конеч-
ном интервале времени 0 󰃑 t < T такое, что поверхност󰑭 Mn

t ст󰑱гиваетс󰑱 в
некотору󰑧 точку O при t → T ; нормали󰑬ованное условием посто󰑱нства об󰑫ема
многообра󰑬и󰑱, уравнение (2) с начал󰑭ным условием f̃(x̄, 0) = f̃0(x̄) имеет глад-
кое решение при t̃ → ∞. В то 󰑨е врем󰑱 M̃t̃ стремитс󰑱 прин󰑱т󰑭 форму сферы
площади |M0|. Подмногообра󰑬ие M̃t̃ получаетс󰑱 и󰑬 Mt гомотетией с центром в
точке O.

В главе 4 представлен метод численного моделировани󰑱 дискретного пото-
ка средней криви󰑬ны на поверхност󰑱х вращени󰑱 с ра󰑬личными начал󰑭ными про-
фил󰑭ными функци󰑱ми. Ре󰑬ул󰑭таты численного моделировани󰑱 на поверхности
вращени󰑱 совпада󰑧т с теоретическими в случае, если поверхност󰑭 вращени󰑱 удо-
влетвор󰑱ет услови󰑱м теоремы Х󰑭󰑧скена. Наиболее интересные ре󰑬ул󰑭таты главы
4 каса󰑧тс󰑱 моделировани󰑱 потока средней криви󰑬ны дл󰑱 поверхностей вращени󰑱,
не удовлетвор󰑱󰑧щих услови󰑱м теоремы Х󰑭󰑧скена, в частности, смоделировано
формирование особенности.

Цел󰑭 диссертации
1. Исследоват󰑭 количество метрик упаковок кругов, име󰑧щих посто󰑱нну󰑧 кри-

ви󰑬ну, дл󰑱 весовой функции, принима󰑧щей 󰑬начени󰑱 в (−1, 1], дл󰑱 тетраэд-
ра.

2. Исследоват󰑭 услови󰑱 на весову󰑧 функци󰑧, гарантиру󰑧щие выпуклост󰑭 функ-
ции F . Исследоват󰑭 услови󰑱 на весову󰑧 функци󰑧, при которых простран-
ство метрик ст󰑱гиваемо.

3. Определит󰑭 метрику упаковки кругов с выро󰑨дени󰑱ми, определит󰑭 комби-
наторный поток Риччи дл󰑱 таких метрик, дока󰑬ат󰑭 теоремы сходимости дл󰑱
евклидова и гиперболического случаев.

4. Смоделироват󰑭 дискретный поток средней криви󰑬ны дл󰑱 ви󰑬уали󰑬ации фор-
мировани󰑱 особенности на поверхности вращени󰑱, профил󰑭на󰑱 функци󰑱 ко-
торой не 󰑱вл󰑱етс󰑱 выпуклой.

4G. Huisken, Flow by mean curvature of convex surfaces into spheres, J. Differential Geometry 20, (1984) 237-266.
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Поло󰑨ени󰑱, выносимые на 󰑬ащиту
Основные ре󰑬ул󰑭таты диссертации 󰑬акл󰑧ча󰑧тс󰑱 в следу󰑧щем:

1. Нахо󰑨дение и классификаци󰑱 метрик упаковок кругов с посто󰑱нной кри-
ви󰑬ной на тетраэдре дл󰑱 двух типов симметричных весовых функций w ∈
(−1, 1].

2. Нахо󰑨дение новых, более слабых условий на весову󰑧 функци󰑧 со 󰑬начени-
󰑱ми в (−1, 1], при которых комбинаторный поток Риччи 󰑱вл󰑱етс󰑱 градиент-
ным потоком выпуклой функции, определённой в пространстве RN

+ .

3. Определение нового класса метрик упаковок кругов с выро󰑨дени󰑱ми и ком-
бинаторного потока Риччи дл󰑱 них; дока󰑬ател󰑭ство теорем сходимости ком-
бинаторного потока Риччи к единственной метрике посто󰑱нной криви󰑬ны с
выро󰑨дени󰑱ми при определенных услови󰑱х дл󰑱 евклидова и гиперболиче-
ского случаев.

4. Построение устойчивого алгоритма вычислени󰑱 решени󰑱 дискретного пото-
ка средней криви󰑬ны на поверхности вращени󰑱; моделирование и ви󰑬уали-
󰑬аци󰑱 формировани󰑱 особенности в случае, когда начал󰑭на󰑱 профил󰑭на󰑱
функци󰑱 поверхности вращени󰑱 не 󰑱вл󰑱етс󰑱 выпуклой.

Научна󰑱 нови󰑬на
Все основные ре󰑬ул󰑭таты диссертации 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 оригинал󰑭ными, получены

автором самосто󰑱тел󰑭но и её нови󰑬на 󰑬акл󰑧ча󰑧тс󰑱 в следу󰑧щем:

1. Исследовано количество метрик посто󰑱нной криви󰑬ны на тетраэдре с весо-
вой функцией, облада󰑧щей одним и󰑬 двух типов симметрии.

2. Найдены новые ослабленные услови󰑱, при которых пространство метрик
диффеоморфно RN

+ , а поток Риччи эквивалентен отрицател󰑭ному гради-
ентному потоку некоторой выпуклой функции.

3. Дока󰑬ана сходимост󰑭 комбинаторного потока Риччи дл󰑱 выро󰑨денных мет-
рик упаковок кругов дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики в евклидовом и гипербо-
лическом случа󰑱х при определенных услови󰑱х на триангул󰑱ци󰑧 и весову󰑧
функци󰑧.

4. Предло󰑨ен новый алгоритм моделировани󰑱 потока средней криви󰑬ны на
поверхности вращени󰑱.
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Методы исследовани󰑱
В диссертации примен󰑱󰑧тс󰑱 методы дифференциал󰑭ной геометрии, диффе-

ренциал󰑭ных уравнений и алгебры. Испол󰑭󰑬овалис󰑭 системы численного модели-
ровани󰑱.

Теоретическа󰑱 и практическа󰑱 ценност󰑭 работы
Диссертаци󰑱 имеет теоретический характер. Ре󰑬ул󰑭таты, полученные в дис-

сертации, представл󰑱󰑧т интерес дл󰑱 специалистов в области дифференциал󰑭ной
геометрии, дифференциал󰑭ных уравнений и численного моделировани󰑱.

Апробаци󰑱 работы
Ре󰑬ул󰑭таты опубликованы в четырёх стат󰑭󰑱х [1-4] (см. стр. 22), и󰑬 которых

четыре опубликованы в 󰑨урналах, удовлетвор󰑱󰑧щих Поло󰑨ени󰑧 о диссертаци-
онном совете Московского государственного университета имени М.В.Ломоносова
(утв. Ректором МГУ имени М.В.Ломоносова 27 окт󰑱бр󰑱 2017 года). Ре󰑬ул󰑭таты
диссертации были представлены на следу󰑧щих семинарах и конференци󰑱х:

• семинар 󰯺Дифференциал󰑭на󰑱 геометри󰑱 и прило󰑨ени󰑱󰯻 под руководством
академика А. Т. Фоменко;

• семинар 󰯺Некоммутативна󰑱 геометри󰑱 и топологи󰑱󰯻 под руководством про-
фессора
А. С. Мищенко, профессора В. М. Мануйлова, профессора И. К. Бабенко,
доцента
А. А. Ирматова;

• семинар 󰯺Дифференциал󰑭ные операторы на сингул󰑱рных пространствах,
алгебраически интегрируемые системы и квантование󰯻 под руководством
член-корреспондента РАН
А. И. Шафаревича;

• 󰯺Вороне󰑨ска󰑱 󰑬имн󰑱󰑱 математическа󰑱 школа С. Г. Крейна В󰑪МШ 󰯹 2016󰯻,
Вороне󰑨, 25 󰯹 31 󰑱нвар󰑱 2016 г.;

• 󰯺Ломоносов 2016󰯻, МГУ имени М.В. Ломоносова, Москва, 11 󰯹 15 апрел󰑱
2016 г.;
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• 󰯺Ломоносов 2017󰯻, МГУ имени М.В. Ломоносова, Москва, 10 󰯹 14 апрел󰑱
2017 г.;

• 󰯺Вороне󰑨ска󰑱 󰑬имн󰑱󰑱 математическа󰑱 школа С. Г. Крейна В󰑪МШ 󰯹 2018󰯻,
Вороне󰑨, 26 󰯹 31 󰑱нвар󰑱 2018 г.;

• 󰯺XX Geometrical Seminar󰯻, Faculty of Mathematics University of Belgrade Serbia,
May 20 󰯹 23, 2018 г.;

• 󰯺International Conference on Topology and its Application󰯻, Nafpaktos, Greece,
July 7󰯹11, 2018 г.;

• 󰯺Современные проблемы математики и механики󰯻, МГУ имени М.В. Ломо-
носова, Москва, 13 󰯹 15 ма󰑱 2019 г.

Структура и об󰑫ём работы
Диссертационна󰑱 работа состоит и󰑬 введени󰑱 и четырёх глав. Список литера-

туры содер󰑨ит 29 наименований. Текст диссертации и󰑬ло󰑨ен на 81 страницах.

Содер󰑨ание работы
Во введении формулируетс󰑱 цел󰑭 работы, кратко и󰑬лага󰑧тс󰑱 её ре󰑬ул󰑭таты и

содер󰑨ание.

Содер󰑨ание главы 1

Рассмотрим 󰑬амкнуту󰑧 поверхност󰑭 X с триангул󰑱цией T . Следу󰑱 Тёрстону5,
определим дл󰑱 X аналог плоской метрики с коническими особенност󰑱ми. Пуст󰑭
V = {A1, ..., AN} 󰯹 мно󰑨ество вершин триангул󰑱ции T . Обо󰑬начим чере󰑬 E и F
соответственно мно󰑨ества рёбер и граней триангул󰑱ции T .

Определение. Весовой функцией на󰑬ываетс󰑱 функци󰑱 w : E → (−1, 1], w(AiAj) =
wij = wji, а число wij на󰑬ываетс󰑱 весом ребра AiAj.

Определение. Под метрикой (в евклидовом случае) на поверхности мы пони-
маем способ вычислени󰑱 длины л󰑧бой ломаной или 󰯺хорошей󰯻 кривой на этой
поверхности. Дл󰑱 фиксированной тройки (X, T, w), состо󰑱щей и󰑬 поверхности

5W. Thurston, Geometry and topology of 3-manifolds, Princeton lecture notes, 1976,
http://www.msri.org/publications/books/gt3m/ , гл. 13.
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X, её триангул󰑱ции T и весовой функции w, определим метрику на X следу󰑧-
щим обра󰑬ом:

1. на ка󰑨дой грани триангул󰑱ции будем считат󰑭 метрику плоской;

2. метрика 󰑬ависит от параметров r = {ri > 0 | i = 1, ..., N} ∈ RN
+ ;

3. длина lij ребра AiAj ∈ E 󰑬адаетс󰑱 формулой

lij =
󰁴

r2i + r2j + 2rirjwij. (3)

Эти услови󰑱 определ󰑱󰑧т метрику на X , причем единственным обра󰑬ом, тогда
и тол󰑭ко тогда, когда длины рёбер lij, ljk, lki ка󰑨дой грани триангул󰑱ции удовле-
твор󰑱󰑧т трем неравенствам треугол󰑭ника. Дл󰑱 простоты метрикой на󰑬ываетс󰑱
набор r = {ri > 0, i = 1, . . . , N}.

Определение. Пространством метрик Rw ⊆ RN
+ , соответству󰑧щим весовой

функции w, будем на󰑬ыват󰑭 мно󰑨ество всех наборов r = {ri > 0, i = 1, . . . , N},
дл󰑱 которых {lij|AiAj ∈ E} удовлетвор󰑱󰑧т неравенствам треугол󰑭ника на
ка󰑨дой грани триангул󰑱ции T .

Описанные комбинаторные данные име󰑧т очен󰑭 просту󰑧 геометрическу󰑧 ин-
терпретаци󰑧. А именно, рассмотрим на евклидовой плоскости окру󰑨ности Ci, Cj

радиусами ri, rj соответсвенно. Предполо󰑨им, что эти окру󰑨ности пересека󰑧тс󰑱.
Обо󰑬начим чере󰑬 θij угол пересечени󰑱, который выбираетс󰑱 так, что θij = 0 дл󰑱
окру󰑨ностей, каса󰑧щихс󰑱 внешним обра󰑬ом. Тогда рассто󰑱ние ме󰑨ду вершинами
Ai и Aj 󰑬адаетс󰑱 формулой (3), в которой wij = cos θij.

Криви󰑬на такой метрики сконцентрирована в вершинах триангул󰑱ции. По-
скол󰑭ку ка󰑨дый набор r = {ri > 0, i = 1, . . . , N} определ󰑱ет длины рёбер {lij},
то определены плоские углы в вершинах ка󰑨дой грани.

Определение. Криви󰑬ной Kj в вершине Aj на󰑬ываетс󰑱 величина

Kj = 2π −
󰁛

AiAjAk∈F
∠AiAjAk, i = 1, . . . , N. (4)

Определение. Говор󰑱т, что набор r = (r1, . . . , rN) 󰑬адает метрику посто󰑱н-
ной криви󰑬ны (или метрика r = (r1, . . . , rN) имеет посто󰑱нну󰑧 криви󰑬ну), если
K1(r) = . . . = KN(r) = 2πχ(M)/N .

Определение. Комбинаторный поток Риччи 󰯹 это система дифференциал󰑭-
ных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . , N, (5)
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котора󰑱 определ󰑱ет 󰑬ависимост󰑭 метрики от времени в терминах эвол󰑧ции
набора параметров r = {ri > 0 | i = 1, ..., N}.

Определение. Решение (5) на󰑬ываетс󰑱 сход󰑱щимс󰑱, если

1. lim
t→∞

Ki(t) = Ki(∞) ∈ (−∞, 2π) существует дл󰑱 всех i,

2. lim
t→∞

ri(t) = ri(∞) ∈ R+ существует дл󰑱 всех i.

В работе Чоу и Луо3 дока󰑬ано, что при определенных услови󰑱х (среди кото-
рых име󰑧тс󰑱 услови󰑱 w 󰃍 0), комбинаторный поток Риччи сходитс󰑱 к метрике
посто󰑱нной криви󰑬ны; пространство метрик при этом совпадает с RN

+ .
В первой главе исследовано пространство метрик на тетраэдре, при условии,

что весова󰑱 функци󰑱 обладает одним и󰑬 двух типов симметрии. Вы󰑱снено, когда
пространство метрик совпадает с R4

+. Вы󰑱снено, скол󰑭ко имеетс󰑱 неэквивалетных
ме󰑨ду собой метрик посто󰑱нной криви󰑬ны. В данном случае мы считаем, что
метрики r и λr, где λ ∈ R,λ > 0, эквивалентны, так как у них одинаковые
криви󰑬ны.

Интересен так󰑨е гиперболический случай.

Определение. Пуст󰑭 T 󰯹 триангул󰑱ци󰑱 󰑬амкнутой ориентированной поверх-
ности X рода g ≥ 2 с 󰑬аданной весовой функцией w на её рёбрах. Метрику в
гиперболическом случае будем 󰑬адават󰑭 следу󰑧щим обра󰑬ом:

1. метрика на ка󰑨дой грани триангул󰑱ции T имеет посто󰑱нну󰑧 отрица-
тел󰑭ну󰑧 криви󰑬ну −1;

2. метрика 󰑬ависит от параметров r = {ri > 0 | i = 1, . . . , N} ∈ R+;

3. длина lij ребра AiAj ∈ E определ󰑱етс󰑱 формулой ch lij = ch ri ch rj +
+ wij sh ri sh rj.

В этом (гиперболическом) случае приведенные услови󰑱 име󰑧т тот 󰑨е геомет-
рический смысл, что и в евклидовом случае. Пространство метрик обо󰑬начаетс󰑱
так 󰑨е: Rw ⊆ RN

+ .

Определение. Гиперболический комбинаторный поток Риччи 󰯹 это система
дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . , N. (6)
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Тёрстон5 дока󰑬ал, что при определенных комбинаторных услови󰑱х на триан-
гул󰑱ци󰑧 и веса существует единственна󰑱 метрика посто󰑱нной криви󰑬ны. Иными
словами, в гиперболическом случае метрика посто󰑱нной криви󰑬ны в вершинах не
имеет конических особенностей. 󰑯сно, что дл󰑱 гиперболического случа󰑱 метрики
посто󰑱нной криви󰑬ны 󰯹 в точности то 󰑨е самое, что поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱 потока
Риччи (6). Чтобы св󰑱󰑬ат󰑭 метрики посто󰑱нной криви󰑬ны с особенност󰑱ми пото-
ка Риччи в евклидовом случае, нам понадобитс󰑱 нормали󰑬ованный поток Риччи,
который определ󰑱етс󰑱 как система обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . , N, (7)

где Kav = 2πχ(X)
N . В евклидовом случае метрики посто󰑱нной криви󰑬ны в точности

󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 поло󰑨ени󰑱ми равновеси󰑱 потока (7).
Чоу и Луо8 пока󰑬али, что при услови󰑱х, найденных Тёрстоном, поток Риччи (в

обоих случа󰑱х (6) и (7)), сходитс󰑱 к единственной метрике посто󰑱нной криви󰑬ны.

В евклидовом случае 󰑬дес󰑭 не во󰑬никает противоречи󰑱, так как прои󰑬ведение
N󰁔
i=1

ri

󰯹 первый интеграл нормали󰑬ованного потока Риччи (7) .
Определим линк Lk(I) подмно󰑨ества I ⊂ V вершин триангул󰑱ции T как

мно󰑨ество пар (e, v), состо󰑱щих и󰑬 ребра e и вершины v таких, что
(1) концы ребра e не содер󰑨атс󰑱 в I ;
(2) v ∈ I ;
(3) e и v обра󰑬у󰑧т гран󰑭.

Обо󰑬начим так󰑨е чере󰑬 FI подмно󰑨ество в X , состо󰑱щее и󰑬 симплексов, все вер-
шины которых принадле󰑨ат I . В случае, когда на гран󰑱х триангул󰑱ции метрика
евклидова, криви󰑬ны метрик r = (r1, . . . , rN) и λr = (λr1, . . . ,λrN),λ > 0 совпа-
да󰑧т. Поэтому при подсчете числа метрик посто󰑱нной криви󰑬ны метрики r и λr
ра󰑬личат󰑭 не будем.

Теорема (Chow, Luo3). Пуст󰑭 (X, T, w) 󰯹 триангул󰑱ци󰑱 T поверхности X с
набором весов w 󰃍 0. Тогда дл󰑱 потоков Риччи (6) или (7) верны следу󰑧щие
услови󰑱:

(1) существует решение r(t), определенное дл󰑱 t ∈ [0,∞), дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭-
ной метрики r(0);

(2) решение r(t) сходитс󰑱 к метрике посто󰑱нной криви󰑬ны тогда и тол󰑭ко
тогда, когда дл󰑱 л󰑧бого собственного подмно󰑨ества I ⊂ V выполнено неравен-
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ство

0 > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл󰑱 потока (6),

2π|I|χ(X)/|N | > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл󰑱 потока (7);

(3) при выполнении условий (2) решение r(t) сходитс󰑱 к метрике посто󰑱нной
криви󰑬ны экспоненциал󰑭но быстро.

Вернёмс󰑱 к ре󰑬ул󰑭татам главы 1. Рассмотрим тетраэдр A0A1A2A3, он даёт про-
стейшу󰑧 триангул󰑱ци󰑧 сферы S2. В главе 1 пространство Rw описано в случа󰑱х,
когда весова󰑱 функци󰑱 на тетраэдре обладает одним и󰑬 двух видов симметрии:

1. w01 = w23 = α, w02 = w03 = ω13 = γ;

2. w01 = w02 = w03 = γ, w12 = ω23 = w13 = α.

Условие, выдел󰑱󰑧щее Rw в R4
+, мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде

1− w12

r23
+
1− w23

r21
+
1− w31

r22
+2

w23 + w13w12

r2r3
+2

w31 + w23w12

r1r3
+2

w12 + w23w31

r2r1
> 0,

(8)

где wij, i ∕= j, i, j = {0, 1, 2, 3} 󰯹 вес на ребре lij. Выписав такие неравенства
дл󰑱 ка󰑨дой грани триангул󰑱ции, получим набор ограничений, выдел󰑱󰑧щих про-
странство Rw в R4

+.

Лемма. Пуст󰑭 w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ. Если γ > −
󰁴

1−α
2 ,

то пространство Rw совпадает с R4
+. В противном случае, когда γ 󰃑 −

󰁴
1−α
2 ,

пространство Rw 󰃳 R4
+.

Теорема. Пуст󰑭 w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ, где α, γ ∈ (−1, 1].
Тогда количество метрик посто󰑱нной криви󰑬ны описываетс󰑱 диаграммой, по-
ка󰑬анной на рис. 1. А именно:

1. дл󰑱 (α, γ) и󰑬 области ACBHGD существует единственна󰑱 метрика по-
сто󰑱нной криви󰑬ны, r0 = r1 = r2 = r3 = 1;
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Рис. 1: Области с ра󰑬личными количествами метрик посто󰑱нной криви󰑬ны. Кри-
ва󰑱 ACF определ󰑱ет границу области, дл󰑱 которой R = Rα,γ = R4

+

2. дл󰑱 (α, γ) и󰑬 области ABC имеетс󰑱 п󰑱т󰑭 ра󰑬личных метрик посто󰑱нной
криви󰑬ны: r0 = r1 = r2 = r3 = 1 и еще четыре, дл󰑱 которых выполн󰑱етс󰑱
один и󰑬 наборов соотношений r0 = r1, r0 ∕= r2 ∕= r3 ∕= r1 или r2 ∕= r0 ∕= r1 ∕=
r3, r2 = r3; кроме того, эти четыре метрики получа󰑧тс󰑱 друг и󰑬 друга
соответству󰑧щими перестановками индексов у параметров ri;

3. дл󰑱 (α, γ) и󰑬 области ADE метрик посто󰑱нной криви󰑬ны нет.

Более того, отре󰑬ок AD ле󰑨ит на пр󰑱мой α = 3 + 4γ, крива󰑱 BD 󰯹 дуга
параболы 2γ2 − α − 1 = 0, а крива󰑱 AD 󰯹 дуга гиперболы 2γ2 − α2 − 1 = 0. На
отре󰑬ке AD пропадает решение r0 = r1 = r2 = r3, на дугах BC и AD пропада󰑧т
4 решени󰑱, описанные в пункте 2.

󰑪амечание. На рис. 1 и󰑬обра󰑨ены границы областей с ра󰑬личным количеством
поло󰑨ений равновеси󰑱 вместе с кривой ACF , 󰑬аданной уравнением γ = −

󰁴
1−α
2 ,

отдел󰑱󰑧щей област󰑭 и󰑬менени󰑱 весов α, γ, дл󰑱 которой Rw = R4
+.

Тепер󰑭 приведём утвер󰑨дени󰑱 касател󰑭но весовой функции со вторым типом
симметрии.

Лемма. Пуст󰑭 w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1].
Если γ > −

󰁴
1−α
2 , тогда пространство Rw совпадает с R4

+. И наоборот, при

γ 󰃑 −
󰁴

1−α
2 имеем Rw 󰃳 R4

+.

Теорема. Пуст󰑭 w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1].
Тогда количество метрик посто󰑱нной криви󰑬ны описываетс󰑱 диаграммой, и󰑬об-
ра󰑨енной на рис. 2. А именно,
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Рис. 2: Области с ра󰑬личными количествами метрик посто󰑱нной криви󰑬ны. Кри-
ва󰑱 DKMN определ󰑱ет границу области, дл󰑱 которой R = Rα,γ = R4

+

1. если (α, γ) принадле󰑨ит области AEHIG, то метрик посто󰑱нной кри-
ви󰑬ны не существует;

2. если (α, γ) принадле󰑨ит области EBCJH, то существует единственна󰑱
метрика посто󰑱нной криви󰑬ны, причем r1 = r2 = r3;

3. если (α, γ) принадле󰑨ит области DGI, то существу󰑧т три ра󰑬личные
метрики посто󰑱нной криви󰑬ны (r1, r2, r3) таких, что (t, t, s),(t, s, t) или
(s, t, t), где t ∕= s;

4. если (α, γ) принадле󰑨ит области IJH, то существу󰑧т две метрики по-
сто󰑱нной криви󰑬ны, причем дл󰑱 ка󰑨дой и󰑬 них r1 = r2 = r3;

5. если (α, γ) принадле󰑨ит одной и󰑬 областей DKJI и DKF , то существу-
󰑧т п󰑱т󰑭 метрик посто󰑱нной криви󰑬ны, описанных в пунктах 3 и 4;

6. если (α, γ) принадле󰑨ит одной и󰑬 областей FKC и JKC, то существу󰑧т
четыре метрики посто󰑱нной криви󰑬ны, описанных в пунктах 2 и 3.

Более того, EHJKF 󰯹 отре󰑬ок пр󰑱мой α = −1/2, GIJC 󰯹 дуга параболы
2γ2−1−α = 0, DIH 󰯹 дуга параболы γ2+2α+1 = 0, а искл󰑧чител󰑭на󰑱 крива󰑱
DKC 󰑬адаетс󰑱 уравнением γ2(5 + 4α)− α2 − 4α− 4 = 0.

На кривой GIJC исче󰑬а󰑧т метрики и󰑬 пункта 3, на кривых DIH и FKJH
две метрики и󰑬 пункта 4 выро󰑨да󰑧тс󰑱 в одну, на пр󰑱мой EH метрик по-
сто󰑱нной криви󰑬ны нет, а на искл󰑧чител󰑭ной кривой DKC три метрики и󰑬
пункта 3 выро󰑨да󰑧тс󰑱 в одну метрику, дл󰑱 которой t = s.
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󰑪амечание. На рис. 2 и󰑬обра󰑨ены границы областей с ра󰑬личным количеством
поло󰑨ений равновеси󰑱 вместе с кривой DKMN , 󰑬аданной уравнением γ = −

󰁴
1−α
2 ,

отдел󰑱󰑧щей област󰑭 и󰑬менени󰑱 весов α, γ, дл󰑱 которой Rw = R4
+.

Содер󰑨ание главы 2

Евклидов комбинаторный поток Риччи 󰑬аменой ui = ln ri приводитс󰑱 к виду
du
dt = −Ki(u); гиперболический поток приводитс󰑱 к такому 󰑨е виду 󰑬аменой ui =

ln th(ri/2). Более того, ока󰑬ываетс󰑱, что в обоих случа󰑱х ∂Ki

∂uj
=

∂Kj

∂ui
, то ест󰑭 1-

форма Ω =
󰁓

Kidui 󰑬амкнута.
Дл󰑱 неотрицател󰑭ной весовой функции w пространство метрик Rw совпадает

с RN
+ . Поэтому существует функци󰑱 F , дл󰑱 которой dF = Ω. Более того, в гипер-

болическом случае F строго выпукла на RN
+ , а в евклидовом F строго выпукла на

гиперплоскости
󰁓

ui = 0. И󰑬 ре󰑬ул󰑭татов первой главы следует, что если услови󰑱
w 󰃍 0 не выполнены, то существу󰑧т весовые функции w, дл󰑱 которых Rw 󰃵 RN

+

, поэтому односв󰑱󰑬ност󰑭 Rw ну󰑨но устанавливат󰑭 какими-то дополнител󰑭ными
рассу󰑨дени󰑱ми. Кроме того, выпуклост󰑭 функции F опираетс󰑱 на интересное
утвер󰑨дение и󰑬 элементарной геометрии, дл󰑱 которого существу󰑧т контрприме-
ры, если не выполнены услови󰑱 w 󰃍 0. В главе 2 найдены услови󰑱 на весову󰑧
функци󰑧, у󰑨е не удовлетвор󰑱󰑧щие услови󰑧 w 󰃍 0, при которых Rw = RN

+ (а
следовател󰑭но, существует F така󰑱, что dF =

󰁓
Kidui). Пока󰑬ано, что при тех

󰑨е услови󰑱х F выпукла.

Лемма. Пуст󰑭 на грани △A1A2A3 󰑬адана весова󰑱 функци󰑱 w12 = α, w23 = β, w31 =
γ така󰑱, что β = γ ≥ 0 > α. Кроме того, потребуем, чтобы βγ + α ≥ 0. Тогда
дл󰑱 л󰑧бых r1, r2, r3 > 0 и󰑬 отре󰑬ков l1, l2, l3 мо󰑨но сло󰑨ит󰑭 треугол󰑭ник на
евклидовой плоскости.

Лемма. Пуст󰑭 на грани △A1A2A3 󰑬адана весова󰑱 функци󰑱 w12 = α, w23 = β, w31 =
γ така󰑱, что β, γ ≥ 0 > α и γ, β или |α| ∕= 1 Кроме того, потребуем, чтобы
βγ + α ≥ 0. Тогда дл󰑱 л󰑧бых r1, r2, r3 > 0 и󰑬 отре󰑬ков l1, l2, l3 мо󰑨но сло󰑨ит󰑭
треугол󰑭ник на евклидовой плоскости.

󰑪амечание. Нетрудно убедитс󰑱 в том, что вышеука󰑬анна󰑱 теорема не мо󰑨ет
быт󰑭 дока󰑬ана дл󰑱 л󰑧бого набора поло󰑨ител󰑭ных чисел r1, r2, r3 при поло󰑨и-
тел󰑭ных β, γ и отрицател󰑭ном 󰑬начении α бе󰑬 дополнител󰑭ного ограничени󰑱.

Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 обо󰑬начени󰑱ми теоремы, сформулированной выше и обо󰑬на-
чим чере󰑬 θ1, θ2, θ3 внутренние углы при соответству󰑧щих вершинах треугол󰑭-
ника. Внутренние углы θi, i = {1, 2, 3} 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 функци󰑱ми переменных rj, j =
{1, 2, 3}, дл󰑱 которых верно следу󰑧щее:
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Теорема. Пуст󰑭 веса α,β,γ удовлетвор󰑱󰑧т одному и󰑬 следу󰑧щих условий: (i)
все три веса неотрицател󰑭ны; (ii) βγ + α > 0, причем веса β и γ неотрица-
тел󰑭ны, а вес α отрицателен. Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0;

2. ∂θj/∂ri > 0 дл󰑱 л󰑧бых j ∕= i;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂rk = 0.

󰑪амечание. Нево󰑬мо󰑨но дока󰑬ат󰑭 утвер󰑨дение последней теоремы при γ =
β ≥ 0 > α бе󰑬 ограничени󰑱 γ2 + α > 0.

Обратимс󰑱 к гиперболическому случа󰑧, когда грани триангул󰑱ции име󰑧т по-
сто󰑱нну󰑧 отрицател󰑭ну󰑧 криви󰑬ну −1. Аналогично предыдущему пункту рас-
смотрим гран󰑭 △A1A2A3 и поло󰑨им w23 = α, w13 = β и w12 = γ. Длины рёбер
lij, i, j = {1, 2, 3}, i ∕= j грани △A1A2A3 определ󰑱󰑧тс󰑱 формулами

ch lij = ch ri ch rj + γ sh ri sh rj. (9)

Дл󰑱 гиперболического случа󰑱 имеетс󰑱 утвер󰑨дение не име󰑧щее аналога в евкли-
довом случае.

Лемма. Пуст󰑭 β = γ ≥ 0 ≥ α. Тогда существует треугол󰑭ник с ребрами
l12, l13, l23 при л󰑧бых r1, r2, r3 > 0.

Следу󰑧щие два утвер󰑨дени󰑱 аналогичны утвер󰑨дени󰑱м в еквлидовом случае.

Лемма. Пуст󰑭 β, γ ≥ 0 > α и βγ + α > 0 (или βγ + α = 0, но β ∕= 1 и γ ∕= 1).
Тогда и󰑬 отре󰑬ков l12, l13, l23 мо󰑨но сло󰑨ит󰑭 треугол󰑭ник на гиперболической
плоскости при л󰑧бых r1, r2, r3 > 0.

Теорема. Пуст󰑭 дл󰑱 весов α, β и γ выполн󰑱етс󰑱 одно и󰑬 условий:

(a) все три веса неотрицател󰑭ны;

(b) два веса β и γ неотрицател󰑭ны, вес α отрицателен, βγ + α > 0;

Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0 при i = {1, 2, 3};

2. ∂θi/∂rj > 0 при i, j = {1, 2, 3} и i ∕= j;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂ri < 0, при i = {1, 2, 3}.
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Содер󰑨ание главы 3

Численное моделирование решений комбинаторных потоков Риччи, не удовле-
твор󰑱󰑧щих услови󰑱м теоремы Чоу и Луо, вы󰑱вило, что в р󰑱де случаев набл󰑧да-
󰑧тс󰑱 следу󰑧щие 󰑬акономерности: нескол󰑭ко параметров ri стрем󰑱тс󰑱 к нул󰑧 при
t → ∞, но криви󰑬ны при этом име󰑧т конечные пределы. Мы введем новое по-
н󰑱тие: метрику упаковок кругов с выро󰑨дени󰑱ми. Отметим, что выро󰑨даетс󰑱
тол󰑭ко упаковка. Такие метрики дол󰑨ны слу󰑨ит󰑭 пределами потоков Риччи при
описанном выше выро󰑨дении. Дл󰑱 таких метрик мы определ󰑱ем потоки Риччи в
евклидовом и гиперболическом случа󰑱х и дока󰑬ываем аналог теорем о сходимости
решени󰑱 к единственной метрике с одинаковыми криви󰑬нами в невыро󰑨денных
вершинах. При этом весова󰑱 функци󰑱 удовлетвор󰑱ет не услови󰑧 w 󰃍 0, а более
общему, св󰑱󰑬анному с услови󰑱ми, полученными в главе 2. И󰑬ло󰑨им ре󰑬ул󰑭таты
более подробно.

Рассмотрим 󰑬амкнуту󰑧 поверхност󰑭 X с триангул󰑱цией T . Предполагаетс󰑱,
что подн󰑱тие 󰑬амкнутой грани или ребра в универсал󰑭ное накрытие 󰁨X 󰑱вл󰑱етс󰑱
вло󰑨ением. Обо󰑬начим мно󰑨ество вершин, ребер и граней триангул󰑱ции T чере󰑬
V , E, F соответственно. Мно󰑨ество вершин V = {A1, A2, . . . , AN} триангул󰑱-
ции T представим в виде несв󰑱󰑬ного об󰑫единени󰑱 двух подмно󰑨еств V = Vn

󰁉
Vd

таких, что никакие две вершины и󰑬 мно󰑨ества Vd не соедин󰑱󰑧тс󰑱 ребром. Подхо-
д󰑱щим обра󰑬ом перенумеровав вершины, мо󰑨ем считат󰑭, что Vn = {A1, . . . , AM},
Vd = {AM+1, . . . , AN}. Вершины и󰑬 мно󰑨ества Vn будем на󰑬ыват󰑭 невыро󰑨ден-
ными, а и󰑬 мно󰑨ества Vd 󰯹 выро󰑨денными.

Определение. Метрикой упаковки кругов с выро󰑨дени󰑱ми на󰑬ываетс󰑱 набор
r = {ri 󰃍 0} такой, что ri = 0 тол󰑭ко и тогда тогда, когда Ai 󰯹 выро󰑨денна󰑱
вершина.

Элемент триангул󰑱ции T (ребро или гран󰑭) на󰑬овём невыро󰑨денным тогда и
тол󰑭ко тогда, когда все его вершины невыро󰑨дены и выро󰑨денным в противном
случае. Обо󰑬начим мно󰑨ество (не)выро󰑨денных рёбер и граней чере󰑬 Ed(En) и
Fd(Fn) соответственно. Очевидно, что E = En

󰁉
Ed и F = Fn

󰁉
Fd. Иногда дл󰑱

удобства будем обо󰑬начат󰑭 подмно󰑨ество вершин и соответству󰑧щее подмно󰑨е-
ство индексов одним символом. Весова󰑱 функци󰑱 определена тол󰑭ко на невыро󰑨-
денных рёбрах, w : En → (−1, 1]. 󰑪афиксируем тройку (X, T, w). В евклидовом
случае, когда все грани триангул󰑱ции T 󰯹 плоские евклидовы треугол󰑭ники, дли-
на ребра определ󰑱етс󰑱 формулой (3). Дл󰑱 выро󰑨денной вершины Ai криви󰑬на Ki

󰑱вно выра󰑨аетс󰑱 чере󰑬 веса формулой

Ki = 2π −
󰁛

△AiAjAK∈F
(π − arccos(wjk)) .
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Комбинаторный поток Риччи дл󰑱 метрики с выро󰑨дени󰑱ми 󰯹 это система
обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . ,M. (10)

Усредненной криви󰑬ной Kav дл󰑱 метрики упаковки кругов с выро󰑨дени󰑱ми
на󰑬ываетс󰑱 величина:

Kav =
1

M

󰀳

󰁃2πχ(X)−
N󰁛

j=M+1

Kj

󰀴

󰁄 . (11)

Нормированный комбинаторный поток Риччи 󰯹 это система дифференциал󰑭ных
уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . ,M. (12)

Лемма. Набор функций ri(t), i = 1, . . . ,M 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением уравнений (10)
тогда и тол󰑭ко тогда, когда eK

avtri(t) 󰯹 решение уравнений (12).

Лемма.
M󰁔
j=1

ri(t) 󰯹 первый интеграл системы уравнений (12).

Пуст󰑭 на гран󰑱х выбрана гиперболическа󰑱 метрика посто󰑱нной криви󰑬ны −1,
а длина ребра lij, соедин󰑱󰑧щего вершины Ai и Aj, определ󰑱етс󰑱 формулой (9).
Если ребро 󰑱вл󰑱етс󰑱 выро󰑨денным, то последнее слагаемое в формуле (9) равно
нул󰑧, поэтому вес wij не определ󰑱етс󰑱, а lij = ri при ri = 0. Комбинаторным
гиперболическим потоком Риччи на󰑬ываетс󰑱 система ОДУ вида

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . ,M. (13)

Тройка (X, T, w) 󰑬адает пространство метрик Rw, которое в сво󰑧 очеред󰑭 󰑱в-
л󰑱етс󰑱 подмно󰑨еством таких r и󰑬 пространства RM

+ × (0, . . . , 0) ⊂ RN , что на
ка󰑨дой грани триангул󰑱ции T выполн󰑱󰑧тс󰑱 три неравенства треугол󰑭ника. Бу-
дем говорит󰑭, что выполн󰑱󰑧тс󰑱 услови󰑱 (W ), если весова󰑱 функци󰑱 w удовле-
твор󰑱ет услови󰑱м леммы, приведенной ни󰑨е.

Лемма. Пуст󰑭 ка󰑨да󰑱 гран󰑭 триангул󰑱ции удовлетвор󰑱ет одному и󰑬 условий:
(a) гран󰑭 невыро󰑨дена и весова󰑱 функци󰑱 на её ребрах принимает неотрица-
тел󰑭ные 󰑬начени󰑱;
(b) гран󰑭 невыро󰑨дена, весова󰑱 функци󰑱 на одном и󰑬 ребер грани принимает
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󰑬начение α < 0, на двух других ребрах β, γ > 0, при этом выполн󰑱етс󰑱 неравен-
ство α + βγ 󰃍 0;
(c) гран󰑭 выро󰑨дена, 󰑬начение весовой функции на невыро󰑨денном ребре грани
отлично от 1;
Тогда и дл󰑱 евклидова, и дл󰑱 гиперболического случаев имеем Rw = RM

+ .

Лемма. Пуст󰑭 в грани △AiAjAk вершины Aj, Ak невыро󰑨дены. Тогда

∂θk
∂rj

rj =
∂θj
∂rk

rk дл󰑱 евклидова случа󰑱, (14)

∂θk
∂rj

sh rj =
∂θj
∂rk

sh rk дл󰑱 гиперболического случа󰑱. (15)

И󰑬 этих двух лемм следует существование функции F на RM
+ , дл󰑱 которой

dF =
󰁓

Kidui.

Лемма. Пуст󰑭 △AiAjAk 󰯹 гран󰑭 триангул󰑱ции. Углы при вершинах Ai,Aj,Ak

обо󰑬начим чере󰑬 θi, θj, θk соответственно. Предполо󰑨им, что условие (W ) вы-
полн󰑱етс󰑱.
(a) Пуст󰑭 △AiAjAk ∈ Fn, тогда

(a1)
∂θp
∂rp

< 0, p ∈ {i, j, k};
(a2)

∂θp
∂rq

> 0, p, q ∈ {i, j, k}, p ∕= q;

(a3)
∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл󰑱 евклидовой метрики на гран󰑱х и ∂(θi+θj+θk)

∂rp
< 0 дл󰑱

гиперболической, p ∈ {i, j, k}.
(b) Пуст󰑭 Ai ∈ Vd, тогда

(b1)
∂θj
∂rj

< 0 и ∂θk
∂rk

< 0;

(b2)
∂θj
∂rk

< 0 и ∂θj
∂rk

< 0;
(b3)

∂(θj+θk)
∂rp

=
∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл󰑱 евклидовой метрики на гран󰑱х и ∂(θi+θk)

∂rp
=

∂(θj+θj+θk)
∂rp

< 0 дл󰑱 гиперболической, 󰑬дес󰑭 p ∈ {j, k}.
Более того, частные прои󰑬водные ∂θn

∂rm
󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 элементарными функци󰑱ми от

ri, rj, rk, где n,m ∈ {i, j, k}.

Эта лемма по󰑬волит нам дока󰑬ат󰑭 выпуклост󰑭 функции F .

Предло󰑨ение. Пуст󰑭 (X, T, w) 󰯹 󰑬амкнута󰑱 триангулированна󰑱 поверхност󰑭
с весами. Пуст󰑭 функции ri(t), i = 1, . . . ,M удовлетвор󰑱󰑧т системе уравнений
dri
dt = −Li(r1, . . . , rM)ri. Тогда прои󰑬водну󰑧 внутреннего угла θjki при невыро󰑨-
денной вершине Ai грани △AiAjAk мо󰑨но представит󰑭 в виде:
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1. dθjki
dt = −Bij(Lj − Li)− Bik(Lk − Li)− BiλLi дл󰑱 грани △AiAjAk ∈ Fn;

2. dθjki
dt = −Bij(Lj − Li)−BiλLi дл󰑱 грани △AiAjAk ∈ Fd с вершиной Ak ∈ Vd.

󰑪дес󰑭 λ = 0 дл󰑱 случа󰑱 евклидовой метрики на гран󰑱х и λ = −1 дл󰑱 гиперболи-
ческой.

Предло󰑨ение. Пуст󰑭 весова󰑱 функци󰑱 w, 󰑬аданна󰑱 на рёбрах триангул󰑱ции,
удовлетвор󰑱ет услови󰑧 (W ). Тогда при выполнении условий предыдущего пред-
ло󰑨ени󰑱 дл󰑱 1 󰃑 i 󰃑 M выполн󰑱етс󰑱 равенство

dKi

dt
=

󰁛

i∽j,j󰃑M

Cij(Lj − Li) + λCiLi,

где Cij = Cji и Cij 󰯹 поло󰑨ител󰑭ные элементарные функции переменных
r1, . . . , rM , суммирование идёт по невыро󰑨денным вершинам Aj, сме󰑨ным с
вершиной Ai.

Решение комбинаторного потока Риччи дл󰑱 метрик с выро󰑨дени󰑱м существу-
ет при t ∈ [0,∞). Введем обо󰑬начени󰑱 M(t) = max(K1(t), . . . , KM(t)) и M(t) =
= min(K1(t), . . . , KM(t)).

Предло󰑨ение. Пуст󰑭 r(t) = (r1(t), . . . , rN(t)) 󰯹 решение уравнений (12) или
(13) на некотором интервале. Тогда
(1) дл󰑱 евклидова случа󰑱 функци󰑱 M(t) нево󰑬раста󰑧ща󰑱, а функци󰑱 M(t) 󰯹
неубываща󰑱;
(2) дл󰑱 гиперболического случа󰑱 функци󰑱 max(0,M(t)) нево󰑬раста󰑧ща󰑱, а функ-
ци󰑱 min(0,M(t)) 󰯹 неубыва󰑧ща󰑱.

Предло󰑨ение. Пуст󰑭 r(t) = (r1(t), . . . , rN(t)) 󰯹 решение нормали󰑬ованного по-
тока Риччи. Пуст󰑭 r(t) содер󰑨итс󰑱 в компактном подмно󰑨естве простран-
ства RM

+ . Тогда r(t) экспоненциал󰑭но быстро сходитс󰑱 к точке (r1, . . . , rM) ∈
RM

+ , дл󰑱 которой криви󰑬на в ка󰑨дой невыро󰑨денной вершине равна Kav =

1
M

󰀣
2πχ(X)−

󰁓
j󰃍M+1

Kj

󰀤
.

Предло󰑨ение. Пуст󰑭 r(t) = (r1(t), . . . , rM(t)) 󰯹 решение потока (13). Если
крива󰑱 r(t) содер󰑨итс󰑱 в компактном подмно󰑨естве RM , то она сходитс󰑱
экспоненциал󰑭но быстро в точку (r1, . . . , rM) ∈ RM

+ , котора󰑱 соответствует
нулевому набору криви󰑬н K1, . . . , KM .
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Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 следу󰑧щей 󰑬аменой переменных: дл󰑱 евклидова случа󰑱 поло-
󰑨им uj = ln rj, а дл󰑱 гиперболического случа󰑱 uj = ln th(rj/2). Така󰑱 󰑬амена
по󰑬вол󰑱ет привести оба потока Риччи (10) и (13) к виду

duj
dt

= −Kj, j = 1, . . . ,M, (16)

где Kj 󰯹 некоторые функции переменных u1, . . . , uM . При выполнении условий
(W ) точка u = (u1, . . . , uM) мо󰑨ет быт󰑭 л󰑧бой точкой пространства U = RM

в евклидовом случае и пространства U = (−∞, 0)M ⊂ RM в гиперболическом
случае. Утвер󰑨дение последней леммы мо󰑨но переписат󰑭 в следу󰑧щем виде:

∂Ki

∂uj
=

∂Kj

∂ui
. (17)

Следовател󰑭но, дифференциал󰑭на󰑱 форма Ω =
M󰁓
i=1

Kidui 󰑬амкнута, то ест󰑭 dΩ =

0. Так как U 󰯹 односв󰑱󰑬ное пространство, то и󰑬 леммы Пуанкаре следует, что
существует гладка󰑱 функци󰑱 F (u1, u2, .., un), 󰑬аданна󰑱 на U , така󰑱, что dF = Ω.

Предло󰑨ение. Пуст󰑭 весова󰑱 функци󰑱 удовлетвор󰑱ет услови󰑱м (W ). Тогда
(a) в гиперболическом случае функци󰑱 F (u1, . . . , uM) строго выпукла;
(b) в евклидовом случае функци󰑱 F (u1, . . . , uM) строго выпукла на гиперплос-

кости
N󰁓
i=1

ui = 0.

Предло󰑨ение. Пуст󰑭 X 󰯹 󰑬амкнута󰑱 поверхност󰑭 с триангул󰑱цией T и ве-
совой функцией w, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 услови󰑱м (W ). Пуст󰑭 I 󰃵 VN . Обо󰑬начим
чере󰑬 DI мно󰑨ество всех выро󰑨денных вершин, сме󰑨ных с вершинами и󰑬 I.
Пуст󰑭 существу󰑧т пределы последовател󰑭ностей lim

n→∞
r
(n)
i = 0 при i ∈ I и

lim
n→∞

r
(n)
i > 0 при i ∈ {1, . . . ,M}\I дл󰑱 гиперболического или евклидова случаев

r(n) = r
(n)
i : i = 1, . . . ,M . Тогда

lim
n→∞

󰁛

i∈I
Ki(r

(n)) +
󰁛

j∈DI

Kj = −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (18)

Более того, как в гиперболическом, так и в евклидовом случа󰑱х дл󰑱 л󰑧бого соб-
ственного подмно󰑨ества I 󰃵 VN выполн󰑱етс󰑱 неравенство

󰁛

i∈I
Ki(r) +

󰁛

j∈DI

Kj > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (19)
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Главными ре󰑬ул󰑭татами главы 3 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 следу󰑧щие теоремы.

Теорема. Пуст󰑭 X 󰯹 󰑬амкнута󰑱 поверхност󰑭 с фиксированными триангул󰑱-
цией T и весовой функцией w, удовлетвор󰑱󰑧щей услови󰑱м (W ). Решение норма-
ли󰑬ованного потока Риччи (12) сходитс󰑱, не󰑬ависимо от начал󰑭ной метрики,
тогда и тол󰑭ко тогда, когда дл󰑱 л󰑧бого собственного подмно󰑨ества I 󰃵 VN

верно неравенство

|I|Kav +
󰁛

j∈DI

KI > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e) + 2πχ(FI∪DI
)). (20)

Кроме того, если решение сходитс󰑱, то оно сходитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро
к единственной метрике с набором одинаковых криви󰑬н Ki = Kav, i = 1, . . . ,M
в невыро󰑨денных вершинах.

Теорема. Пуст󰑭 T 󰯹 триангул󰑱ци󰑱 󰑬амкнутой поверхности X с отрицател󰑭-
ной эйлеровой характеристикой. Пуст󰑭 w 󰯹 весова󰑱 функци󰑱 на ребрах, удовле-
твор󰑱󰑧ща󰑱 услови󰑱м (W ). Решение гиперболического потока Риччи (13) схо-
дитс󰑱 дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики тогда и тол󰑭ко тогда, когда дл󰑱 л󰑧бого
подмно󰑨ества I 󰃵 VN верно неравенство

󰁛

j∈DI

Kj > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (21)

Более того, если решение сходитс󰑱, то оно сходитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро
к метрике с набором криви󰑬н Ki = 0, i = 1, . . . ,M .

Содер󰑨ание главы 4

Глава посв󰑱щенна потоку средней криви󰑬ны на поверхности, вло󰑨енной в R3.
Потоком средней криви󰑬ны дл󰑱 󰑬амкнутого многообра󰑬и󰑱 Mn на󰑬ываетс󰑱 семей-
ство вло󰑨ений ft : M

n → Rn+1, n 󰃍 1, гладко 󰑬авис󰑱щее от t, которое удовлетво-
р󰑱ет уравнени󰑧

∂f(x̄, t)

∂t
= −H(x̄, t) · n(x̄, t). (22)

В отличие от двумерного потока Риччи, под действием потока средней криви󰑬ны
у поверхности могут формироват󰑭с󰑱 особенности. И󰑬вестна следу󰑧ща󰑱 теорема:

Теорема (Huisken4). Пуст󰑭 f0 󰯹 вло󰑨ение гладкого 󰑬амкнутого многообра󰑬и󰑱
Mn в Rn+1. Пуст󰑭 и󰑬вестно, что собственные 󰑬начени󰑱 второй квадратичной
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формы подмногообра󰑬и󰑱 Mn
0 строго бол󰑭ше нул󰑱 дл󰑱 всех x̄ ∈ Mn

0 . Тогда уравне-
ние (22) с начал󰑭ным условием f(x̄, 0) = f0(x̄) имеет гладкое решение на конеч-
ном интервале времени 0 󰃑 t < T такое, что поверхност󰑭 Mn

t ст󰑱гиваетс󰑱 в
некотору󰑧 точку O при t → T ; нормали󰑬ованное условием посто󰑱нства об󰑫ема
многообра󰑬и󰑱, уравнение (22) с начал󰑭ным условием f̃(x̄, 0) = f̃0(x̄) имеет глад-
кое решение при t̃ → ∞. В то 󰑨е врем󰑱 M̃t̃ стремитс󰑱 прин󰑱т󰑭 форму сферы
площади |M0|. Подмногообра󰑬ие M̃t̃ получаетс󰑱 и󰑬 Mt гомотетией с центром в
точке O.

В этой теореме семейства f̃t(x̄) и ft(x̄) пропорционал󰑭ны друг другу с точно-
ст󰑭󰑧 до некоторого коэффициента ψ(t) таким, что об󰑫ем многообра󰑬ий, 󰑬аданных
семейством вло󰑨ений f̃t(x̄), равны об󰑫ему многообра󰑬и󰑱 Mn

0 дл󰑱 всех t, то ест󰑭
f̃t(x̄) = ψ(t) · ft(x̄), причем t̃(t) =

󰁕 t

0 ψ
2(τ)dτ .

В данной главе описан алгоритм интегрировани󰑱 потока средней криви󰑬ны
на двумерной поверхности вращени󰑱. Алгоритм основан на методе конечных эле-
ментов и пока󰑬ал сво󰑧 устойчивост󰑭 на бол󰑭шом интервале и󰑬менени󰑱 времени.
Алгоритм работает дл󰑱 л󰑧бых поверхностей вращени󰑱, не󰑬ависимо от того, удо-
влетвор󰑱ет исходное вло󰑨ение услови󰑱м теоремы Х󰑭󰑧скена или нет. Наиболее
интересны его применени󰑱 к поверхност󰑱м вращени󰑱, не удовлетвор󰑱󰑧щим тео-
ремы Х󰑭󰑧скена. Приведён р󰑱д примеров таких поверхностей. Среди них ест󰑭 при-
меры, дл󰑱 которых предел󰑭ное многообра󰑬ие 󰯹 вло󰑨енна󰑱 сфера. Так󰑨е приве-
дены примеры, дл󰑱 которых под действием потока средней криви󰑬ны ра󰑬виваетс󰑱
особенност󰑭 вло󰑨ени󰑱 поверхности. Основна󰑱 вычислител󰑭на󰑱 част󰑭 программ-
ной реали󰑬ации предло󰑨енного алгоритма была испол󰑭󰑬ована при моделировании
комбинаторных потоков Риччи на триангулированных поверхност󰑱х и с ра󰑬лич-
ными весовыми функци󰑱ми w.
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