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Общая характеристика работы 

Актуальность темы. 

В диссертационной работе затрагиваются темы распределён-
ных вычислений и вопросы эффективного обнаружения топологии 
сети узлами, которые имеют очень мало информации о ней. 

Тема распределённых вычислений активно развивается в 
настоящее время, что связано с практической необходимостью ра-
боты с системами, включающими в себя большое число вычисли-
тельных узлов. 

Вопросы о самодиагностике сети и обнаружении других 
свойств вполне естественно возникают в тех сетях, которые созда-
ются не по заранее построенному плану, а хаотично, либо подвер-
жены высокой изменчивости. С практической точки зрения некото-
рые условия, в которых результаты работы применимы, выглядят эк-
зотическими (например, все устройства заведомо имеют уникаль-
ные «заводские» номера, причём их длина мала). Тем не менее за-
дачи выбора лидера или установления свойств топологии спонтанно 
возникшей сети могут возникать, но в реально используемых сетях 
используются пакеты относительно большого объема (и как след-
ствие, не составляет проблем подписать пакет уникальным иденти-
фикатором узла). Можно интерпретировать протоколы с высокой 
адаптивностью, которые строятся в этой работе, как протоколы для 
многопроцессорных систем с общей памятью. Но в рамках данной 
работы такой интерпретации (алгоритмы для «акторной» модели па-
раллельных алгоритмов) не делалось. 

Степень разработанности темы исследования. 

В качестве обзорных материалов по теме распределённых вы-
числений можно порекомендовать [6, 8]. 
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Одной из проблем изучения распределённых вычислений яв-

ляется многообразие рассматриваемых моделей, что ведёт к слож-
ности сравнения результатов. Одним из ключевых свойств использу-
емой модели сети является различие между асинхронными и син-
хронными сетями1. Формулировки задач в сетях с неполной инфор-
мацией о топологии более характерны для асинхронных моделей, но 
их сравнение с синхронными моделями не вполне корректно. 

Хотелось бы отметить, что одним из полезных свойств исполь-
зуемого в данной работе формализма является сама возможность 
сравнения достаточно сильно отличающихся моделей за счёт их све-
дения к более «базовой».  

Другой важной особенностью моделей являются ограничения 
на размер сообщений. Часто оптимизируемой величиной является 
число сообщений, при этом размер самих сообщений может быть 
большим. Стандартным является использование подписанных сооб-
щений2. 

Всё это осложняет сравнение результатов. Тем не менее поста-
раемся привести наиболее релевантные и близкие работы. 

Одним из часто используемых «строительных блоков» в наших 
протоколах является эхо протокол и его модификации. Он описан, 
например, в работе Перельман [7]. 

                                                             
1 Многие результаты из данной работы переносимы на асинхронные 

модели: протоколы можно переформулировать, чтобы они по-прежнему 
находили лидеров, строили мосты и т.п. Но оценки на время теряют свою 
корректность. Результаты из главы 4 не переносимы на асинхронные мо-
дели. 

2 То есть к каждому сообщению можно дополнительно допи-
сать log 𝑉 бит (𝑉 – число узлов в сети), обычно это номер некоторого узла. 
Использование таких подписей вполне согласуется с используемыми на 
практике протоколами сетевого обмена. 
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В работе [3] рассматривается задача выбора разрушения сим-

метрии в кольцевых сетях (разрушение сети по своей сути эквива-
лентно выбору лидера). Следуя идеям этой работы, мы различаем 
разные типы завершения протоколов (подробно об этом в первой 
главе). Использованный там термин message-terminating protocol со-
ответствует термину слабо-корректные протоколы из этой работы, 
а термин processor-terminating protocol соответствует корректным 
протоколам (термин сильно-корректный протокол не имеет пря-
мого аналога в [3]). В этой работе авторы установили близкие верх-
ние и нижние оценки, связывающие синхронизированную коммуни-
кационную сложность и обычную детерминированную коммуника-
ционную сложность в предположении, что время работы протокола 
ограничено полиномом от числа булевых переменных у участников 
протокола. 

Относительно оценок на коммуникационную сложность вы-
бора лидера существуют следующие две работы. Для кольцевых се-
тей в [5] доказана нижняя оценка  Ω(𝑉 log 𝑉) для числа сообщений в 
протоколе, решающем задачу выбора лидера (уникального узла в 
сети).  В работе [2] получена такая же нижняя оценка для решения 
задачи достижения консенсуса (все узлы должны выдать одинако-
вый бит) в кольцевой сети. Нетрудно видеть, что эти задачи решаются 
с дополнительными 𝑂(𝑉) сообщениями, если в кольцевой сети с за-
данными ориентациями связей в каждой вершине (по и против часо-
вой стрелки) построено остовное дерево (т.е. удалено одно ребро).  

Известны нижние оценки времени распределённого построе-
ния кратчайшего остовного дерева [1, 8], однако они используют дру-
гую модель (априорная плотная нумерация и подписанные сообще-
ния). 

В главе 3 рассматриваются две задачи, в которых требуется 
найти в сети объекты, заданные через свойства топологии сети. В раз-
деле 3.1 рассматривается задача плотной нумерации и поиска мо-
стов. В разделе 3.2 рассматривается задача поиска антиподальной 
вершины в симметричном графе Кэли над группой булева куба [14]. 
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Данные задачи интересны тем, что их можно решать не находя пол-
ной информации о топологии сети, то есть приведённые протоколы 
быстрее «тривиального» подхода через аккумулирование всей мат-
рицы смежности в некотором узле. 

В разделе 3.1 мы рассматриваем задачу поиска мостов. Эффек-
тивный алгоритм поиска мостов был представлен в работе [13]. Он 
работает в синхронизированной сети, в модели с подписанными со-
общениями и априорной плотной нумерацией вершин. В целом идея 
протокола о непосредственном поиске мостов в данной работе не 
отличается от идей [13], но используются разные модели. Явный кон-
троль посылаемых сообщений (отказ от подписей там, где это не 
нужно) позволяет улучшить оценки. 

Цели и задачи. 

Целью исследования было определить в чём состоит разница 
между сетью, чьи узлы знают топологию сети, в которой происходит 
вычисление, с одной стороны, и сетью, в которой узлы не имеют та-
кой информации, с другой. А также хотелось понять: насколько эф-
фективно можно перейти из одной ситуации (нет полной информа-
ции) к другой (есть полная информация). 

Научная новизна. 

В работе использовано несколько новых идей. Во-первых, ис-
пользуется особый формализм для описания моделей сетей и прото-
колов на них. Это позволяет формализовать понятие известной узлам 
информации о сети и разделять классы сетей по этому признаку. Для 
возможности полного определения топологии сети узлами необхо-
дима возможность выбора лидера. Построены протоколы, которые 
выбирают лидера в очень слабой модели уникальных идентификато-
ров. Причём используемая модель сети позволяет осуществлять «оп-
тимизацию» за счёт быстрой коррекции поведения, что обеспечи-
вает построение быстрых протоколов. В частности, для известной за-
дачи поиска мостов получилось построить более быстрые прото-
колы. 
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Теоретическая и практическая значимость. 

Работа носит теоретический характер. Разработанный матема-
тический аппарат позволяет точно описывать доступную узлам в сети 
информацию и выделять классы сетей по степени доступной им ин-
формации. Получены достаточные условия сводимости слабой мо-
дели уникальных идентификаторов к хорошо изученным моделям с 
плотной нумерацией. Построены эффективные алгоритмы такого 
сведения. Для алгоритма распространения нумерации построенные 
алгоритмы достигают нижних оценок. Показана невозможность све-
дения ещё более слабых моделей (анонимных сетей) к сети с извест-
ной топологией. 

Методы исследования. 

В диссертации применяется аппарат дискретной математики, 
теории вероятностей, теории вычислений. 

Положения, выносимые на защиту. 

1. Существование сильно-корректного протокола, который вы-
бирает лидера и строит остовное дерево с корнем в сети с 
уникальными номерами за время 𝑂(D log 𝐿 + 𝐿), где 𝐿 – 
длина битовой записи минимального идентификатора, а 𝐷 – 
диаметр сети. 

2. Существование сильно-корректного протокола в сети с лиде-
ром, который за время 𝑂(𝑉) распространяет между всеми уз-
лами полную информацию о некотором остовном дереве, в 
частности все узлы узнают своё место в этом дереве. 

3. Существование сильно-корректного протокола, который в 
сети с лидером за время 𝑂(𝑉) делает известной всем узлам 
информацию обо всех мостах. Нумерация рёбер при этом со-
гласована с деревом из предыдущего пункта. 

4. Существование корректного протокола, который строит 
остовное дерево и выбирает лидера в сети с уникальными 
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номерами, и при этом по всем связям передаётся не бо-
лее 𝑂(𝐸 𝑔(𝑉)) не пустых сообщений, где 𝑔(𝑧): ℕ → ℕ – про-
извольная неограниченная функция. 

Степень достоверности и апробация результатов. 

Высокая степень обоснованности результатов диссертации 
обеспечивается корректностью применения математического аппа-
рата, апробацией результатов на конференциях и публикацией ре-
зультатов в рецензируемых научных изданиях, в том числе включён-
ных в список ВАК. 

Результаты были доложены на следующих конференциях: 57, 
58, 59 научные конференции МФТИ (2014-2016), 10 международная 
конференция «Дискретные модели в теории управляющих систем» 
(2018). 

По теме диссертации соискателем опубликовано 4 печатные 
работы, три из них ([1, 2, 4]) в реферируемых изданиях, включённых 
ВАК в список изданий, рекомендуемых для публикации основных 
научных результатов диссертаций. 

Объём и структура диссертации. 

Диссертация состоит из введения, главы с подробным опреде-
лением используемой модели и некоторыми структурными резуль-
татами, трёх глав собственных исследований, заключения, а также 
приложения из двух частей, содержащих доказательства некоторых 
простых известных утверждений, адаптированных к применяемой в 
работе системе определений. 

Общий объём составляет 90 страницы. 

В списке цитируемой литературы 14 наименований, в том 
числе 4 работы автора (некоторые в соавторстве), в которых опубли-
кованы различные части данной диссертации. 
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Основное содержание работы 

Глава 1. Определения 

В данной главе вводятся определения и даётся формальное 
описание используемых моделей. 

Понятие сети определяется через индексную функцию: 

Определение. Сетью 𝐺 = (V, deg, E)  мы будем называть кор-
теж из трёх элементов, где 

• первый элемент – множество вершин 𝑉; 

• второй элемент – функция степени вершин 𝑑𝑒𝑔: 𝑉 →  ℕ; 

• третий элемент – индексная функция 𝐸: 𝑉 ×  ℕ →  𝑉 ×  ℕ, 
порождающая связи в сети. 

Причём индексная функция должна удовлетворять следующим усло-
виям: 

• 𝐸(𝑣, 𝑘) определено только для 𝑘 из отрезка [0, deg(𝑣)]; 

• 𝐸(𝐸(𝑣, 𝑘)) = (𝑣, 𝑘); (связи двусторонние) 

• 𝐸(𝑣, 𝑘) ≠ (𝑣, 𝑑),   ∀𝑑. (отсутствие петель) 

Так же определим вспомогательные функции 𝑝𝐸(𝑣, 𝑘), 𝑟𝐸(𝑣, 𝑘), 

которые задаются равенством 𝐸(𝑝𝐸(𝑣, 𝑘), 𝑟𝐸(𝑣, 𝑘)) = (𝑣, 𝑘). Эти 

функции определяют обратное преобразование для 𝐸.  

Определение. Инициализирующей функцией узлов мы будем 

называть произвольную функцию вида 𝐼: V →  2ℕ. 

Определяется понятие конфигурации как пары из сети и 
начального состояния: 
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Определение. Конфигурацией называется чет-

вёрка (𝑉, 𝑑𝑒𝑔, 𝐸, 𝐼) = (𝐺, 𝐼), задающая и топологию сети, и началь-
ное состояние узлов.  

Определение. Семейством конфигураций с лидером называ-
ется множество конфигураций (𝐺, 𝐼), где 𝐺 = (𝑉, 𝑑𝑒𝑔, 𝐸) пробегает 
все конечные связные сети (и, как было сказано выше, без петель и 
кратных рёбер), а индексная функция 𝐼: 𝑉 → {0,1} равна единице 
ровно на одной вершине из 𝑉. 

Понятие протокола определяется, как функция отображающая 
состояние узла (начальное состояние и предыдущая история обще-
ния) в сообщения, которые необходимо отправить по связям: 

Определение. Протоколом будем называть любую функцию 5 
аргументов вида 

𝜋(𝑑, 𝑡, 𝑠, 𝑖, 𝑘) ∈ Σ, где 𝑑, 𝑡, 𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 ≤ 𝑑, 𝑠 ∈  Σ𝑡 𝑑 , 𝑖 ∈ 2ℕ. 

Другими словами, протокол 𝜋 – это функция, которая по сте-
пени вершины 𝑑, её начальному состоянию 𝑖, предыдущей истории 
общения 𝑠, моменту времени 𝑡, определяет какой символ послать по 
связи узла с номером 𝑘. 

Определим понятие работы протокола в сети: 

Протокол 𝜋 рекурсивно определяет функцию состояния 𝐻𝜋  по 
конфигурации (𝑉, 𝑑𝑒𝑔, 𝐸, 𝐼): 

 𝐻𝜋
′ (𝑡, 𝑝𝑒(𝑣, 𝑘), 𝑟𝑒(𝑣, 𝑘)) = 𝜋(deg(𝑣) , 𝑡 − 1, 𝐻𝜋(𝑣, 𝑡 − 1), 𝐼(𝑣), 𝑘). 

Вводится понятие различных типов завершения протокола и 
даются определения сильно-корректных, корректных и слабо-кор-
ректных протоколов. Соответственно, вводится и понятие времени 
работы сети. 

Определение. Протокол 𝜋 называется сильно-корректным в 
семействе конфигураций {(𝐺, 𝐼)}, если найдётся функ-
ция 𝑒𝑛𝑑: (𝑑, 𝑖, 𝑠, 𝑡) ⟼ 𝑥 ∈ {0,1}, что для любой конфигурации (𝐺, 𝐼) 
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из рассматриваемого семейства найдётся такой момент времени t, 
что выполнено 

1. end(deg(v) , I(v), Hπ(v, t′), t′) = [t′ ≥ t] , здесь [… ] – индика-

торная функция; 

2. состояние 𝑠 = Hπ(v, t) завершающее в протоколе π, то есть 
выполнено 

π(deg(v) , t′, ss′, I(v), k) = λ, ∀𝑡′ ≥ 𝑡, ∀𝑘, ∀𝑠′ ∈ Σdeg(𝑣)(𝑡′−𝑡). 

Даётся понятие результата работы протокола в сети. 

Приводится протокол вычисления высоты и метод синхрониза-
ции часов. Последний позволяет сводить корректные протоколы к 
сильно-корректным в сети с лидером, затратив всего лишь 𝑂(𝐷) до-
полнительных тактов (а также расширив алфавит, последнее при 
эмуляции в исходном алфавите увеличивает время протокола в 2 
раза, то есть не меняет асимптотику). 

Теорема 1.1. В сетях с лидером корректные протоколы сво-
дятся к эквивалентным (состояния узлов на конец старого протокола 
определимы по состояниям узлов в конце нового протокола) сильно-

корректным протоколам. Накладные расходы на время 𝑂(𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺)), 

накладные расходы на трафик3 𝑂(𝐸). 

Основные результаты главы 1 

Во-первых, введены формальные определения, используемые 
в работе. 

Во-вторых, метод синхронизации часов позволяет упростить 
описания протоколов в следующих главах. 

                                                             
3 Суммарное число непустых сообщений, переданных по всем свя-

зям. Подробнее смотри главу 4. 
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Глава 2. Быстрый протокол выбора ли-

дера 

В данной главе рассматривается вопрос о быстром выборе ли-
дера в сети с уникальными идентификаторами. Описывается прото-
кол распространения идентификаторов узлов по сети, в результате 
которого всем узлам станет известен минимальный идентификатор, 
а также будет построена структура остовного дерева. 

Теорема 2.1.  Существуют сильно-корректные протоколы пере-
дачи минимального идентификатора и построения корневого остов-
ного дерева, работающие за время 𝑂(𝐷 log 𝐿 +  𝐿), где 𝐿 – длина ми-
нимального идентификатора, 𝐷 - диаметр сети. 

Определение. Мы говорим, что протокол строит корневое 
остовное дерево, если по его завершению в каждом узле опреде-
лимо: 1) является ли он лидером; 2) номер связи, соответствующий 
родительскому узлу, для всех некорневых узлов. 

Во-первых, вводятся ключи, которые представляют собой об-
разы идентификаторов относительно простой модификации: добав-
ляется префикс в виде унарной записи длины битовой записи иден-
тификатора. 

𝐾: 𝑥 ↦ 1𝑘+102𝑘−|𝑥|1𝑥, где 𝑘 = ⌈log |𝑥|⌉ + 1. 

Главной особенностью кодирования является «префиксность» 
сравнения ключей: если префикс одного ключа меньше префикса 
другого ключа в лексикографическом сравнении, то первый иденти-
фикатор меньше второго идентификатора. 

Доказаны и другие вспомогательные свойства использован-
ного кодирования. 

Далее приводится описание основной части протокола. 
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Доказывается, что он слабо-корректен, и в результате его ра-

боты будет распространён минимальный ключ. 

В целом протокол устроен просто: каждый узел распростра-
няет информацию о своём ключе всем соседям и пытается «убедить» 
их присоединиться к своему дереву. Если это удаётся, то присоеди-
нённый узел начинает распространять ту же информацию своим со-
седям. 

Префиксность сравнения позволяет не дожидаться получения 
полного сообщения, а принимать решение как только получено до-
статочное число бит нового ключа (удалось сравнить префиксы ста-
рого и нового ключей). 

Не менее важно, что используются корректирующие сообще-
ния. Простое наблюдение «если узел долго не присоединялся к де-
реву, значит у его ключа и нового ключа совпадают очень длинные 
префиксы» позволяет вместо пересылки всего ключа послать сна-
чала длину совпадающей части, а потом новые биты. 

В итоге удаётся доказать искомую оценку на время работы. 

Доказывается, что по информации, доступной узлам, можно 
корректно выбирать родителей, таким образом построить остовное 
дерево. 

Далее показывается как свести слабо-корректные протоколы к 
корректным. Для этого используются дополнительные «вспомога-
тельные» протоколы, которые позволяют отследить факт того, что 
все узлы сети были присоединены к текущему дереву. Накладные 
расходы на эти вспомогательные действия оказываются по-
рядка 𝑂(𝐷). 

Основные результаты главы 2 

Построение протокола выбора лидера и построения остовного 
дерева с корнем в сетях с уникальными идентификаторами. Доказа-
тельство оценки 𝑂(D log 𝐿 + 𝐿), где 𝐿 – длина битовой записи мини-
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мального идентификатора, а 𝐷 – диаметр сети. Доказательство кор-
ректности протокола. Полученные оценки лучше известных ранее 
протоколов, адаптированных к используемой модели сети, которые 
дают 𝑂(D 𝐿). 

Глава 3. Быстрый поиск объектов, за-

данных топологическими свойствами 

3.1 Быстрое распространение информации об остов-

ном дереве 
В данной главе рассматривается сети, в которых уже выбран 

лидер. Дальнейшим логичным шагом в деле установления полной 
информации о топологии сети является плотная нумерация вершин. 

Дополнительно мы хотим не просто выбрать какое-то остовное 
дерево, чтобы каждый узел знал своих родителей и потомков, но и 
распространить полную информацию о дереве между всеми узлами. 

Вводится понятие нумерации поиском в ширину и сертификата 
поиска в ширину. Сертификат поиска в ширину даёт полную инфор-
мацию о структуре дерева с корнем. 

Вводится понятие сертификата вершины – это сертификат по-
иска в ширину, где дополнительно помечена одна вершина. 

Доказывается главное свойство сертификата поиска в ширину, 
на которое опирается протокол: префикс сертификата можно постро-
ить зная префиксы сертификатов в ширину. 

Далее приводится сам протокол, в ходе которого все узлы 
шлют родителям (мы предварительно построили локальное дерево) 
информацию о своих поддеревьях, а родители дочерним узлам 
шлют сертификат глобального дерева. 

Теорема 3.1.1. В сети с лидером существует сильно-коррект-
ный протокол, в результате работы которого во всех узлах будет 
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определим сертификат вершины в некотором остовном дереве сети. 
Время работы протокола 𝑂(𝑉). 

Так как информация о дереве имеет объём 𝑂(𝑉), и наш прото-
кол так же работает 𝑂(𝑉), то в данной постановке (распространить 
полную информацию о дереве) построенный протокол оптимален. 

Далее рассматривается задача о поиске мостов. Её также 
можно свести к вычислению функции префиксно-вычислимой по 
значениям в поддереве. 

В результате строится алгоритм, который за 𝑂(𝑉) находит все 
мосты и распространяет эту информацию по всем узлам в сети. Дан-
ная задача интересна тем, что удаётся её решить оптимальным обра-
зом (информация о мостах может иметь объём 𝑂(𝑉)) без того, чтобы 
какой бы то ни было узел знал всю матрицу смежности графа. 

Теорема 3.1.2. В сети с лидером задача поиска мостов реша-
ется сильно-корректным протоколом за линейное от размера сети 
время. 

Теорема 3.1.3. Информацию о всех мостах можно распростра-
нить по сети с нумерованным деревом за линейное время. 

Более того, полученный результат оказывается лучше извест-
ного ранее, построенного для модели подписанных сообщений. 

3.2 Поиск антиподальной вершины в симметричном 
графе Кэли над булевым кубом. 

 

Определение. Графом Кэли 𝐶𝑎𝑦(ℤ2
𝑛, 𝑠) мы будем называть 

граф, множество вершин в котором есть ℤn, между двумя верши-
нам 𝑎, 𝑏 ∈ ℤn проходит ребро если расстояние Хэмминга между 
этими двумя бинарными строками равняется 𝑠. Используем стан-
дартные обозначения для расстояния Хемминга двух вершин: |a −
b| = 𝑠. 
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Определение. Вершины 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ2

𝑛 называются антиподаль-
ными, если любой автоморфизм 𝑓, сохраняющий a (то есть 𝑓(𝑎) =
𝑎), сохраняет и 𝑏 (то есть выполнено 𝑓(𝑏) = 𝑏). Для 𝐶𝑎𝑦(ℤ2

𝑛 𝑠) отно-
шение антиподальности является отношением эквивалентности 
(симметрично, транзитивно, рефлексивно). 

Определение. Множество вершин с заданным весом Хем-
минга назовём слоем уровня 𝑘: 𝐿(𝑘) = {𝑎 ∈ ℤ2

𝑛: |𝑎| = 𝑘}. 

Теорема 3.2.1. Существует сильно-корректный протокол, ре-
шающий задачу поиска антиподальной вершины в 𝐶𝑎𝑦(ℤ2

𝑛, 𝑠) 

при 𝑠2 + 3𝑠 ≤  𝑛 за 𝑂(
𝑛

𝑠
log 𝑛) времени. 

Задача интересна тем, что в экспоненциально большом сим-
метричном графе с малой (сильно меньше числа вершин) фиксиро-
ванной степенью удаётся построить полиномиальный протокол. 

Доказательство теоремы опирается на следующие леммы. 

Лемма 3.2.1. Пусть вершина 𝑎 ∈ 𝐿(𝑙) имеет соседа на слоя 𝑏 ∈
𝐿(𝑡) (то есть слои 𝑙, 𝑡 связаны), то суммарное число соседей вершины 
𝑎 со слоя 𝑡 определяется следующим выражением: 

𝑁(𝑡, 𝑙) = (
𝑙

𝑠 + 𝑙

2
−

𝑡

2

) (
𝑛 − 𝑙

(𝑠 + 𝑡)

2
−

𝑡

2

). 

Здесь использовано другое (но также общепринятое) обозна-

чение для биномиальных коэффициентов 𝐶𝑛
𝑘 = (

𝑛
𝑘

) из-за громоздко-

сти формулы. 

Лемма 3.2.2. Следующая функция, определённая для чётных 𝑘 
из отрезка [2, 𝑠 + 1] задаёт биекцию при 𝑛 ≥ 6𝑠, 𝑠 > 2. 

𝐹(𝑘) = 𝑁(𝑘, 𝑠) = (

𝑠

𝑠 −
𝑘

2
) (

𝑛 − 𝑠
𝑘

2
). 

Лемма 3.2.3. Для функции 𝐹 выполнено для чётных 𝑘 ≤ 𝑠 +
1, 𝑙 > 𝑠 + 1 при 𝑛 ≥ 𝑠2 + 3𝑠. 
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𝐹(𝑘) < 𝐹(𝑙). 

Используя эти леммы можно показать, что вершины первых 2𝑠 
могут определить номер своего слоя. После чего информацию 
можно распространять на слои с большими номерами. В частности, 
слой номер 𝑛.  

 

 

Основные результаты главы 3 

Показан переход от сети с лидером к сети с нумерованными 
узлами. Дополнительно протокол распространяет информацию об 
остовном дереве. Причём построенный протокол оптимален – рабо-
тает за линейное время. 

После нумерации узлов все рёбра можно занумеровать с по-
мощью двух чисел – номеров вершин, входящих в ребро. Дальней-
шее распространение полной информации о матрице смежности не 
представляет сложностей. 

То есть, суммируя результаты главы 2 и главы 3, построен ме-
тод сведения сети с уникальными идентификаторами к сети с полной 
информацией о сети. 

Рассмотрена задача поиска антиподальной вершины в симмет-
ричных графах Кэли над группой булева куба. Построен полиноми-
альный протокол решения. При этом «тривиальный» подход требует 
экспоненциального времени. 
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Глава 4. Протокол построения остов-

ного дерева с малой коммуникационной 

сложностью 

В данной главе, в отличие от двух предыдущих, оптимизируе-
мой величиной является не время, а суммарное число непустых со-
общений, передаваемых по всем связям сети за время работы про-
токола. 

Приводится оптимальный протокол для выбора лидера (и по-
строения дерева) в случае, если вершины имеют априорную оценку 
размера компоненты, причём эта оценка одинаковая у всех узлов. 

Принцип протокола прост: показывается что можно «разбу-
дить» ровно один узел, который добавит всех в своё дерево до того, 
как какой-либо другой узел успеет проснуться. 

Далее строится модификация этого протокола на случай, когда 
оценка не равномерная. Строится отображение, которое позволяет 
сохранить условие «не более одного узла успеет проснуться и начать 
работу в качестве лидера». 

Теорема 4.2.1. Для любой неограниченной функции 𝑔: ℕ+ →
ℕ+ существует корректный детерминированный протокол построе-
ния остовного дерева в сети с одинаковыми начальными состояни-
ями, коммуникационная сложность которого 𝑂(𝐸 𝑔(𝑉)). 

Для основного случая, когда у узлов нет никакой априорной ин-
формации о сети, используется похожая идея: узлы пытаются угадать 
размер компоненты и действуют в соответствии с ним. Если угадать 
не удалось, то это определяется и результат работы отбрасывается.  

Параллельно возможно выполнение протокола для несколь-
ких таких предположений. Но это не противоречит тому, что по свя-
зям передаётся константное число бит на каждом такте, так как есть 
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априорная оценка числа одновременно бегущих операций на каж-
дом раунде. Так что не представляет сложностей эмулировать не-
ограниченный объём сообщений, растягивая время работы очеред-
ного такта в необходимое число раз. 

Последовательность предположений о размере сети, исполь-
зуемая узлами для выполнения протокола, является параметром 
всей конструкции, от неё требуется только выполнение условия  

𝑥𝑘+1  >  2 𝑥𝑘
2 ,   𝑥1 ≥  2. 

Чем быстрее растёт эта последовательность, тем ближе будет 
трафик протокола к нижней оценке. Показано, что суммарный тра-
фик не превосходит 

𝑆 = 𝑂 ( ∑ 𝐸 log 𝑘

𝑥−1(𝑉)

𝑘=1

 ) = 𝑂(𝐸𝑥−1(𝑉)log 𝑥−1(𝑉)). 

В последнем разделе главы рассматриваются вероятностные 
протоколы. 

Вводится их определение как протоколов, работающих в сетях, 
где начальное состояние узлов содержит бесконечную строку, ассо-
циированную со случайными битами. 

На этих строках вводится стандартная для таких постановок 
мера, порождённая мерой на множествах строк с заданным конеч-
ным префиксом. 

Приводятся оценки адаптированного для вероятностного слу-
чая протокола, который имеет вероятность ошибки (построен лес, а 
не дерево) не больше заданной и оценку на трафик 𝑂(𝐸 𝑔(𝑉)). 

Теорема 4.3.1. Для любого 𝜀 существует корректный вероят-
ностный протокол построения остовного дерева в анонимной сети с 
неравномерной оценкой размера сети, трафик которого 𝑂(𝐸), а ве-
роятность ошибки меньше 𝜀. 
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Теорема 4.3.2. Для любой неограниченной функции 𝑔: ℕ → ℕ 

и любого 𝜀 > 0 существует слабо-корректный вероятностный прото-
кол построения остовного дерева в анонимной сети с одинаковыми 
начальными состояниями, трафик которого 𝑂(𝐸 𝑔(𝑉)), а вероят-
ность ошибки меньше 𝜀.  

Основные результаты главы 4 

Построен протокол выбора лидера в сети с уникальными иден-
тификаторами, причём этот протокол субоптимален по суммарному 
трафику. 

Приведены вероятностные протоколы, также достигающие 
субоптимальной оценки. 

Приложение А 

В данном приложении доказываются две простые нижние 
оценки, суть которых заключается в том, что при выборе лидера 
необходимо «прозвонить» каждое ребро и каждую вершину. То есть 
оценкой снизу и на трафик, и на время работы можно взять 𝑂(𝐷 + 𝐿), 
в качестве нижней оценки на трафик получаем 𝑂(𝐸). 

Приложение Б 

В данном приложении доказано, что корректные протоколы не 
могут быть построены в анонимных сетях. Причём доказательство 
приводится не только для детерминированных протоколов, но и для 
вероятностных. Точнее для ограниченно-вероятностных, это прото-
колы, которые за конечное время просматривают лишь конечный 
префикс доступной им строки случайных бит. 
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Заключение 

Задача исследована достаточно подробно. Найдены эффектив-
ные методы сведения сетей с неизвестной топологией к сетям с из-
вестной. 

Построенные протоколы эффективнее известных ранее, а для 
некоторых оценки совпадают с нижними.  
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В работах с соавторами личный вклад соискателя состоит в сле-
дующем: 

В работе 1 автором была сформулирована идея исследования 
стоимости перехода от сети с уникальными идентификаторами к сети 
остовным деревом. Получены опорные алгоритмы для сетей с апри-
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орной информацией, предложен метод распространения информа-
ции длиной паузы. Так же были сформулированы первые протоколы 
для основного случая, полученные для них оценки были значительно 
улучшены в ходе работы с соавтором и в работу не вошли. Был дока-
зан ряд вспомогательных утверждений, в частности о невозможно-
сти разрушения симметрии в анонимных сетях даже вероятност-
ными протоколами. Были доказаны нижние оценки. 

В работе 2 автором была сформулирована постановка задачи 
и получены оценки для кольцевых сетей, в котором использовалась 
основная идея корректировки сообщений. В дальнейшем соавтор су-
мел обобщить и усилить эти результаты на произвольные графы. 
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