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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è àï-
ïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà êîìïàêòàõ â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè è ñâÿçàííûå çàäà÷è î ãðàíè÷íîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé òàêèõ ñè-
ñòåì. Àïïðîêñèìàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé è ôóíêöèé êëàññà C1.

Ýòè çàäà÷è ïðèíàäëåæàò ê õîðîøî èçâåñòíîìó, àêòóàëüíîìó è àêòèâíî
ðàçâèâàþùåìóñÿ íàïðàâëåíèþ ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà � ê
òåîðèè ïðèáëèæåíèé àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè è ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî, ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè è ìíîãî÷ëåíàìè èíòåðåñîâàëè åùå
êëàññèêîâ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà � Ê. Âåéåðøòðàññà, Ê. Ðóíãå, Ï.Ë. ×åáû-
øåâà, Ø. Ýðìèòà. Ïîëó÷åííûå â ýòèõ çàäà÷àõ ðåçóëüòàòû À. Ã. Âèòóøêèíà
è Ñ.Í. Ìåðãåëÿíà î ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ðàöèîíàëüíû-
ìè ôóíêöèÿìè è ìíîãî÷ëåíàìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ðåçóëüòàòû
Ì.Â. Êåëäûøà è Ä. Óîëøà î ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ãàðìîíè÷åñêè-
ìè ôóíêöèÿìè è ìíîãî÷ëåíàìè ñòàëè êëàññèêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè 20-ãî ñòîëåòèÿ â òåîðèè ïðèáëèæåíèé ñòàëè ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ðåøåíèÿìè îáùèõ îäíîðîä-
íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Ïðè ýòîì àïïðîêñèìàöèÿ ñòàëà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê â íîðìàõ
êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé (òàêèõ, êàê Cm, m > 0, è Lp, p > 0),
òàê è â íîðìàõ ñïåöèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ðàñïðå-
äåëåíèé) íà êîìïàêòíûõ (èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, íà çàìêíóòûõ) ïîä-
ìíîæåñòâàõ ýâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Êàê è â êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ, çäåñü
âûäåëÿþòñÿ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíûìè ðåøåíèÿ-
ìè ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, à òàêæå ðåøåíèÿìè ñî ñïåöèàëü-
íûì îáðàçîì ëîêàëèçîâàííûìè îñîáåííîñòÿìè, ëåæàùèìè âíå ìíîæåñòâà,
íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Çà ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëå-
òèÿ â ýòîé òåìàòèêå ïîëó÷åí ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îòìåòèì ðàáîòû
À. Áóàâå, Ä. Âåðäåðû, Ñ. Ãàðäèíåðà, Ï.Ì. Ãîòüå, À.Á. Çàéöåâà, Ä.Ä. Êàð-
ìîíû, Ì.ß. Ìàçàëîâà, À.Ã. Î'Ôàððåëà, Ï.Â. Ïàðàìîíîâà, Í.Í. Òàðõàíîâà,
Ê.Þ. Ôåäîðîâñêîãî, Â.Ï. Õàâèíà, Í.À. Øèðîêîâà è äð.

Îòìåòèì, ÷òî â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ðàññìàòðè-
âàëèñü, â îñíîâíîì, äëÿ ñëó÷àÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè (äëÿ ò.í. êîñîñèììåòðè÷-
íûõ ñèñòåì). Ïðè ýòîì âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå ñèñòåì îáùåãî
âèäà, îñòàâàëñÿ îòêðûòûì è ÿâíî çàäàâàëñÿ ñïåöèàëèñòàìè. Ýòîò âîïðîñ (â
ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà) èçó÷àåòñÿ â äèññåðòàöèè.

Âàæíóþ ðîëü â ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè èãðàþò âîïðî-
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ñû î ðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé èëè ñèñòåì è âîïðîñ î ãðàíè÷íîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ýòèõ óðàâ-
íåíèé è ñèñòåì. Ðå÷ü èäåò, ãëàâíûì îáðàçîì, î çàäà÷å Äèðèõëå, èëè î
çàäà÷å íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà ãðàíèöå çà-
äàííîé îáëàñòè, äî ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé íóæíîìó óðàâíåíèþ èëè
ñèñòåìå âíóòðè ýòîé îáëàñòè. Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ
çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, îòìåòèì ðàáîòû Ã. Âåðêîòû,
Â.À. Êîçëîâà, Ä. Ïàéôåð, À.Ï. Ñîëäàòîâà, À.Ë. Ôîãåëÿ. Â íèõ ïîëó÷åí
ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ èíäèâèäó-
àëüíûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé è î ðåãóëÿðíîñòè ïëîñêèõ îäíîñâÿçíûõ îáëà-
ñòåé îòíîñèòåëüíî ýòîé çàäà÷è, ò.å. ðåçóëüòàòîâ îá åå ðàçðåøèìîñòè äëÿ
ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè.

Îäíàêî è â ýòîì íàïðàâëåíèè îñòàåòñÿ îòêðûòûì ðÿä èíòåðåñíûõ è
âàæíûõ âîïðîñîâ. Ñðåäè íèõ âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè ïðîèçâîëüíîé îãðà-
íè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè îòíîñèòåëüíî çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ëþáî-
ãî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äðóãîé èçâåñòíûé âîïðîñ � ýòî âîïðîñ î ñó-
ùåñòâîâàíèè îáëàñòåé, ðåãóëÿðíûõ îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêèìè. Åùå îäèí âàæíûé âîïðîñ â ýòîì íàïðàâëåíèè � ýòî âî-
ïðîñ î ñâîéñòâàõ îòîáðàæåíèé ïëîñêèõ îáëàñòåé ðåøåíèÿìè ðàññìàòðèâà-
åìûõ ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, î ñâîéñòâàõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Ýòè
âîïðîñû òàêæå èçó÷àþòñÿ â äèññåðòàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåñêîëüêèõ èçâåñò-
íûõ ñïåöèàëèñòàì âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè
è ãðàíè÷íûì ïîâåäåíèåì ðåøåíèé îäíîðîäíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Öåëü ðàáîòû. Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ:
i) ïîëó÷åíèå íîâûõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé (êðèòåðèåâ)

àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíûìè ðåøåíèÿìè îáùèõ îäíîðîäíûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â
ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé êëàññà C1 íà êîìïàêòàõ â ïëîñêîñòè;

ii) èçó÷åíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì: ïîëó÷åíèå
íîâûõ ðåçóëüòàòîâ î ðåãóëÿðíîñòè/íåðåãóëÿðíîñòè ïëîñêèõ îäíîñâÿçíûõ
îáëàñòåé è íàõîæäåíèå íîâûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé òèïà Ïóàññîíà
äëÿ ñèñòåì ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà;

iii) èññëåäîâàíèå îòîáðàæåíèé ïëîñêèõ îáëàñòåé ðåøåíèÿìè îäíîðîä-
íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ çäåñü ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î çâåçäîîáðàçíîñòè
îáðàçà êðóãà ïðè îäíîëèñòíîì íîðìèðîâàííîì ãàðìîíè÷åñêîì îòîáðàæå-
íèè, à òàêæå ïîñòðîåíèå êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ îòîáðàæåíèé êðóãà ðåøå-
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íèÿìè óêàçàííûõ ñèñòåì îáùåãî âèäà íà îáëàñòè ñ óãëàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íî-
âûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åí êðèòåðèé C1-ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëü-
íûìè ðåøåíèÿìè îáùèõ îäíîðîäíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿä-
êà íà êîìïàêòàõ â ïëîñêîñòè.

2. Ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñèëüíî ýëëèï-
òè÷åñêèõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â âèäå âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïî äâóì
ìàëûì ïàðàìåòðàì. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà äëÿ îäíîðîäíûõ ñèëüíî ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíû íîâûå ôîðìóëû äëÿ èíòå-
ãðàëà òèïà Ïóàññîíà è ôóíêöèè Ãðèíà â êðóãå.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åííûå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè, ãðàíèöû êîòîðûõ
ñîäåðæàò àíàëèòè÷åñêèå äóãè, íå ðåãóëÿðíû îòíîñèòåëüíî çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ îäíîðîäíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèìè: â êàæäîé òàêîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò íåðàçðåøè-
ìàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ ëþáîé íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû âòîðîãî
ïîðÿäêà.

4. Äëÿ êëàññà íîðìèðîâàííûõ îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæå-
íèé åäèíè÷íîãî êðóãà íà âûïóêëûå îáëàñòè óñòàíîâëåí êðèòåðèé çâåçäîîá-
ðàçíîñòè îáðàçà ìåíüøåãî êîíöåíòðè÷åñêîãî êðóãà è íàéäåíà íîâàÿ (íàè-
ëó÷øàÿ íà äàííûé ìîìåíò) íèæíÿÿ îöåíêà ðàäèóñà çâåçäîîáðàçíîñòè äëÿ
óêàçàííîãî êëàññà îòîáðàæåíèé.

5. Èññëåäîâàíû îòîáðàæåíèÿ êðóãà ðåøåíèÿìè ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ
ñèñòåì, ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå èíòåãðàëà òèïà Ïóàññîíà îò êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè, ïîëó÷åíû ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ãðà-
íè÷íîå ïîâåäåíèå òàêèõ ôóíêöèé.

Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå è ñî-
âðåìåííûå ìåòîäû âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè,
çàäåéñòâîâàíà ñõåìà Âèòóøêèíà, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàí-
íàÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ çàäà÷, à äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ïðåäëîæåí ìåòîä âîçìóùåíèé ïî ìàëûì ïàðà-
ìåòðàì.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åíûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè îáîñíîâàíû ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ðàçâèòûå â äèññåðòà-
öèè ìåòîäû íàéäóò ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé
àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè è òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé è ñèñòåì. Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû áóäóò ïîëåçíû â èñ-
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ñëåäîâàíèÿõ ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó è òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
âåäóùèõñÿ â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, â ÑÏáÃÓ, â ÌÈÀÍ èì. Â.À. Ñòåê-
ëîâà, â ÏÎÌÈ ÐÀÍ, â ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, à òàêæå â äðóãèõ èññëå-
äîâàòåëüñêèõ öåíòðàõ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 4 ñòàòüè [1à]�[4à]
â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Ðàáîòû [1à] è [4à] îïóáëèêîâàíû â
èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ Web of Science è Scopus.

Âêëàä ñîèñêàòåëÿ. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû
àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Èç ðåçóëüòàòîâ ñîâìåñòíîé ðàáîòû [4à] â äèññåð-
òàöèþ âêëþ÷åíû òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî àâòîðîì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ðÿäå
íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ: íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè îïåðàòî-
ðîâ è òåîðèè ôóíêöèé (ÏÎÌÈ ÐÀÍ) ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ
Ñ.Â. Êèñëÿêîâà, íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé àíàëèòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà) ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ï.Â. Ïà-
ðàìîíîâà è ä.ô.-ì.í. Ê.Þ. Ôåäîðîâñêîãî, íà ñåìèíàðå ¾Àíàëèç è äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà) ïîä ðóêîâîäñòâîì
ä.ô.-ì.í. Ê.Þ. Ôåäîðîâñêîãî è äîö. Ã. Â. Ãðèøèíîé, íà ñåìèíàðå ïî äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)
ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.Ï. Ñîëäàòîâà, íà ñåìèíàðå ¾Ìåòîäû ðåøåíèÿ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ (ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ) ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-
ì.í. À.À. Àáðàìîâà, ä.ô.-ì.í. Â.È. Âëàñîâà è ä.ô.-ì.í. Ñ.ß. Ñòåïàíîâà,
íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì (ÐÓÄÍ) ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî.

Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ
êîíôåðåíöèÿõ: ¾Spaces of analytic functions and singular integrals¿ (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ, 17-20 îêòÿáðÿ 2016) è ¾Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ïðî-
áëåìû ñîçäàíèÿ íîâîé òåõíèêè¿ (ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, Ðîññèÿ, 17-19
íîÿáðÿ 2014).

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ
ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòå-
ðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 74 ñòðàíèöû, âêëþ÷àÿ 2 ðèñóíêà.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 52 íàèìåíîâàíèÿ.

Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè äàíà ïîñòàíîâêà èçó÷àåìûõ çàäà÷, ïðèâåäåí èñòîðè÷å-
ñêèé îáçîð èññëåäîâàíèé ïî òåìå äèññåðòàöèè è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû àâòîðà, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
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Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà çàäà÷àì àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíû-
ìè ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Àïïðîêñèìàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ íåïðå-
ðûâíûõ è ãëàäêèõ ôóíêöèé íà êîìïàêòàõ â ïëîñêîñòè. Îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [4à].

Ïóñòü A, B è C � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå (2×2)�ìàòðèöû. Ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé(

A
∂2

∂x2
+ 2B

∂2

∂x∂y
+ C

∂2

∂y2

)(
u
v

)
=

(
0
0

)
íà ôóíêöèè u è v äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Íàïîìíèì, ÷òî ýòà ñè-
ñòåìà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé, åñëè âûðàæåíèå det(Aξ2 + 2Bξη + Cη2) ñ
âåùåñòâåííûìè ξ è η îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè ξ = η = 0.

Ïóñòü τ è σ � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì τ ∈ [0, 1), à σ 6= ±1 è
σ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå∞. Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
L ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Lτ,σf = ∂∂f + τ∂2f + σ∂2f + τσ∂f

ïðè |σ| < 1 è

Lτ,σf = ∂
2
f + τ∂∂f + σ−1∂∂f + τσ−1∂

2
f

ïðè |σ| > 1 (â ñëó÷àå σ = ∞ ïîëàãàåì σ−1 = 0). Çäåñü f � êîìïëåêñíî-
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, à ∂f = (f ′x − if ′y)/2 è ∂f = (f ′x + if ′y)/2 � îïåðàòîðû
Êîøè�Ðèìàíà. Ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà óêàçàííîãî âûøå âèäà ìî-
æåò áûòü ïðèâåäåíà ê óðàâíåíèþ âèäà

Lτ,σf = 0.

Îòìåòèì íåñêîëüêî âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ
τ = σ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàïëàñà ∆f = 0, à ïàðå çíà-

÷åíèé τ = 0, σ = ∞ � ñèñòåìà Áèöàäçå ∂
2
f = 0. Ïðè σ = 0 è σ = ∞

ïîëó÷àåì ñèëüíî è íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêóþ êîñîñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìû
ñîîòâåòñòâåííî. Îíè ñâÿçàíû ñ óðàâíåíèåì af ′′xx + 2bf ′′xy + cf ′′yy = 0 ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c. Íàêîíåö, ïðè τ = 0 èìååì
ñèñòåìó Ëàìå, èãðàþùóþ âàæíóþ ðîëü â òåîðèè óïðóãîñòè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà E êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îáîçíà-
÷èì ÷åðåç C(E) ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà E êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé. Äëÿ f ∈ C(E) ïîëîæèì ‖f‖E = supz∈E |f(z)|.

Îïðåäåëèì êëàññ Oτ,σ(E) ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèé f , êàæäàÿ èõ
êîòîðûõ îïðåäåëåíà è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Lτ,σf = 0 íà íåêîòî-
ðîì (ñâîåì) îòêðûòîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì E. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì
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÷åðåç Pτ,σ ïðîñòðàíñòâî âñåõ Lτ,σ-ïîëèíîìîâ, òî åñòü Pτ,σ = {p : p ∈
C[x, y], Lτ,σp ≡ 0}.

Â äàëüíåéøåì, åñëè íåò íåîáõîäèìîñòè óêàçûâàòü ÿâíî çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ τ è σ, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå êîðîòêèå îáîçíà÷åíèÿ: L âìåñòî
Lτ,σ, PL âìåñòî Pτ,σ, OL(E) âìåñòî Oτ,σ(E) è ò.ä. (âêëþ÷àÿ ïðîñòðàíñòâà,
çàâèñÿùèå îò îïåðàòîðà L, êîòîðûå áóäóò ââåäåíû äàëåå).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè, ôîð-
ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Çàäà÷à 1. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïàêò X ⊂
C, ïðè êîòîðûõ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C1(C) ∩ OL(X◦) ìîæåò áûòü ïðè-

áëèæåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {pn} ⊂PL â ñëåäóþùåì ñìûñëå: pn ⇒X f
è ∇pn ⇒X ∇f ïðè n→∞, ãäå ñèìâîëîì⇒X îáîçíà÷åíà ðàâíîìåðíàÿ ñõî-

äèìîñòü íà X.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ Lf = 0 ðàáîòàåò ìåòîä Ðóíãå ¾äâèæåíèÿ îñîáåííîñòåé¿. Àíà-
ëîãè÷íî êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî èëè ãàðìîíè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, âìåñòå ñ
Çàäà÷åé 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ôóíêöèÿ-
ìè êëàññà OL(X), ò.å. ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Lf = 0 â îêðåñòíîñòÿõ X.
Ýòó çàäà÷ó åñòåñòâåííî âîñïðèíèìàòü êàê àíàëîã çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè
ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (âìåñòî ïðîèçâîëü-
íûõ ôóíêöèé êëàññà OL(X) äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûå ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Lf = 0 â òî÷êàõ, íå
ïðèíàäëåæàùèõ X).

Ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïîäõîäÿ-
ùèõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé. Ïóñòü C1

w(X) � ýòî çàìûêàíèå â C(X)3 ïîä-
ïðîñòðàíñòâà {(f,∇f)|X : f ∈ C1(C)}. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíò g =
(g0, g1, g2) ïðèíàäëåæèò C1

w(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáî-
ãî ε > 0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ C1(C) òàêàÿ, ÷òî ‖g0 − f‖X < ε è
‖(g1, g2) − ∇f‖X < ε. Íîðìà ýëåìåíòà g â C1

w(X) ïî îïðåäåëåíèþ ñîâ-
ïàäàåò ñ íîðìîé â C(X)3 è ðàâíà max

s=0,1,2
‖gs‖X . Çàìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü â

ïðîñòðàíñòâå C1
w(X) ñëàáåå ñõîäèìîñòè â ñòàíäàðòíîì ïðîñòðàíñòâå Óèò-

íè C1(X), îäíàêî äëÿ êîìïàêòîâ ñ óñëîâèåì X◦ = X èç C1
w-ñõîäèìîñòè

âûòåêàåò ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå C1(X). Îïðåäåëèì òåïåðü ñëåäóþùèå
ïðîñòðàíñòâà:

A1,w
L (X)� çàìûêàíèå {(f,∇f)|X : f ∈ C1(C) ∩ OL(X◦)} â C(X)3,

P 1,w
L (X)� çàìûêàíèå {(p,∇p)|X : p ∈PL} â C(X)3,

R1,w
L (X)� çàìûêàíèå {(g,∇g)|X : g ∈ OL(X)} â C(X)3.
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Èç ýëëèïòè÷íîñòè L âûòåêàåò, ÷òî

P 1,w
L (X) ⊂ R1,w

L (X) ⊂ A1,w
L (X).

Òàêèì îáðàçîì, íàñ èíòåðåñóþò çàäà÷è îïèñàíèÿ êîìïàêòîâ X, äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà A1,w

L (X) = P 1,w
L (X) è A1,w

L (X) = R1,w
L (X)

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèâåäåì ðÿä èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé

ïðîáëåìàòèêå. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî òåìàòèêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ðå-
øåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì íà÷àëàñü ñ çàäà÷ ðàâíîìåð-

íîé àïïðîêñèìàöèè. Íå ôîðìóëèðóÿ ýòè çàäà÷è ÿâíî, îòìåòèì íåêîòî-
ðûå íàèáîëåå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Âî-ïåðâûõ, ýòî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà
Ñ.Í. Ìåðãåëÿíà [5] î ðàâíîìåðíîé ïðèáëèæàåìîñòè ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíà-
ìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (1953 ã.): Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñÿêàÿ ôóíêöèÿ,

íåïðåðûâíàÿ íà äàííîì êîìïàêòå X ⊂ C è ãîëîìîðôíàÿ íà X◦, ìîãëà
áûòü ïðèáëèæåíà ðàâíîìåðíî íà X ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìíîãî÷ëåíîâ

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî

C \X áûëî ñâÿçíûì.
Äðóãîé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò î ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè � ýòî

òåîðåìà Óîëøà�Ëåáåãà [16] (1929 ã.): Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñÿêàÿ ôóíêöèÿ,

íåïðåðûâíàÿ íà äàííîì êîìïàêòå X ⊂ C è ãàðìîíè÷åñêàÿ íà X◦, ìîã-
ëà áûòü ïðèáëèæåíà ðàâíîìåðíî íà X ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

∂X = ∂X̂. Íàïîìíèì, ÷òî X̂ � ýòî îáúåäèíåíèå X è âñåõ îãðàíè÷åííûõ
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò åãî äîïîëíåíèÿ C \ X. Êîìïàêòû X, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå òàêîìó óñëîâèþ, íàçûâàþòñÿ êîìïàêòàìè Êàðàòåîäîðè. Ýòîò êëàññ
êîìïàêòîâ ÷àñòî è åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òåîðèè ïðè-
áëèæåíèé.

Îòìåòèì íåäàâíèé ðåçóëüòàò Ì. ß. Ìàçàëîâà [3] (2008 ã.): Ïóñòü X �

ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â C, à L � ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîãî ïî-

ðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ëîêàëüíî îãðàíè-

÷åííûì (â íà÷àëå êîîðäèíàò) ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì. Òîãäà âñÿêàÿ

ôóíêöèÿ êëàññà C(X)∩OL(X◦) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ðàâíîìåðíî íà

X ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé êëàññà OL(X).
Èçó÷åíèå çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ Cm(X), m > 0, íà÷àëîñü â
1980-å ãîäû â ðàáîòàõ À. Ã. Î'Ôàððåëëà [13], Ä. Âåðäåðû [15], Í.Í. Òàðõàíî-
âà [10], Ï.Â. Ïàðàìîíîâà [6], [7] è ðÿäà äðóãèõ àâòîðîâ. Ï.Â. Ïàðàìîíîâ [8]
(1993 ã.) ïîëó÷èë êðèòåðèé C1-ïðèáëèæàåìîñòè ôóíêöèé ãàðìîíè÷åñêèìè
ïîëèíîìàìè: ðàâåíñòâî A1,w

∆ (X) = P 1,w
∆ (X) âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî C \X ñâÿçíî. Íà ñàìîì äåëå, ýòîò ðåçóëü-
òàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè â íîðìå
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ïðîñòðàíñòâà Óèòíè C1(X). Â 1999 ã. Ï.Â. Ïàðàìîíîâûì è Ê.Þ. Ôåäîðîâ-
ñêèì [9] àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ò.å., äëÿ
êîñîñèììåòðè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü âèäà).

Ñôîðìóëèðóåì è îáñóäèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû. Äëÿ ýòî-
ãî íàì ïîòðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâ â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîìD(a, r) êðóã ñ öåíòðîì â òî÷-
êå a ∈ C è ðàäèóñîì r > 0. Äëÿ òî÷êè z ∈ C è ÷èñëà r > 0 îïðåäåëèì
âåëè÷èíó d(z, r,X) êàê âåðõíþþ ãðàíü äèàìåòðîâ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò
ìíîæåñòâà D(z, r) \ X è ââåäåì âåëè÷èíó θ(X) := inf

{
r−1d(z, r,X) : z ∈

∂X, r > 0
}
.

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà 1.7 äèññåðòàöèè). Ïóñòü X � êîìïàêò â C.

1. Åñëè θ(X) > 0, òî A1,w
L (X) = R1,w

L (X).

2. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà A1,w
L (X) = P 1,w

L (X) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî C \X áûëî ñâÿçíî.

Ñëåäñòâèå 2 (ñëåäñòâèå 1.8 äèññåðòàöèè). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ

êîìïàêòà X ⊂ C âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëî-

âèé: a) íèæíÿÿ ãðàíü äèàìåòðîâ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà

C\X ïîëîæèòåëüíà; b) êàæäàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà êîìïàêòà X ÿâëÿåòñÿ

ãðàíè÷íîé òî÷êîé äëÿ íåêîòîðîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà C\X;

c) ∂X = ∂X̂. Òîãäà A1,w
L (X) = R1,w

L (X).

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îäíîðîä-
íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Ýòà çàäà÷à, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, åñòåñòâåííî ñâÿçàíà ñ òåìàòèêîé
ðàâíîìåðíîé ïðèáëèæàåìîñòè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [1à], [3à] è [4à].

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü íà ãðàíèöå Γ íåêîòîðîé îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè Ω çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ ïðîäîëæèòü åå äî
ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé â çàìûêàíèè ýòîé îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿþùåé â
íåé óðàâíåíèþ Lτ,σf = 0.

Îñíîâíîé èíòåðåñóþùèé íàñ âîïðîñ � ýòî âîïðîñ îá îïèñàíèè îáëà-
ñòåé, â êîòîðûõ ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò äëÿ
ëþáîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè h ∈ C(Γ ). Òàêèå îáëàñòè ìû áóäåì íàçûâàòü
ðåãóëÿðíûìè îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå. Ýòîò âîïðîñ
â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ íåðåøåííûì. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì êîí-
òåêñòå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ñëó÷àè ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì è
ñèñòåì, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèìè.
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Ìîäåëüíûì ïðèìåðîì ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü
ñèñòåìó óðàâíåíèé Ëàïëàñà ∆f = 0, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ãàðìîíè÷å-
ñêèå ôóíêöèè. À. Ëåáåã [12] (1907 ã.) äîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ
îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îòíîñèòåëüíî çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ îïåðàòîðà ∆.

Èçâåñòíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå Ëåáå-
ãà, îñòàåòñÿ âåðíûì äëÿ ëþáîé êîñîñèììåòðè÷íîé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé
ñèñòåìû. Äëÿ îáùåãî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lτ,σ ïîäîáíàÿ ãè-
ïîòåçà, õîòÿ è íå áûëà â ÿâíîì âèäå ñôîðìóëèðîâàíà â ëèòåðàòóðå, òåì
íåå ìåíåå, âûãëÿäèò âåñüìà ïðàâäîïîäîáíîé. Â ÷àñòíîñòè, Ã. Âåðêîòà è
À. Ôîãåëü [14] (1997 ã.) ïîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ
îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ðåãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî çàäà÷è Äèðè-
õëå äëÿ ëþáîãî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lτ,σ. Ïðè ýòîì âîïðîñ
î ðåãóëÿðíîñòè äàæå æîðäàíîâûõ îáëàñòåé îáùåãî âèäà îñòàåòñÿ îòêðû-
òûì. ×òî êàñàåòñÿ ñîáñòâåííî çàäà÷è Äèðèõëå, ðÿä óñëîâèé íà îáëàñòü G
è ôóíêöèþ h ∈ C(∂G), ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå
ðàçðåøèìà, ïîëó÷åí, â ÷àñòíîñòè, À.Ï. Ñîëäàòîâûì.

Â ñëó÷àå íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñèòóàöèÿ îáñòîèò ñîâñåì èíà-

÷å. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå Áèöàäçå ∂
2
f = 0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

õàðàêòåðíûì ïðåäñòàâèòåëåì äàííîãî êëàññà. Äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, îòñóòñòâóåò ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà è íåò åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàæå â êðóãå. Îòñóòñòâóåò îáùàÿ
ðàçðåøèìîñòü êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äàæå â îáëàñòÿõ ñ äîñòàòî÷íî
ãëàäêèìè ãðàíèöàìè (îòìåòèì ðàáîòû À.Á. Çàéöåâà [1] 2006 ã. è Ì.ß. Ìà-
çàëîâà [4] 2009 ã.).

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòà-
öèè.

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà 2.1 äèññåðòàöèè). Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿç-

íàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé Γ , ñîäåðæàùåé îòêðûòóþ àíàëèòè÷åñêóþ äóãó γ,
íè îäíà èç òî÷åê êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà Γ \ γ.
Òîãäà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Lτ, σf(z) = 0 ïðè |σ| > 1 (ò.å. â íå

ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå) ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé (z−a)−1, ãäå òî÷êà

a ∈ Ω ðàñïîëîæåíà äîñòàòî÷íî áëèçêî ê äóãå γ, íåðàçðåøèìà â îáëàñòè
Ω.

Òàêèì îáðàçîì, íèêàêàÿ îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíè-
öåé, ñîäåðæàùåé àíàëèòè÷åñêóþ äóãó, íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îòíîñèòåëü-
íî çàäà÷è Äèðèõëå íè äëÿ êàêîé íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îòíîñÿòñÿ ê ñèëüíî ýëëèïòè÷å-
ñêèì ñèñòåìàì. Èñõîäÿ èç çàïèñè ñèñòåì â âèäå óðàâíåíèÿ Lτ,σf = 0, ïðåä-
ëîæåí ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â âèäå ðÿäà ïî ïàðàìåòðàì τ
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è σ. Ýòè ïàðàìåòðû â ñëó÷àå ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè çàäàþò ìàëîå îòêëî-
íåíèå îò îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿì τ = σ = 0. Íà
îñíîâå òàêîãî ìåòîäà ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Ïóàññî-
íà äëÿ êðóãà è ýëëèïñà ñïåöèàëüíîãî âèäà è âûïèñàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ Ãðèíà. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ïàðàìåòðîâ τ èëè σ
îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîëó÷àþùèåñÿ ðÿäû óäàåòñÿ ñóììèðîâàòü è îòâåò ïî-
ëó÷àåòñÿ â íàìíîãî áîëåå ÿâíîì âèäå.

Òåîðåìà 4 (ñëåäñòâèå 2.6 äèññåðòàöèè). Ïóñòü zτ := z − τz. Ðåøåíèå
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Lτ,0f = 0 â åäèíè÷íîì êðóãå D ñ ãðàíè÷íîé

ôóíêöèåé h ∈ C(T) ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

f(z) =
1

2π

∫
T

(1− |z|2)(ζ + τζ)

(ζτ − zτ)(ζ − z)(ζ + τz)
h(ζ)|dζ|.

Òåîðåìà 5 (ñëåäñòâèå 2.7 äèññåðòàöèè). Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ L0,σf(z) = 0 â åäèíè÷íîì êðóãå D ñ çàäàííîé ãðàíè÷íîé ôóíê-

öèåé h ∈ C(T) çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

f(z) =
1

2π

∫
T
(1− |z|2)

(
1

|ζ − z|2
h(ζ) + σ

2− ζz
(ζ − z)2

h(ζ)

)
|dζ|.

Â ãëàâå 3 èçó÷àþòñÿ îòîáðàæåíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ðåøåíèÿìè ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì Lτ,σf = 0 (èëè, êîðî÷å, Lτ,σ-îòîáðàæåíèÿ). Ðàññìîòðå-
íû îòîáðàæåíèÿ òðåõ êëàññîâ: ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿìè (ýòîò ñëó÷àé
ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ τ = σ = 0), à òàêæå Lτ,0- è L0,σ-
îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñëó÷àÿ èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î çâåçäîîá-
ðàçíîñòè îáðàçà êðóãà ïðè îäíîëèñòíîì íîðìèðîâàííîì îòîáðàæåíèè è âî-
ïðîñ î ðàäèóñå çâåçäîîáðàçíîñòè äëÿ îäíîãî êëàññà îòîáðàæåíèé. Äëÿ Lτ,0-
è L0,σ-îòîáðàæåíèé èññëåäóåòñÿ ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå è ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû
îòîáðàæåíèé íà îáëàñòè ñ óãëàìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëè-
êîâàíû â [2à].

Îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü U ⊂ C íàçûâàåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé îòíîñèòåëüíî
òî÷êè a ∈ U , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ U îòðåçîê [a, z], ñîåäèíÿþùèé
åå ñ òî÷êîé a, ñîäåðæèòñÿ â U . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëü-
êî ñ îáëàñòÿìè, çâåçäîîáðàçíûìè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, è áóäåì
íàçûâàòü èõ ïðîñòî çâåçäîîáðàçíûìè. Ãðàíèöà æîðäàíîâîé çâåçäîîáðàç-
íîé îáëàñòè íàçûâàåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé êðèâîé. Ðàäèóñîì çâåçäîîáðàçíî-
ñòè äëÿ äàííîãî êëàññà îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îêðåñòíî-
ñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, íàçûâàåòñÿ òàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî R > 0 (åñëè
îíî ñóùåñòâóåò), ÷òî ëþáîé êðóã Dr ðàäèóñà 0 < r ≤ R ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò îòîáðàæàåòñÿ âñåìè ôóíêöèÿìè äàííîãî êëàññà íà çâåçäîîáðàç-
íóþ îáëàñòü.
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Âîïðîñ î ðàäèóñå çâåçäîîáðàçíîñòè òåñíî ñâÿçàí ñ âîïðîñîì î ðàäèóñå
âûïóêëîñòè, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàê êàê ëþáàÿ âûïóêëàÿ
îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé, òî çíà÷åíèå ðàäèóñà âûïóêëîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ íèæíåé îöåíêîé (âîçìîæíî, íåòî÷íîé) ðàäèóñà çâåçäîîáðàçíîñòè äëÿ
îäíîãî è òî æå êëàññà îòîáðàæåíèé.

Äëÿ êëàññà S êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì íîðìèðîâêè f(0) = 0 è f ′(0) = 1, òî÷íûå
çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ âûïóêëîñòè è çâåçäîîáðàçíîñòè áûëè ïîëó÷åíû åùå â
ïåðâîé ïîëîâèíå XX (ðàáîòû Ð. Íåâàíëèííû è Ã.Ì. Ãðóíñêîãî).

Êëóíè è Øåéë-Ñìîëë [11] (1984 ã.) äîêàçàëè êðèòåðèé âûïóêëîñòè îá-
ðàçà êðóãà ïðè ãàðìîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè. Ýòîò êðèòåðèé âûðàæàåòñÿ â
òåðìèíàõ âûïóêëîñòè ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ. Íàïîìíèì, ÷òî îáëàñòü U
íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè åå ïåðåñå÷åíèå
ñ ëþáîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ëèáî ñâÿçíî, ëèáî ïóñòî. Èíûìè ñëîâàìè,
ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ âåùåñòâåííîé îñè, ëèáî ïåðåñåêàåò îáëàñòü
ïî öåëîìó èíòåðâàëó (âîçìîæíî, íåîãðàíè÷åííîìó), ëèáî âîâñå íå ïåðå-
ñåêàåò. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ âûïóêëîñòü â ëþáîì äðóãîì
íàïðàâëåíèè. Ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé âûïóêëîñòè çâó÷èò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïóñòü ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f = h+ g ëîêàëüíî îäíîëèñòíà â
êðóãå DR = {|z| < R}, R > 0. Òîãäà îíà îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò ýòîò

êðóã íà âûïóêëóþ îáëàñòü â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè ëþáîì

β ∈ [0, 2π) ôóíêöèÿ ϕβ(z) := h(z) + eiβg(z) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò DR

íà îáëàñòü, âûïóêëóþ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåí ñëó÷àé ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé êðóãà
íà çâåçäîîáðàçíûå îáëàñòè. Ðåçóëüòàò òèïà òåîðåìû Êëóíè�Øåéë-Ñìîëëà
óäàëîñü ïîëó÷èòü äëÿ êëàññà CH , êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ îäíîëèñòíûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé f åäèíè÷íîãî êðóãà íà âûïóêëûå îáëàñòè, äëÿ
êîòîðûõ f(0) = 0 è f ′z(0) = 1. Ôîðìóëèðîâêà ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäå-
íèÿ èñïîëüçóåò ïîíÿòèå çâåçäîîáðàçíîñòè ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ. Ïóñòü
γ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è 0 6∈ γ. Ñêàæåì, ÷òî γ
çâåçäîîáðàçíà â íàïðàâëåíèè β, åñëè ëó÷, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò
ïîä óãëîì β îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âåùåñòâåííîé îñè,
ïåðåñåêàåò γ íå âíåøíèì îáðàçîì íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Ïîä ïåðåñå-
÷åíèåì êðèâîé γ ñ ïðÿìîé íå âíåøíèì îáðàçîì ìû ïîäðàçóìåâàåì òàêîå
ïåðåñå÷åíèå, ïðè êîòîðîì ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîäåðæèò
òî÷êè γ, ëåæàùèå êàê â îäíîé, òàê è â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî
äàííîé ïðÿìîé. Æîðäàíîâó îáëàñòü U , îãðàíè÷åííóþ òàêîé êðèâîé, íàçî-

âåì çâåçäîîáðàçíîé â íàïðàâëåíèè β. Çâåçäîîáðàçíîñòü â íàïðàâëåíèÿõ±π
2

åñòåñòâåííî íàçâàòü çâåçäîîáðàçíîñòüþ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Òåîðåìà 6 (òåîðåìà 3.1 äèññåðòàöèè). Ôóíêöèÿ f = h+g ∈ CH îòîáðàæà-

åò êðóã Dr ðàäèóñà r ∈ (0, 1) íà çâåçäîîáðàçíóþ îáëàñòü â òîì è òîëüêî
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â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè ëþáîì β ∈ [0, 2π) ôóíêöèÿ ϕβ(z) = h(z) + eiβg(z)
îòîáðàæàåò îêðóæíîñòü Tr íà êðèâóþ, çâåçäîîáðàçíóþ â âåðòèêàëüíîì

íàïðàâëåíèè.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êëàññà CH ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Rs(CH) ≥ Rs(S) = th
π

4
≈ 0.65

ðàäèóñà çâåçäîîáðàçíîñòè. Îíà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé èç èçâåñòíûõ íà äàí-
íûé ìîìåíò.

Â ãëàâå 3 èññëåäóþòñÿ òàêæå îòîáðàæåíèÿ êðóãà ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèé âèäà Lτ,0f = 0 è L0,σf = 0 è ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå òàêèõ ðåøåíèé. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ, çàäàâàåìûå â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ
òèïà Ïóàññîíà (ïîëó÷åííûõ âî âòîðîé ãëàâå). Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, îòëè÷íûõ îò óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà, ÿâëÿþòñÿ ïîêà ìàëî èçó÷åííûìè. Ìîæíî îòìåòèòü ëèøü íåäàâíèå
èññëåäîâàíèÿ À. Á. Çàéöåâà [2], êîòîðûé ðàññìàòðèâàë âîïðîñ îá îäíîëèñò-
íîñòè Lτ,0-îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà è óñòàíîâèë ðÿä äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé. Â äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé
òåîðåìû î âçâåøåííîì ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Òåîðåìà 7 (òåîðåìà 3.4 äèññåðòàöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà èíòåãðà-

ëîì Ïóàññîíà äëÿ îïåðàòîðà Lτ,0,

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

(1− |z|2)(eit + τe−it)

(eit − z)τ(e−it − z)(eit + τz)
ϕ(t)dt,

ãäå ôóíêöèÿ ϕ(t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà.

Ïóñòü Λθ,α � ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó eiθ è ñîñòàâëÿþùàÿ

óãîë α ñ êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå ê îêðóæíîñòè T. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

α ∈ (0, π) âûïîëíåíî

lim
z→eiθ,z∈Λθ,α

f(z) = p(θ, α)ϕ+(θ) + (1− p(θ, α))ϕ−(θ),

ãäå ϕ±(θ) = lim
t→θ±0

ϕ(t), à p(θ, α) =
α

π
+

1

2πi
log

1 + τe−2iθ

1 + τe2i(α−θ) .

Òåîðåìà 8 (òåîðåìà 3.5 äèññåðòàöèè). Ïóñòü σ ∈ [0, 1), à ôóíêöèÿ f
çàäàíà èíòåãðàëîì Ïóàññîíà äëÿ L0,σ,

f(z) =
1

2π

∫
T
(1− |z|2)

(
1

|eit − z|2
I + σ

2− e−itz
(eit − z)2

C
)
ϕ(t)dt,
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ãäå ôóíêöèÿ ϕ(t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà.

Òîãäà

lim
z→eiθ,z∈Λθ,α

f(z) = Q(θ, α)ϕ+(θ) + (I −Q(θ, α))ϕ−(θ),

ãäå Q(θ, α) =
α

π
I +

σ

2πi

(
e−2iθ − e2i(α−θ)) C, à I è C � òîæäåñòâåííûé

îïåðàòîð è îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Êðîìå òîãî, â òðåòüåé ãëàâå ïîñòðîåíû îòîáðàæåíèÿ åäèíè÷íîãî êðó-
ãà ñîîòâåòñòâóþùèìè èíòåãðàëàìè òèïà Ïóàññîíà îò êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ
ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæàþùàÿ ôóíêöèÿ ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ, îáðàçîì êðóãà ïðè òàêèõ îòîáðàæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé
n�óãîëüíèê. Ïðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ τ èëè σ íàáëþ-
äàåòñÿ ïîñòåïåííàÿ äåôîðìàöèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Õàðàêòåð ãðàíèöû ïðè
ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåìàìè 7 è 8.
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