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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ðÿäà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ëåæàùèõ íà ñòûêå
òåîðèè ãðàôîâ, êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà íà÷àëà àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ îáëàñòü êîìáè-
íàòîðèêè, ñâÿçàííàÿ ñ èçó÷åíèåì ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ñîâîêóïíîñòåé êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ ñ îïðåäåëåííûìè çàïðåòàìè íà ïåðåñå÷åíèÿ. Ðàçâèòèå â ýòîé îáëàñòè
ìàòåìàòèêè áûëî ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ïåðåîòêðûòèåì ïèîíåðñêîãî ðåçóëü-
òàòà Ýðäåøà, Êî è Ðàäî [1]. Åùå â 1938 ãîäó àâòîðû ýòîé ðàáîòû óñòàíîâèëè ñëå-
äóþùèé ôàêò. Îáîçíà÷èì f(n, k, t) ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ìîùíîñòü ñåìåéñòâà
k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Rn = {1, . . . , n}, ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ
íå ìåíåå, ÷åì ïî t ýëåìåíòàì. Òîãäà ïðè n > n0(k, t)

f(n, k, t) = Ck−t
n−t.

Ïðè ýòîì îöåíêà ñíèçó â äàííîì ðàâåíñòâå ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíà, åå äàåò ïðèìåð
òðèâèàëüíîé êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâ, êîòîðûå ñîäåðæàò íåêîòîðûå ôèêñèðîâàí-
íûå t ýëåìåíòîâ, îñòàâàëñÿ ëèøü âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè n < n0(k, t).
Â 1977 ãîäó Ôðàíêë ïîêàçàë, ÷òî n0(k, t) = (k − t + 1)(t + 1) ïðè t > 15 [2], à â
1984 ãîäó Óèëñîí äîêàçàë, ÷òî ôîðìóëà äëÿ n0(k, t) ñïðàâåäëèâà è ïðè t < 15[3].
Îäíàêî îñòàâàëîñü íåâûÿñíåííûì, ÷òî æå ïðîèñõîäèò ïðè n < n0(k, t). Â 1996 ðà-
áîòà Àëñâåäå è Õà÷àòðÿíà [4] äàëà îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ è
áûëî íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû f(n, k, t) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
n, k è t. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíàÿ â îáùåì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ ñàìà ïî ñåáå äîâîëü-
íî ïðîñòà (õîòü è íå ñîâïàäàåò ñ òðèâèàëüíîé êîíñòðóêöèåé Ýðäåøà�Êî�Ðàäî), à
âîò äîêàçàòåëüñòâî åå îïòèìàëüíîñòè âåñüìà íåòðèâèàëüíî. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì
àêòèâíî èçó÷àëèñü ñìåæíûå âîïðîñû[5].

Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî côîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå òåîðèè ãèïåðãðàôîâ. Íàïîì-
íèì, ÷òî ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà H = (V,E), ãäå V � íåêîòîðîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî, à E � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V . Ìíîæåñòâî V îáû÷íî

[1]Erd�os P., Ko Ch., Rado R. Intersection theorems for systems op �nite sets // Quart. J. Math. Oxford Ser. (2). �
1961. � V. 12. � P. 313�320

[2]Frankl P. The Erd�os�Ko�Rado theorem is true for n = ckt // Combinatorics (Proc. Fifth Hungarian Colloq.,
Keszthely, 1976). � 1978. � V. 1. � P. 365�375.

[3]Wilson R.M. The exact bound in the Erd�os�Ko�Rado theorem // Combinatorica. � 1984. � V. 4, N. 2�3. �
P. 247�257.

[4]Ahlswede R., Khachatrian L.H. The complete nontrivial-intersection theorem for systems of �nite sets // J.
Combin. Theory A. � 1996. � V. 76. � P. 121�138.

[5]Deza M., Erd�os P., Frankl P. Intersection properties of systems of �nite sets // Proceedings of the London
Mathematical Society. � 1978. � V. 3, N. 2. � P. 369�384.
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íàçûâàþò ìíîæåñòâîì âåðøèí, à ñîâîêóïíîñòü E � ìíîæåñòâîì ðåáåð ãèïåð-
ãðàôà. Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ k-îäíîðîäíûì, åñëè â êàæäîì ðåáðå ñîäåðæèòñÿ
ðîâíî k âåðøèí. Â òàêîì ñëó÷àå f(n, k, t) åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â k-
îäíîðîäíîì ãèïåðãðàôå íà n âåðøèíàõ, ó êîòîðîãî ëþáûå äâà ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ
íå ìåíåå, ÷åì ïî t ýëåìåíòàì, 0 6 t < k < n:

f(n, k, t) = max{m : ∃H = (V,E), |V | = n, |E| = m, ∀A ∈ E |A| = k,

∀A,B ∈ E |A ∩B| > t}.

Ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ � îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü
ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð � ïðèâîäèò íàñ ê òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñ-
êàíèè âåëè÷èíû h(n, k, t) � ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ðåáåð â k-îäíîðîäíîì ãèïåð-
ãðàôå íà n âåðøèíàõ, ó êîòîðîãî ëþáûå äâà ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå, ÷åì ïî
t ýëåìåíòàì, 0 6 t < k < n:

h(n, k, t) = max{m : ∃H = (V,E), |V | = n, |E| = m, ∀A ∈ E |A| = k,

∀A,B ∈ E |A ∩B| 6 t}.

×òîáû ÿñíåå ïîêàçàòü ñâÿçü ñ òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ, ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó èíûì
ñïîñîáîì. Åñëè ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ðåáðà k-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà êàê ñëîâà
äâîè÷íîãî ðàâíîâåñíîãî êîäà âåñà k, òî îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà ìîùíîñòü ïåðåñå-
÷åíèÿ ðåáåð âåëè÷èíîé t îçíà÷àåò, ÷òî ïîïàðíûå õýììèíãîâû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
êîäîâûìè ñëîâàìè íå ìåíüøå 2(k − t). Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê øèðîêî èç-
âåñòíîé çàäà÷å î êîäàõ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, è ðàáîòà íàä ýòîé ïðîáëåìîé âñå
åùå äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ. Äîâîëüíî ïðîñòàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû h(n, k, t)
áûëà ïîëó÷åíà åùå â 1950-å ãîäû Ð. Âàðøàìîâûì è Å. Ãèëáåðòîì [6][7]). ×òî æå
êàñàåòñÿ âåðõíèõ îöåíîê, òî çäåñü èìååòñÿ öåëûé ðÿä áëåñòÿùèõ ðåçóëüòàòîâ, ñðå-
äè êîòîðûõ ìîæíî îòìåòèòü ãðàíèöû Õýììèíãà[8], Ýëàéåñà�Áàññàëûãî[9], îöåíêè
Ëåâåíøòåéíà [10] è ãðàíèöó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ[11].

[6]Âàðøàìîâ Ð. Ð., Îöåíêà ÷èñëà ñèãíàëîâ â êîäàõ ñ êîððåêöèåé îøèáîê // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. � Ò. 117,
� 5. � 1957. � Ñ. 739�741.

[7]Gilbert E.N., A comparison of signalling alphabets // Bell System Technical Journal. � V. 31, N. 3. � 1952. �
P. 504�522.

[8]Hamming R.W., Error detecting and error correcting codes // Bell System technical journal. � V. 29, N. 2. �
1950. � P. 147�160.

[9]Áàññàëûãî Ë.À., Íîâûå âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èíôîð-
ìàöèè. � Ò. 1, � 4. � 1965. � Ñ. 41�44.
[10]Ëåâåíøòåéí Â.È., Î âåðõíèõ îöåíêàõ äëÿ êîäîâ ñ ôèêñèðîâàííûì âåñîì âåêòîðîâ // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè. � Ò. 7, � 4. � 1971. � Ñ. 3�12.
[11]McEliece R. J., Rodemich E.R., Rumsey H. Jr., Welch L.R., New upper bounds on the rate of a code via the
Delsarte�MacWilliams inequalities // IEEE Transactions on Information Theory. � V. 23, N. 2. � 1977. � P. 157�166.
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Ñëåäóþùèé âîïðîñ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì äëÿ ýêñòðåìàëü-
íîé êîìáèíàòîðèêè: ÷òî áóäåò, åñëè çàïðåòèòü âñåãî ëèøü îäíî ïåðåñå÷åíèå ðåáåð?
Èíûìè ñëîâàìè, ÷åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî m(n, k, t) ðåáåð â k-îäíîðîäíîì
ãèïåðãðàôå íà n âåðøèíàõ, ó êîòîðîãî ëþáûå äâà ðåáðà íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî
t ýëåìåíòàì, 0 6 t < k < n:

m(n, k, t) = max{m : ∃H = (V,E), |V | = n, |E| = m, ∀A ∈ E |A| = k,

∀A,B ∈ E |A ∩B| 6= t}?

Ïåðâûå ñòàòüè ïî ýòîé ïðîáëåìå ïîÿâèëèñü â 1970-õ ãîäàõ è êàñàëèñü îòäåëü-
íûõ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ k è t[12][13]. Îòíîñèòåëüíî îáùåãî ñëó÷àÿ Ýðäåø
ïðåäïîëîæèë, ÷òî ïðè k > 4, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n0 = n0(k, t),

m(n, k, t) 6 max

{
Ck−t−1
n−t−1,

Ct
n

Ct
k

}
.

Â 1981 ãîäó Ôðàíêë è Óèëñîí ïîêàçàëè, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
ðàçíîñòü (k− t) ãèïîòåçà Ýðäåøà âåðíà[14]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àâòîðû èñïîëüçî-
âàëè ñòàâøèé âïîñëåäñòâèè êëàññè÷åñêèì ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä. Â äàëü-
íåéøåì àêòèâíî èññëåäîâàëèñü ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ k
è t ïðè n→∞.

Êîíå÷íî, ó ýòîé çàäà÷è ïîÿâèëèñü è îáîáùåíèÿ, äîâîëüíî ïîïóëÿðíûì ÿâëÿ-
åòñÿ âîïðîñ î öåëîì ìíîæåñòâå çàïðåùåííûõ ïåðåñå÷åíèé[15][16]. Ñðåäè áîëüøîãî
ðàçíîîáðàçèÿ ñëó÷àåâ ìû âûäåëèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ âåëè÷èíû p(n, k, t1, t2) �
ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ðåáåð â k-îäíîðîäíîì ãèïåðãðàôå íà n âåðøèíàõ, âñå ðåá-
ðà êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì ïî t1 ýëåìåíòàì, è íå áîëåå, ÷åì ïî t2
ýëåìåíòàì, 0 6 t1 6 t2 6 k < n:

p(n, k, t1, t2) = max{m : ∃H = (V,E), |V | = n, |E| = m, ∀A ∈ E
|A| = k, ∀A,B ∈ E t1 6 |A ∩B| 6 t2}.

Èíûìè ñëîâàìè, ìû ðàçðåøàåì ðåáðàì ãèïåðãðàôà ïåðåñåêàòüñÿ ïî ëþáîìó ÷èñëó
âåðøèí èç îòðåçêà [t1, t2].

[12]Nagy Z. A certain constructive estimate of the Ramsey number // Matematikai Lapok. � V. 23, N. 301�302. �
1972. � P. 26.
[13]Larman D.G., Rogers C.A. The realization of distances within sets in Euclidean space // Mathematika. � 1972. �
V. 19. � P. 1�24.
[14]Frankl P., Wilson R. Intersection theorems with geometric consequences // Combinatorica. � 1981. � V. 1. �
P. 357�368.
[15]Frankl P. Families of �nite sets with prescribed cardinalities for pairwise intersections // Acta Mathematica
Hungarica. � 1980 � V. 35, N. 3. � P. 351�360.
[16]Mubayi D., R�odl V. Speci�ed intersections // Transactions of the American Mathematical Society. � V. 366,
N. 1. � 2014. � P. 491�504.
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Èññëåäîâàíèå âåëè÷èí m(n, k, t) è p(n, k, t1, t2) áûëî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
ìîòèâèðîâàíî çàäà÷àìè êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè. Âåëè÷èíà m(n, k, t) îêàçàëàñü
íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé Íåëüñîíà�Ýðäåøà�Õàäâèãåðà î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå
ïðîñòðàíñòâà, ñòàâøåé øèðîêî èçâåñòíîé â 50-å ãîäû XX ñòîëåòèÿ[17]. Îíà çàêëþ-
÷àåòñÿ â îòûñêàíèè âåëè÷èíû χ(Rn), íàçûâàåìîé õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ïðî-

ñòðàíñòâà è ðàâíîé ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü
âñå òî÷êè Rn, ÷òîáû íèêàêèå äâå òî÷êè îäíîãî öâåòà íå íàõîäèëèñü íà ðàññòîÿ-
íèè 1. Ýòà ïðîáëåìà äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé äàæå äëÿ ñëó÷àÿ åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè: èçâåñòíî ëèøü, ÷òî 5 6 χ(R2) 6 7. [18][19]

Ïðè áîëüøèõ n çàçîð ñòàíîâèòñÿ òîëüêî áîëüøå. Ïîæàëóé, ïåðâûì ðåçóëüòàòîì
â îáùåì ñëó÷àå áûëà òåîðåìà Ðàéñêîãî, äîêàçàííàÿ â 1970 ãîäó[20]. Ýòà òåîðåìà
äàëà ëèíåéíóþ ïî n íèæíþþ îöåíêó âåëè÷èíû χ(Rn). Áîëüøîå ïðîäâèæåíèå â
ñëó÷àå ðàñòóùåãî n ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ óïîìèíàâøåéñÿ âûøå ðàáîòîé
Ëàðìàíà è Ðîäæåðñà 1972 ãîäà. Â äàííîé ðàáîòå áûëà âïåðâûå ïîëó÷åíà êâàäðà-
òè÷íàÿ ïî n íèæíÿÿ îöåíêà õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà χ(Rn). Êðîìå òîãî, â ðàáîòå
óêàçàíà íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò âåðõíÿÿ îöåíêà èññëåäóåìîé
âåëè÷èíû ïðè n→∞:

χ(Rn) 6 (3 + o(1))n, n→∞.

Îäíàêî äîâîëüíî äëèòåëüíîå âðåìÿ âîîáùå íå áûëî èçâåñòíî, ðàñòåò ëè χ(Rn)
ýêñïîíåíöèàëüíî. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàëà òà ñàìàÿ ðàáîòà Ôðàíêëà è Óèëñîí
1981 ãîäà, â êîòîðîé àâòîðû ïðè ïîìîùè îöåíîê âåëè÷èí m(n, k, t) ïîêàçàëè, ÷òî

χ(Rn) > (1.207 . . .+ o(1))n, n→∞.

Íàèëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ïðè n → ∞ áûëà ïîëó÷åíà íå òàê äàâíî è âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì[21]:

χ(Rn) > (1.239 . . .+ o(1))n, n→∞.

Ðàçóìååòñÿ, çàäà÷à îáðîñëà áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îáîáùåíèé è ïåðåôîðìóëè-
ðîâîê. Íàñ áóäåò â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñîâàòü çàïðåò îäíîöâåòíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ. À èìåííî, äëÿ 0 < a < 1 < b <

√
2 îïðåäåëèì âåëè÷èíó χa,b(Rn) êàê

[17]Hadwiger H. Ein �Uberdeckungssatz f�ur den Euklidischen Raum // Portugaliae Math. � 1944. � V. 4. � P. 140�144.
[18]Moser L., Moser W. Solution to problem 10 // Canad. Math. Bull. � 1961. � V. 4. � P. 187�189.
[19]de Grey A.D.N. J. The chromatic number of the plane is at least 5 // arXiv preprint arXiv:1804.02385. � 2018.
[20]Raiskii D. E. Realization of all distances in a decomposition of the space Rn into n + 1 parts // Mathematical
notes. � 1970. � V. 7, N. 3. � P. 194�196.
[21]Ðàéãîðîäñêèé À.Ì. Ïðîáëåìà Áîðñóêà è õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ // Óñïåõè ìàòåì.
íàóê. � 2001. � Ò. 56, � 1. � Ñ. 107�146.
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ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü òî÷êè ïðîñòðàí-
ñòâà Rn, ÷òîáû íèêàêèå òðè òî÷êè íå îáðàçîâûâàëè ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê
ñ äëèíàìè áîêîâûõ ñòîðîí 1 è äëèíîé îñíîâàíèÿ â ïðåäåëàõ îò a äî b. Äàííóþ
âåëè÷èíó íàçûâàþò õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ïðîñòðàíñòâà ñ çàïðåùåííûìè îäíî-
öâåòíûìè òðåóãîëüíèêàìè, è îíà àêòèâíî èçó÷àëàñü â ïîñëåäíåå âðåìÿ [22][23][24][25].
Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî óêàçàòü äîâîëüíî òðèâèàëüíóþ âåðõíþþ îöåíêó èññëåäóåìîé
âåëè÷èíû:

χa,b(Rn) 6 χ(Rn) 6 (3 + o(1))n, n→∞.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íèæíèå îöåíêè χa,b(Rn) èìåþò ïðÿìóþ ñâÿçü ñ óïîìèíàâøåéñÿ
âûøå âåëè÷èíîé p(n, k, t1, t2) ïîäîáíî òîìó, êàê ñâÿçàíûm(n, k, t) è χ(Rn). Ýòî ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîòèâàöèåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîäåðæàòåëüíûõ îöåíîê âåëè÷èíû p(n, k, t1, t2).

Öåëü ðàáîòû è îñíîâíûå çàäà÷è

Öåëü äàííîé äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè íîâûõ íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê
âåëè÷èím(n, k, t) è p(n, k, t1, t2) è ïðèìåíåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê çàäà÷àì
òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè, ê îöåíêàì õðîìà-
òè÷åñêèõ ÷èñåë ïðîñòðàíñòâà ñ çàïðåùåííûìè îäíîöâåòíûìè òðåóãîëüíèêàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû âàæíû
äëÿ òåîðèè ãðàôîâ è ãèïåðãðàôîâ, ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêè è êîìáèíàòîð-
íîé ãåîìåòðèè. Êðîìå òîãî, äàííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èìåòü ïðÿìîå ïðèëîæåíèå
ê òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè ê îöåíêàì îáúåìà ðàâíîâåñíîãî êîäà, èñïðàâ-
ëÿþùåãî îøèáêè.

[22]Ñàìèðîâ Ä.Â., Ðàéãîðîäñêèé À.Ì. Õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ ñ çàïðåùåííûìè îäíîöâåòíûìè òðå-
óãîëüíèêàìè // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2013. � Ò. 93, � 1. � Ñ. 134�143.
[23]Ñàìèðîâ Ä.Â., Ðàéãîðîäñêèé À.Ì. Íîâûå íèæíèå îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà ñ çàïðåùåí-
íûìè ðàâíîáåäðåííûìè òðåóãîëüíèêàìè // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè, Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæå-
íèÿ. � 2013. � Ò. 125. � Ñ. 252�268.
[24]Ñàìèðîâ Ä.Â., Ðàéãîðîäñêèé À.Ì. Íîâûå îöåíêè â çàäà÷å î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà ñ çàïðå-
ùåííûìè ðàâíîáåäðåííûìè òðåóãîëüíèêàìè // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê. � 2014. � Ò. 456, � 3. � Ñ. 280�283.
[25]Ñàìèðîâ Ä.Â., Ðàéãîðîäñêèé À.Ì. Îá îäíîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ îïòèìàëüíîé ðàñêðàñêîé ïðîñòðàíñòâà áåç
îäíîöâåòíûõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ // Òðóäû ÌÔÒÈ. �2015. �Ò. 7, � 2. � C. 39�50.
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Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêè, ãðàíèöû òåî-
ðèè êîäèðîâàíèÿ, ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä è âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä â êîì-
áèíàòîðèêå.

Ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ïîëó÷åíû íîâûå íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíû m(n, k, t) â ñèòóàöèè, êîãäà k ∼
k′n, t ∼ t′n ïðè n→∞, à k′ ∈ (0, 1), t′ ∈ (0, k′) � ôèêñèðîâàííûå êîíñòàíòû.

2. Ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè âåëè÷èíû p(n, k, t1, t2) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèé îò-
íîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ n, k, t1, t2.

3. Íà îñíîâàíèè îöåíîê èç ïóíêòîâ 1 è 2 ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè êëàññè÷åñêîé
â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ âåëè÷èíû h(n, k, t).

4. Ïîëó÷åíû íîâûå íèæíèå îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà ñ çà-
ïðåùåííûìè îäíîöâåòíûìè òðåóãîëüíèêàìè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñòðîãî äîêàçàíû.
Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíà-

ðàõ:

� Êàôåäðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåäðû äèñêðåòíîé ìà-
òåìàòèêè ÔÈÂÒ ÌÔÒÈ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ì. Ðàéãîðîäñêîãî
(2017 ã.)

� Íàó÷íûé ñåìèíàð ïî òåîðèè êîäèðîâàíèÿ â ÈÏÏÈ èì. Õàðêåâè÷à ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ä.ô.-ì. í. Ë.À. Áàññàëûãî (2017 ã.)

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5 ðàáîòàõ, ïðåäñòàâëåííûõ â êîíöå ñïèñ-
êà ëèòåðàòóðû. Âñå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ëè÷íûé
âêëàä ñîèñêàòåëÿ â ðàáîòàõ ñ ñîàâòîðàìè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

� â ðàáîòàõ [1] è [2] äîêàçàíû íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíû m(n, k, t) ïðè n→∞;

� â ðàáîòàõ [3] è [4] äîêàçàíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè âåëè÷èíû p(n, k, t1, t2),
ïîëó÷åíî ñëåäñòâèå äëÿ çàäà÷è î ðàâíîâåñíûõ êîäàõ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè;
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� â ðàáîòå [5] äîêàçàíà òåîðåìà î íèæíåé îöåíêå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ïðî-
ñòðàíñòâà ñ çàïðåùåííûìè îäíîöâåòíûìè òðåóãîëüíèêàìè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþ-
ùåãî 101 íàèìåíîâàíèå. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 82 ñòðàíèöû.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ âåëè÷èíàìèm(n, k, t)
è p(n, k, t1, t2), à òàêæå ñìåæíûõ çàäà÷ ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêè. Êðîìå òî-
ãî, âî ââåäåíèè îïèñûâàåòñÿ èñòîðèÿ èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû î âåëè÷èíå õðîìàòè-
÷åñêîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà χ(Rn) è åãî îáîáùåíèé, à òàêæå ñâÿçü ýòèõ çàäà÷ ñ
âåëè÷èíàìè m(n, k, t) è p(n, k, t1, t2).
Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç 4 ðàçäåëîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ

âåëè÷èíû m(n, k, t), îïðåäåëåíèå êîòîðîé äàíî âûøå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèé ñëó÷àé, òî åñòü ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé k ∼ k′n, t ∼ t′n ïðè n → ∞, ãäå
k′ ∈ (0, 1), t′ ∈ (0, k′). Â óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âñå èíòåðåñóþùèå íàñ îöåíêè
èìåþò âèä (c+ o(1))n, ãäå c > 1 � êîíñòàíòà, ò.å. èõ ëîãàðèôìû àñèìïòîòè÷åñêè
ðàâíû n ln c (ýòî ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ñòèðëèíãà).
Ìû ñêàæåì, ÷òî äâå îöåíêè ðàçíÿòñÿ çíà÷èòåëüíî, åñëè ó íèõ ðàçíûå âåëè÷èíû
c, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü èõ àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèìè.

Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäÿòñÿ âåðõíèå îöåíêè Ôðàíêëà�Óèëñîíà è Ðàéãîðîäñêîãî�
Ïîíîìàðåíêî. Ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìà Àëñâåäå�Õà÷àòðÿíà î òî÷íîì çíà÷åíèè
f(n, k, t) è òåîðåìà Âàðøàìîâà�Ãèëáåðòà î íèæíåé îöåíêå âåëè÷èíû h(n, k, t).
Ïîêàçûâàåòñÿ, êàêèì îáðàçîì äàííûå òåîðåìû äàþò íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíû
m(n, k, t).

Â ðàçäåëàõ 1.2 è 1.3 ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ ïîëó÷åííûå íàìè íî-
âûå íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíû m(n, k, t). Â ñëó÷àå 2t < k ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà 5,
óêàçûâàþùàÿ, ÷òî îöåíêà Ôðàíêëà�Óèëñîíà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü k = k′n, t = t′n ïðè n→∞ è 2t < k. Òîãäà îöåíêà

m(n, k, t) > f(n, k, t+ 1) =

min{2r,k−t−1)}∑
i=r

Ct+i
t+1+2rC

k−t−1−i
n−t−1−2r

àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5, ïî ñóòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àêêóðàòíîå ïðèìåíåíèå
ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ê ðåçóëüòàòàì òåîðåìû Àëñâåäå�Õà÷àòðÿíà.

Â ñëó÷àå 2t > k íàìè äîêàçàí ðÿä íèæíèõ îöåíîê. Òåîðåìà 6 ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé â íåêîòîðîì ñìûñëå êîìáèíàöèþ òåîðåì Àëñâåäå�Õà÷àòðÿíà è ãðàíèöû
Âàðøàìîâà�Ãèëáåðòà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 2k − t 6 n è 0 6 r 6 k − t. Ïîëîæèì t1 = 3t + 2r − 2k è

10



äîïóñòèì, ÷òî 2(t+ 2r)− t1 6 n. Òîãäà

m(n, k, t) >

Ct+2r
n

min{2r,k−t}∑
i=r+1

Ct+i
t+2rC

k−t−i
n−t−2r

t+2r∑
j=t1

Cj
t+2rC

t+2r−j
n−t−2r

.

Ýòà òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé äîêàçàííîé íàìè òåîðåìû 8,
êîòîðàÿ äàåò áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ êîìáèíà-
òîðíûõ êîíñòðóêöèé â äîêàçàòåëüñòâå.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, 2k − t 6 n. Ïóñòü, äàëåå, f, r, l, t1, s, x � íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

t+ r + l 6 k; t+ 2r + l 6 f 6 n; x 6 l;

2(t+ 2r)− f 6 t1 = 2t+ r − x− k < s < t+ 2r;

n− f > k − t− r − l − 1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

|F| =
Ct+2r
f

t+2r∑
j=s

Cj
t+2rC

t+2r−j
f−t−2r

.

Òîãäà âûïîëíåíà îöåíêà

m(n, k, t) > |F| · Ck−t−r−l−1
n−f ·

(
Ct+r+1
t+2r C l

f−t−2r − C1 − C2

)
,

ãäå ñëàãàåìûå C1 è C2 èìåþò âèä

C1 = |F| · C l
f−t−2r max

t16i<s

i∑
j=t1

Cj
iC

t+r−j+1
t+2r−i ,

C2 = |F| · Ct+r+1
t+2r max

06i<s

l∑
j=x+1

Cj
t+2r−iC

l−j
f−2t−4r+i.

Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå 1.2 ïðîâåäåí äîâîëüíî ãëóáîêèé àíàëèç îòíîñèòåëüíî
îïòèìàëüíîñòè ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåîðåìå 8.

Íàêîíåö, íàìè ñôîðìóëèðîâàíà äîâîëüíî ïðîñòàÿ òåîðåìà 9, êîòîðàÿ â íåêîòî-
ðûõ ñèòóàöèÿõ äàåò ëó÷øóþ îöåíêó ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 8. Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 9 ñâîäèòñÿ ê ïðèìåðó ÿâíîé êîíñòðóêöèè.
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Òåîðåìà 9. Èìååò ìåñòî äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü n, k � ÷åòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à t � íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà

m(n, k, t) > C
k/2
n/2.

2. Åñëè æå n, k � íå÷åòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à t � ÷åòíîå ÷èñëî, òî

m(n, k, t) > C
(k−1)/2
(n−1)/2.

Ïîñëå ôîðìóëèðîâîê òåîðåì 6, 8 è 9 ïðèâîäèòñÿ ðÿä ðèñóíêîâ, äåìîíñòðèðóþ-
ùèõ, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííûõ âûøå îöåíîê è òåîðåì èç
ðàçäåëà 1.1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðåìà 8 ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò èçâåñòíûå íèæíèå
îöåíêè âåëè÷èíû m(n, k′n, t′n) ïðè t′ ∈ (k′/2, k′). Íàèáîëüøåå óëó÷øåíèå íàáëþ-
äàåòñÿ ïðè t′, ðàñïîëîæåííûõ â ñåðåäèíå èññëåäóåìîãî èíòåðâàëà.

Ðàçäåë 1.4 ïîñâÿùåí îöåíêàì âåðõíèì îöåíêàì âåëè÷èíû A(n, 2δ, ω), ñâÿçàí-
íîé ñ òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ è îïðåäåëÿåìîé êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîäîâûõ
ñëîâ âåñà ω ñ ïîïàðíûìè õýììèíãîâûìè ðàññòîÿíèÿìè, íå ìåíüøèìè 2δ (ýòà çà-
äà÷à î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíû âåëè÷èíû
h(n, k, t), ïîñêîëüêó A(n, 2δ, ω) = h(n, 2(k − t), k)). Íà îñíîâàíèè äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 6 è ãðàíèöû Âàðøàìîâà�Ãèëáåðòà ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ íîâàÿ ãðàíèöà äëÿ îáúåìà ðàâíîâåñíîãî êîäà, èñïðàâëÿþùåãî îøèáêè.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü äàíû ÷èñëà ω è δ. Ïóñòü, äàëåå, k, t, r, t1 � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, óäîâëåòâîðÿùèå ñîîòíîøåíèÿì

δ/2 < k < ω + δ/2; t = k − δ/2; r =
ω + δ/2− k

2
;

1 6 r 6 k − t; t1 = 3t+ 2r − 2k, 2(t+ 2r)− t1 6 n.

Âûáåðåì ÷èñëà d, ρ: åñëè 2t < k, òî ïîëîæèì d = ρ = 0; èíà÷å

d = 2t− k + 1; (k − d+ 1)

(
2 +

d− 1

ρ+ 1

)
6 n < (k − d+ 1)

(
2 +

d− 1

ρ

)
.

Ïóñòü, íàêîíåö, k − t � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.

Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

A(n, 2δ, ω) 6
Cd+2ρ
n

Cd+ρ
k Cρ

n−k

(
k−t−1∑
i=0

C i
n

)
· 1
min(2r,k−t)∑
i=r+1

Ct+i
t+2rC

k−t−i
n−t−2r

.
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Äàííàÿ ãðàíèöà ñðàâíèâàåòñÿ ñ íàèëó÷øèìè èçâåñòíûìè íà íàñòîÿùèé ìîìåíò
ãðàíèöàìè Ëåâåíøòåéíà è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàê îêàçàëîñü, â ðÿäå
ñëó÷àåâ íîâàÿ ãðàíèöà óëó÷øàåò ãðàíèöó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îäíàêî
âñåãäà äîìèíèðóåòñÿ òåîðåìîé Ëåâåíøòåéíà.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âåëè÷èíû p(n, k, t1, t2). Äàííàÿ ãëàâà
ñîñòîèò èç 4 ðàçäåëîâ.

Â ðàçäåëå 2.1 ôîðìóëèðóþòñÿ èçâåñòíûå íà íàñòîÿùèé ìîìåíò îöåíêè âåëè÷è-
íû p(n, k, t1, t2), îñíîâàííûå íà òåîðåìàõ Àëñâåäå�Õà÷àòðÿíà, Ôðàíêëà�Óèëñîíà
è ãðàíèöå Âàðøàìîâà�Ãèëáåðòà. Ïðèâîäèòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà, ïîëó÷åííàÿ Ñàìè-
ðîâûì è Ðàéãîðîäñêèì.

Â ðàçäåëàõ 2.2 è 2.3 ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ íîâûå ðåçóëüòàòû �
òåîðåìû 19�22. Òåîðåìà 19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîâóþ íèæíþþ îöåíêó èññëåäóå-
ìîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ îñíîâûâàåòñÿ íà êîìáèíàöèè òåîðåì Àëñâåäå�Õà÷àòðÿíà
è Âàðøàìîâà�Ãèëáåðòà ñ ïðèìåíåíèåì èäåé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü k 6 n/2 è 0 6 τ 6 t1 � öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü òàêæå 0 6 r 6
k − τ � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà

p(n, k, t1, t2) >
Cτ+r
τ+2rC

k−τ−r
n−τ−2r

2(C1 + C2)
− 1,

ãäå

C1 =

t1−1∑
i=τ

min{τ+r,i}∑
j=max{τ,τ+r+i−k}

Cj
τ+rC

τ+r−j
r C i−j

k−τ−rC
k−τ−r−i+j
n−k−r ,

C2 =
k∑

i=t2+1

min{τ+r,i}∑
j=max{τ,τ+r+i−k}

Cj
τ+rC

τ+r−j
r C i−j

k−τ−rC
k−τ−r−i+j
n−k−r ,

ïðè÷åì ïðè τ = t1 ôîðìàëüíî ïîëàãàåì C1 = 0.

Äàëåå ôîðìóëèðóåòñÿ íîâàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû p(n, k, t1, t2).

Òåîðåìà 20. Ïóñòü 0 6 r < k − t2 � öåëîå ÷èñëî. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-

íèÿ:

n0 = n− t1 − 2r; k′0 =
k − t1 − r
n− t1 − 2r

; t′0 =
t2 − t1

n− t1 − 2r
.

Ïóñòü òàêæå 0 6 t′1 6 t′2 6 k′ 6 1/2 � êîíñòàíòû. Òîãäà

lim
n→∞

log2 p(n, k
′n, t′1n, t

′
2n)

n
6 C1 + C2,
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ãäå

C1 = lim
n→∞

1

n
log2

Ct1+2r
n

Ct1+r
k Cr

n−k
,

C2 =

{n0
n
g(u2), åñëè t′0 > k′20 ,

0, åñëè t′0 6 k′20
,

à ôóíêöèè H2(x) è g(x) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H2(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x); g(x) = H2

(
1−
√

1− x
2

)
.

Çäåñü

u = −2(k′0 − t′0) + 2
√
t′0(t

′
0 − 2k′0 + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 20 â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïèðàåòñÿ íà èäåè âåðõíåé
îöåíêè m(n, k, t) Ðàéãîðîäñêîãî�Ïîíîìàðåíêî â ñëó÷àå 2t > k è ãðàíèöó ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïîñëå ôîðìóëèðîâîê äàííûõ òåîðåì ñëåäóþò íàãëÿäíûå ñðàâíåíèÿ ÷èñëåí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ íîâûõ ãðàíèö è îöåíîê ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàòåëåé. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ íîâàÿ íèæíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 19 çíà÷èòåëüíî óëó÷øà-
åò ïðåäûäóùèå íèæíèå îöåíêè, ïîëó÷åííûå Ðàéãîðîäñêèì è Ñàìèðîâûì. Íîâàÿ
æå âåðõíÿÿ îöåíêà (òåîðåìà 20) äàåò íåáîëüøîå, íî ýêñïîíåíöèàëüíîå óëó÷øåíèå
ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè íà íàñòîÿùèé ìîìåíò âåðõíèìè îöåíêàìè âåëè÷èíû
p(n, k, t1, t2).

Íàêîíåö, â óêçààííûõ ðàçäåëàõ ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû î
òî÷íîì çíà÷åíèè âåëè÷èí p(10, 5, 2, 1) è p(8, 4, 2, 1). Îíè äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïîìî-
ùè èíòåëëåêòóàëüíîãî ïåðåáîðà è ïðèìåðîâ ÿâíûõ êîíñòðóêöèé.

Òåîðåìà 21. Âåðíî ðàâåíñòâî:

p(10, 5, 1, 2) = 6.

Òåîðåìà 22. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

p(8, 4, 1, 2) = 9.

Ðàçäåë 2.4 ïîñâÿùåí çàäà÷àì òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçû-
âàåòñÿ íîâàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû h(n, k, t). Åå äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà
ðåçóëüòàòû òåîðèè ãðàôîâ è òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû f(n, k, t).
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Òåîðåìà 23. Ïóñòü 2k − t 6 n è äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ N ∪ {0}

(k − t+ 1)

(
2 +

t− 1

r + 1

)
6 n < (k − t+ 1)

(
2 +

t− 1

r

)
,

ïðè÷åì ïðè r = 0 ôîðìàëüíî ïîëàãàåì, ÷òî
t− 1

r
=∞. Òîãäà

h(n, k, t) 6
Ck
n

min{2r,k−t−1}∑
i=r

Ct+1+i
t+1+2rC

k−t−1−i
n−t−1−2r

lnCk
n.

Â êîíöå ðàçäåëà ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîé ãðàíèöû ñ îöåíêàìè òåî-
ðåì Ëåâåíøòåéíà è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðÿäå ñëó÷àå íîâûé ðåçóëüòàò
äîìèíèðóåò îöåíêó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. ×òî æå êàñàåòñÿ îöåíêè Ëåâåí-
øòåéíà, òî õîòÿ íîâàÿ ãðàíèöà îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëàáîé ïî ñðàâíåíèþ
ñ íåé, ÷èñëåííî îíè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî íîâóþ ãðà-
íèöó óäàåòñÿ îáîñíîâàòü çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì òåîðåìó Ëåâåíøòåéíà.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îöåíêàì õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà ñ çà-
ïðåùåííûìè îäíîöâåòíûìè òðåóãîëüíèêàìè χa,b(Rn). Ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ðàç-
äåëîâ.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäÿòñÿ íàèëó÷øèå èçâåñòíûå íà íàñòîÿùèé ìîìåíò íèæ-
íèå îöåíêè Ñàìèðîâà è Ðàéãîðîäñêîãî. Îáñóæäàåòñÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ
îöåíîê.

Â ðàçäåëå 3.2 ôîðìóëèðóåòñÿ íîâàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû χa,b(Rn).

Òåîðåìà 27. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà k1, k−1, l óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 0 <
l < k1 + k−1 < n/2 è ïóñòü ðàçíîñòü q = k1 + k−1− l ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

γ = l/n, κ1 = k1/n, κ−1 = k−1/n;

α = κ1 + κ−1 − b2(κ1 + κ−1 − γ), β = κ1 + κ−1 − a2(κ1 + κ−1 − γ);

ᾱ = dαne, β̄ = bβnc.

Ïóñòü, íàêîíåö, öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà

r, r1, r0, r−1, s, s1, s0, s−1, t, t1, t0, t−1
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óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

r + s+ t = n, r1 + r0 + r−1 = r, s1 + s0 + s−1 = s, t1 + t0 + t−1 = t;

r1 + s1 + t1 = k1, r−1 + s−1 + t−1 = k−1;

max(−2r1,−2r−1) + max(0, r1 − r−1 − r0) + max(0, r−1 − r0 − r1)+
max(−2s1,−2s−1) + max(0, s1 − s−1 − s0) + max(0, s−1 − s0 − s1)+

max(−2t1,−2t−1) + max(0, t1 − t−1 − t0) + max(0, t−1 − t0 − t1) > ᾱ.

Òîãäà

χa,b(Rn) >
1

3
∑

(m1,m2)∈B
Cm1
n Cm2

n−m1

×

×

 Cr1
r C

r0
r−r1C

s1
s C

s0
s−s1C

t1
t C

t0
t−t1

2
∑
A

1∏
i=−1

C
ri,1
ri C

ri,0
ri−ri,1C

si,1
si C

si,0
si−si,1C

ti,1
ti C

ti,0
ti−ti,1

− 1

 ,

ãäå îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ A çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè

ri,j > 0; si,j > 0; ti,j > 0; i, j ∈ {−1, 0, 1};∑
i

ri,j = rj, j ∈ {−1, 0, 1};
∑
j

ri,j = ri, i ∈ {−1, 0, 1};∑
i

si,j = sj, j ∈ {−1, 0, 1};
∑
j

si,j = si, i ∈ {−1, 0, 1};∑
i

ti,j = tj, j ∈ {−1, 0, 1};
∑
j

ti,j = ti, i ∈ {−1, 0, 1};

r1,1−r1,−1−r−1,1+r−1,−1+s1,1−s1,−1−s−1,1+s−1,−1+t1,1−t1,−1−t−1,1+t−1,−1 > β̄,

à îáëàñòü B îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B = {(m1,m2) : m1,m2 ∈ N ∪ {0},m1 +m2 6 n,m1 + 2m2 6 q − 1}.

Â ýòîì æå ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ îöåíêè èç
òåîðåìû 27 è îöåíîê ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàòåëåé. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî íîâàÿ òåîðåìà
óëó÷øàåò ïðåäûäóùèå îöåíêè ïðè ìàëûõ a è áîëüøèõ b.

Ðàçäåë 3.3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 27. Îíî îïèðàåòñÿ íà èäåè Ñà-
ìèðîâà è Ðàéãîðîäñêîãî. Îñíîâíàÿ èäåÿ óëó÷øåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îäíîì
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èç ýòàïîâ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ ñ îãðàíè÷å-
íèåì íà ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ýòî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ âå-
ëè÷èíû p(n, k, t1, t2)), è íà ýòîì ýòàïå âìåñòî (0, 1)-âåêòîðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ
(−1, 0, 1)-âåêòîðû.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è ïåðñïåêòèâû
äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

• Ïîëó÷åíû íîâûå íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíû m(n, k, t) ïðè n→∞. Óñòàíîâëå-
íà àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü îöåíêè Ôðàíêëà è Óèëñîíà â ñëó÷àå 2t < k.

• Ïîëó÷åíû íîâûå íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè âåëè÷èíû p(n, k, t1, t2) ïðè n →
∞. Äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ìàëûõ n ÿâíî íàéäåíî çíà÷åíèå èññëåäóåìîé âå-
ëè÷èíû.

• Óêàçàíû íîâûå âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ âåëè÷èíû h(n, k, t), ïðèâåäåíî èõ ñðàâ-
íåíèå ñ èìåþùèìèñÿ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò îöåíêàìè òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

• Ïðè ïîìîùè îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ âåëè÷èíû p(n, k, t1, t2) íà ñëó÷àé (−1, 0, 1)-
âåêòîðîâ áûëà ïîëó÷åíà íîâàÿ íèæíÿÿ îöåíêà õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ïðî-
ñòðàíñòâà áåç îäíîöâåòíûõ òðåóãîëüíèêîâ χa,b(Rn).

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ â ýòîé îáëàñòè
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äðóãèõ ñëó÷àåâ êàñàòåëüíî ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ k, t, t1, t2
è n. Òàêæå íåêîòîðûé èíòåðåñ, íà íàø âçãëÿä, ïðåäñòàâëÿåò íîâàÿ ãðàíèöà òåî-
ðèè êîäèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 23. Íàêîíåö, îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü äëÿ
óñëîæåíèè òåõíèêè è ââåäåíèè áîëüøåãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ â ñëó÷àå âåëè÷èíû
m(n, k, t) è î ïðèìåíåíèè áîëåå ñëîæíûõ èäåé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 27.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó
ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ðàéãîðîäñêîìó
Àíäðåþ Ìèõàéëîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è íåîöåíèìóþ ïîääåðæêó â ðàáîòå.
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