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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Предметом изучения диссертации являются
вопросы, связанные с интерполяцией и аппроксимацией функций мно-
гих переменных алгебраическими многочленами степени не выше n по
совокупности переменных на d -симплексе в равномерной норме. Спосо-
бы интерполяции на произвольном симплексе выбираются таким обра-
зом, чтобы результирующий сплайн, определенный на триангулирован-
ной области, обладал свойством непрерывности или гладкости порядка
m, m ≥ 1 (под сплайном мы понимаем функцию, которая на каждом
симплексе из триангуляции области Ω является алгебраическим много-
членом, причем эти многочлены задаются таким образом, чтобы резуль-
тирующая кусочно-полиномиальная функция на всей области обладала
свойством непрерывности или гладкости заданного порядка; под гладко-
стью порядка m — существование и непрерывность всех производных до
порядка m включительно). В первой и третьей главах рассматривает-
ся интерполяция Лагранжа (интерполируются значения приближаемой
функции) в равномерных узлах симплекса. Такой выбор интерполяцион-
ных условий часто используется в методе конечных элементов, но может
также представлять самостоятельный интерес как способ аппроксимации
функции. Во второй главе рассмотрен ряд способов интерполяции Эр-
мита и Биркгофа (интерполируются значения приближаемой функции
и значения ее производных: последовательных — в случае интерполяции
Эрмита, и с пропусками — в случае интерполяции Биркгофа) с интерпо-
ляцией производных высокого порядка в связи с изучением возможности
применения соответствующих сплайнов, построенных на триангулирова-
ной исходной области, в методе конечных элементов.

В первой главе изучаются константа и функция Лебега для процес-
са интерполяции Лагранжа многочленами степени не выше n по рав-
номерным узлам произвольного d -симплекса ∆ в Rd, т. e. по узлам
{ai1i2...id+1

} , имеющим следующие барицентрические координаты:

ai1i2...id+1
=

(
i1
n
,
i2
n
, . . . ,

id+1

n

)
, (1)

ik ∈ {0, . . . , n}, i1 + i2 + . . .+ id+1 = n.

Напомним, что константой Лебега называется норма оператора, действу-
ющего из C(∆) в C(∆), который каждой непрерывной функции ставит

3



в соответствие ее интерполяционный многочлен степени не выше n по
совокупности переменных (через C(∆) обозначено пространство функ-
ций, непрерывных на ∆ ); функцией Лебега называется норма функци-
онала в пространстве C(∆), ставящего в соответствие каждой непре-
рывной функции f значение ее интерполяционного многочлена в точке
симплекса ∆ . Константы и функции Лебега позволяют получать оценки
неустранимой погрешности интерполирования, обусловленной ошибками
задания значений интерполируемой функции в узлах и могут быть ис-
пользованы при исследовании сходимости интерполяционных процессов
для заданной матрицы узлов. Для d = 1, n ∈ N задачами, связанными
с оценками констант Лебега занимались А.Х. Турецкий (получена ас-
миптотика по n ), А. Шёнхаге, М. Коломб, Т.Дж. Ривлин, Р.-К. Джиа,
П. Хенричи, Л. Трефетен, Дж. Видеман, Т.М. Милс, С. Смит, А. Айзин-
берг, Г. Феделе, Г. Франц. Для произвольных d, n ∈ N Л.П. Бос получил
оценку сверху порядка константы Лебега, Т. Блумом была найдена ло-
гарифмическая асимптотика константы Лебега (по n при фиксирован-
ном d ) и получены результаты, связанные с логарифмической асимтоти-
кой подпоследовательностей функций Лебега. В диссертационной работе
найден точный порядок роста константы Лебега по n при фиксирован-
ном d и получены результаты, связанные с поточечной оценкой снизу
функции Лебега.

Вторая и третья главы посвящены получению оценок сверху и снизу
величин погрешности аппроксимации функции, заданной на симплексе,
и ее производных интерполяционными многочленами типа Лагранжа,
Эрмита или Биркгофа и их производными соответственно. Рассматри-
вается множество W n+1M = W n+1M(Ω) функций, определенных на
произвольном многограннике Ω ⊂ Rd, непрерывных на Ω вместе со
всеми своими частными производными до порядка n + 1 включитель-
но, у которых все производные порядка n + 1 ограничены по модулю
константой M ≥ 0 . Согласно лемме Сеа [5] (глава 2, предложение 3.1),
оценка погрешности аппроксимации решения краевой задачи кусочно-
полиномиальными функциями, полученными в ходе реализации мето-
да конечных элементов, зависит от расстояния между точным решени-
ем краевой задачи и построенным подпространством конечных элемен-
тов. Поскольку вычисление величины наилучшего приближения функ-
ции элементами соответствующего подпространства является достаточ-
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но сложной задачей, то для оценки погрешности метода обычно исполь-
зуют не элемент наилучшего приближения из пространства конечных
элементов, а интерполяционную кусочно-полиномиальную функцию. По-
следняя задача, в свою очередь, сводится к проблеме локальной интер-
поляции на отдельном d -симплексе. Отметим, что при получении оце-
нок сверху обычно (в том числе в диссертации) также решается задача
выбора подходящих интерполяционных условий, которые и определяют
способ построения пространства конечных элементов, использующегося
впоследствии для поиска приближенного решения краевой задачи. От
того, какие выбраны условия интерполяции, зависят получаемые оценки
погрешности аппроксимации производных интерполируемой функции.
Конечным элементом будем называть d -симплекс вместе с выбранны-
ми на нем условиями интерполяции функции f ∈ W n+1M. Везде речь
будет идти о конечных элементах, применение которых ведет к полу-
чению непрерывной или достаточно гладкой результирующей кусочно-
полиномиальной функции на триангулированной исходной области Ω.

Договоримся о следующих обозначениях: ∆ — d -симплекс из триан-
гуляции многогранника Ω; a1, a2, . . . , ad+1 — вершины ∆;

‖f‖∆ = sup
u∈∆
|f(u)|;

λ(u) = λ = (λ1, λ2, . . . , λd+1) ∈ Rd+1 — барицентрические координаты
точки u симплекса ∆ относительно его вершин a1, a2, . . . , ad+1;

P d
n [f ](u) = P d

n (u) = P d
n [f ](λ) = P d

n (λ)

— многочлен степени не выше n по совокупности переменных, являю-
щихся координатами точки u ∈ ∆ (в некоторой системе координат),
удовлетворяющий каким-либо условиям интерполяции функции f ∈
W n+1M(∆); Ds

ξ1...ξs
f — производная порядка s функции f : Rd → R

по направлениям произвольных единичных векторов ξ1, . . . , ξs ∈ Rd;

Ed
n,s = sup

f∈Wn+1M(∆),

ξi∈Rd, ‖ξi‖=1, i=1,...,s

‖Ds
ξ1...ξs

(f − P d
n )‖∆

— величина погрешности аппроксимации производной порядка s ( s =
1, . . . , n ) функции f интерполяционным многочленом P d

n на ∆ (от-
метим, что величина Ed

n,s зависит от способа выбора интерполяцион-
ных условий, используемых при задании многочлена P d

n ). Мы будем
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говорить об изучении зависимости величины Ed
n,s от геометрических

характеристик симплекса, что тесно связано с контролем триангуляции
исходной области при применении метода конечных элементов.

Во второй главе диссертационной работы рассматриваются задачи
простой и кратной (в большей степени кратной) интерполяции для слу-
чаев d = 2, 3. Под простой интерполяцией мы будем понимать случаи,
когда интерполируются только значения исходной функции f в точках
(узлах) многомерной сетки; под кратной — любые случаи, когда кро-
ме значений функции интерполируются также значения каких-либо ее
производных в выбранных точках (в том числе, в частности, значения
самой функции в таких точках могут не интерполироваться). Догово-
римся в обозначении многочлена P d

n опускать верхний индекс, если из
контекста понятно, о какой размерности идет речь.

Пусть d = 2 и имеется триангуляция области Ω ⊂ R2. На каж-
дом треугольнике из триангуляции Ω для f ∈ W n+1M(Ω) строится
многочлен Pn = Pn[f ] степени не выше n по совокупности перемен-
ных, интерполирующий функцию f (и ее производные, если речь идет о
кратной интерполяции) в некоторых узлах треугольника. Всего задается
(n+ 1)(n+ 2)/2 условий интерполяции на каждом треугольнике. Будем
говорить в таком случае, что сплайн получен с помощью локальной ин-
терполяции. Пусть условия для построения Pn = Pn[f ] таковы, что ре-
зультирующая кусочно-полиномиальная функция на Ω имеет гладкость
порядка m , m ∈ Z+ , n ≥ 4m+1 (последнее ограничение на соотноше-
ние между n и m является естественным и обусловлено тем, что при ло-
кальной интерполяции степень n = 4m+ 1 является наименьшей, обес-
печивающей гладкость порядка m результирующего сплайна на Ω ).

Построенная кусочно-полиномиальная функция аппроксимирует f,
а ее производные аппроксимируют соответствующие производные функ-
ции f. Так как оценки величин Ed

n,s обычно зависят от геометрических
характеристик треугольников триангуляции, то на триангуляцию, как
правило, накладываются определенные требования. Первоначально ис-
пользуемым ограничением на триангуляцию являлось условие наимень-
шего угла — ограничение снизу величин наименьших углов треугольни-
ков. Это связано с тем, что во многих первых (ставших широко извест-
ными) оценках сверху величин Ed

n,s в знаменателях дробей, участвую-
щих в этих оценках, присутствуют синусы наименьших углов треуголь-
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ников, составляющих разбиение исходной области, или их аналоги. В
качестве примера можно указать полученные в конце 60-х и начале 70-х
годов прошлого века оценки М. Зламала, А. Женишека, Дж. Брамбла
и М. Зламала, а также существенно обобщающие их оценки Ф. Сьяр-
ле и П.А. Равьяра [6] для многомерного случая, полученные в 1972 г.
Некоторую дополнительную информацию и обзор вариантов обобщений
условия наименьшего угла на случаи d -симплексов можно найти в серии
совместных работ Я. Брандтса, А. Ханнукайнена, С. Коротова, М. Кри-
жека. Отметим, что в большинстве уже указанных и цитируемых ниже
работ речь идет не только о полученных авторами оценках, но и о выборе
способов интерполяции.

С другой стороны, для d = 2 и малых значений n с 1957 по 1976 гг.
в работах Дж.Л. Синжа, К. Фенга, Дж. Грегори, И. Бабушки, А.К. Ази-
за был получен ряд результатов, связанных с простой интерполяцией, из
которых следует, что по существу оценки сверху величин Ed

n,s зависят не
от наименьшего, а от наибольшего угла треугольника (что позволяет за-
менять условие наименьшего угла, накладываемое на триангуляцию, на
условие наибольшего угла — ограничение сверху на величины наиболь-
ших углов треугольников, точнее, отделенность величин наибольших уг-
лов треугольников от π ). Названные результаты положили начало се-
рии работ, в которых рассматриваются различные виды интерполяции
и устанавливаются оценки сверху величин аппроксимации функций из
W n+1M и их производных, представленные через различные геометри-
ческие характеристики симплекса, иногда с точными константами. В слу-
чае простой интерполяции в равноотстоящих узлах симплекса для раз-
личных d и n здесь нужно отметить работы П. Жамэ ( d ≥ 2, n ∈ N ),
Ю.С. Завьялова, Б.И. Квасова, В.Л. Мирошниченко ( d = 2, n = 1, слу-
чай прямоугольных треугольников), Ю.Н. Субботина ( d ≥ 2, n ∈ N ),
Д. Хандскомба ( d = 2, n = 1 ), Ю.А. Килижекова ( d ≥ 2, n = 1 ),
Ш. Уолдрона ( d ≥ 2, n = 1 ), М. Стампфле ( d ≥ 2, n = 1 ), М. Криже-
ка ( d = 2, 3 n = 1 ), В.А. Клячина и А.А Широкого ( d = 3 n = 1 ),
Ф. Гетманюка и П. Кнупа ( d = 2, 3, n ∈ N ), В.А. Клячина и Е.А. Пабат
( d ≥ 2, n = 1 ), В.А. Клячина ( d ≥ 2, n = 1 ), С. Коротова, М. Криже-
ка, А. Ханнукайнена ( d ≥ 2, n = 1 ). В случае кратной интерполяции
оценки сверху величин Ed

n,s получалиЮ.Н. Субботин ( d = 2, n = 3, 5 ),
Н.В. Латыпова ( d = 2, n = 4m + 3, m ≥ 0 ), А. Женишек ( d = 2,
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n = 3 ), Т. Апель ( d = 2, 3, n ∈ N ), Ю.В. Куприянова (Ю.В. Матвее-
ва) ( d = 2, 3, n = 3 ), А. Женишек и Я. Ходерова-Зламалова ( d = 3 ,
n = 3 ). Некоторые из характеристик симплекса, введенные в указанных
работах, использовались в дальнейшем при d = 2, 3 разными автора-
ми для получения оценок в ряде других ситуаций, связанных с другими
способами интерполяции, другими пространствами. В качестве примера
можно привести работы Г. Акосты, Р.Г. Дюрана, Т. Апеля, А.Л. Лом-
барди (обзор и сравнение ряда характеристик можно найти в [2] и [4]).

Наряду с оценками сверху величин Ed
n,s представляют интерес оцен-

ки снизу, показывающие, что условие наибольшего угла, накладываемое
на треугольник, является, вообще говоря, существенным при аппрокси-
мации производных функции, заданной на треугольнике, производными
интерполяционного многочлена. Первым и наиболее известным приме-
ром, демонстрирующим существенность условия наибольшего угла, яв-
ляется пример Шварца конца 19-го века. Данный пример показывает,
что при определенном соотношении диаметра треугольника и величины
наибольшего угла может даже не быть сходимости при аппроксимации
градиента функции f градиентом линейной функции, заданной на тре-
угольнике и интерполирующей значения f в вершинах треугольника.
Также ряд оценок снизу величин Ed

n,s получен в работах Ю.Н. Субботи-
на при доказательстве неулучшаемости соответствующих оценок сверху
на множестве функций W n+1M при исследуемых им интерполяционных
условиях (в том числе для случая простой интерполяции по равномер-
ным узлам равнобедренного треугольника при произвольном n ∈ N ).
Для d = 2, 3 и n = 1 оценки снизу для аппроксимации производ-
ных функции получены Дж.Р. Шевчуком через радиус R описанной
окружности треугольника или тетраэдра ∆. В.А.Клячиным доказано,
что при d = 3 оценки снизу, полученные Дж.Р. Шевчуком, не являются
точными. Интересно отметить, что даже если функция f, являющая-
ся решением эллиптической краевой задачи на Ω ⊂ R2, такова, что
для сходимости производных интерполяционного многочлена к произ-
водным функции f требуется выполнение условия наибольшего угла,
то это не означает, что при аппроксимации функции f (и ее производ-
ных) с использованием метода конечных элементов условие наибольшего
угла является обязательным. Условие наибольшего угла, вообще говоря,
не является необходимым для сходимости метода конечных элементов,
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пример чего получен С. Коротовым, М. Крижеком, А. Ханнукайненом. С
другой стороны, в работах И. Бабушки, А.К. Азиза, П. Освальда, В. Ку-
черы показано, что невыполнение этого условия может также приводить
к сколь угодно медленной сходимости и даже расходимости метода ко-
нечных элементов.

В главе 2 диссертационной работы в § 2.1 при d = 2, 3 предложены
новые конечные элементы, для которых получены оценки сверху величин
Ed
n,s, более точные по сравнению с известными оценками, полученными

ранее для других конечных элементов. В § 2.2 доказано, что для широко-
го множества способов выбора условий интерполяции, в том числе и для
традиционных, при m ≥ 1 влияние наименьшего угла треугольника на
величину Ed

n,s является существенным для s ≥ 2 . В случае m = 0 су-
щественным является влияние среднего (наибольшего) угла (независимо
случай m = 0, n = 1 для интерполяции функции в вершинах треуголь-
ника рассмотрен В. Кучерой в 2016 г.). Как следствие, в диссертации
показана оптимальность полученных ранее автором оценок сверху вели-
чин аппроксимации производных (для специально выбираемых условий
интерполяции) не только для выбранного частного способа интерполя-
ции, но и для широкого класса интерполяционных условий, обеспечива-
ющих гладкость порядка m результирующего сплайна на Ω . Отметим,
что все оценки получены на множестве функций W n+1M . Исследова-
ния оценок сверху, при которых учитывается возможное анизотропное
поведение функции и начало которым положено в работах Э. Надлера,
Н. Дин, Д. Левина, Ш. Риппа, Е.Ф. Д’Азеведо, Р.Б. Симпсона, выходят
за рамки данной диссертации.

В § 2.3 и § 2.4 при d = 2 для величин погрешности аппроксимации
производных функций получены соответственно оценки сверху для со-
ставных конечных элементов (или, что то же самое, макроэлементов —
конечных элементов, составленных из нескольких треугольников) типа
Сие-Клафа-Точера и оценки снизу для составных конечных элементов
некоторого общего вида. В частности, полученные оценки сверху для
величин аппроксимации производных первого порядка в случае макро-
элементов типа Сие-Клафа-Точера позволяют накладывать на триан-
гуляцию условие наибольшего (а не наименьшего, как это было ранее)
угла. Идея построения макроэлементов впервые была предложена Сие
в 1962 г. как идея сопряжения трех многочленов малой степени с це-
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лью получения гладкой итоговой кусочно-полиномиальной функции на
триангулированной исходной области Ω ⊂ R2 (сведения об этом мож-
но найти в [1, глава 6]). Реализовано такое сопряжение было Р. Клафом
и Дж. Точером в 1965 г. для трех многочленов 3 -й степени. Использо-
вание макроэлементов позволяет получать сплайны гладкости порядка
m при меньшем числе определяющих параметров конечноэлементного
пространства по сравнению с использованием простых (не составных) эр-
митовых конечных элементов. Обзор на эту тему можно найти в книге
М.-Я. Лая и Л. Шумейкера [8].

В главе 3 диссертации рассматривается интерполяция Лагранжа по
равномерным узлам {ai1i2...id+1

}, заданным в (1), на d -симплексе ∆ ⊂
Rd . Как отмечено выше, для такой интерполяции на настоящий момент
существует большое количество работ, где получены оценки сверху вели-
чин Ed

n,s, представленные через различные геометрические характери-
стики симплекса. Однако чаще всего в этих работах отсутствуют пол-
ноценные сравнения найденных оценок с результатами, полученными
ранее. Автором предлагается в качестве базовых рассматривать оцен-
ки П. Жамэ [7]. Отметим, что в настоящее время эти оценки являются
почти не используемыми, несмотря на то, что в задаче оценки сверху
величин аппроксимации производных нет результатов, которые утвер-
ждали бы, что какие-либо из вновь получаемых оценок являются бо-
лее точными, чем те, которые доказаны в [7]. В § 3.1 вводится новая
характеристика симплекса со свойствами, аналогичными свойствам ха-
рактеристики П. Жамэ, являющаяся более простой для вычисления и
использования на практике. Это делает более простыми процесс контро-
ля триангуляции и сравнение оценок П. Жамэ с вновь получаемыми.
В § 3.2 приводятся оценки снизу величины погрешности аппроксимации
производных функции на классе W n+1M(∆), что связано с изучением
проблемы неулучшаемости оценок сверху, полученных П. Жамэ. В § 3.3
приводится пример, демонстрирующий, что при d = 3, n = 1 для неко-
торого класса тетраэдров оценки П. Жамэ можно несколько улучшить.

Цель работы. 1) Для процесса интерполяции непрерывной функ-
ции d переменных алгебраическими многочленами степени n по рав-
номерным узлам d -симплекса при фиксированном d получить точный
порядок по степени многочлена n константы Лебега Ldn; найти оценку
снизу для верхнего предела последовательности функций Лебега Ldn(λ)
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( n→∞ ) при каждом фиксированном u = u(λ) ∈ ∆.

2) Найти новые способы интерполяции (типа Эрмита или Биркго-
фа) функции из W n+1M(∆) алгебраическими многочленами и близки-
ми конструкциями (составные конечные элементы), позволяющие полу-
чать непрерывные или гладкие сплайны на триангулированной области
и приводящие к более точной аппроксимации производных производных
исходной функции производными аппроксимирующей функции, чем из-
вестные ранее способы интерполяции; получить соответствующие оценки
сверху погрешности аппроксимации производных функции производны-
ми интерполяционных многочленов.

3) Показать, что требование гладкости результирующей кусочно-
полиномиальной функции на триангулированной области ведет к тому,
что при аппроксимации производных порядка два и выше условие наи-
меньшего угла, накладываемое на триангуляцию, становится неустрани-
мым.

4) Найти новую характеристику, позволяющую контролировать каче-
ство триангуляции и являющуюся более простой для вычисления, чем
классическая характеристика П. Жамэ. Показать, что известные оцен-
ки сверху погрешности аппроксимации функции и ее производных для
случая интерполяции функции из W n+1M(∆) алгебраическими мно-
гочленами степени n по равномерным узлам d -симплекса, получен-
ные П. Жамэ, для широкого класса симплексов являются качествен-
но неулучшаемыми, а соответствующее ограничение на триангуляцию —
неустранимым.

Методы исследования. В работе используются методы математи-
ческого анализа и теории приближения функций.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми и со-
стоят в следующем.

1) Найден точный порядок по n при фиксированном d константы
Лебега Ldn; получена оценка снизу для верхнего предела последователь-
ности функций Лебега Ldn(λ) ( n → ∞ ) при каждом фиксированном
u = u(λ) ∈ ∆.

2) Предложены новые способы интерполяции функции на треугольни-
ках и тетраэдрах, для которых получены оценки сверху величин Ed

n,s ,
более точные по сравнению с известными оценками, полученными ра-
нее для для других конечных элементов. При этом также рассмотрены
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составные конечные элементы.
3) Доказано, что для широкого множества способов выбора условий

интерполяции функции двух переменных на треугольнике, в том числе
традиционных, обеспечивающих локальное задание сплайна и гладкость
порядка m ≥ 1, влияние наименьшего угла треугольника на величину
погрешности аппроксимации производных функции производными ин-
терполяционного многочлена является существенным для производных
порядка 2 и выше. В случае m = 0 доказано, что существенным явля-
ется влияние среднего (наибольшего) угла.

4) Введена новая характеристика d -симплекса, со свойствами, ана-
логичными свойствам характеристики П. Жамэ, являющаяся более про-
стой для вычисления и использования на практике. С помощью этой
характеристики показано, что во многих случаях условие на триангуля-
цию, введенное П. Жамэ в связи с интерполяцией Лагранжа по равно-
мерным узлам d -симплекса и обеспечивающее сходимость метода конеч-
ных элементов, является неулучшаемым. Таким образом, показано, что
оценки П. Жамэ для величины Ed

n,s являются близкими к оптимальным
и должны приниматься во внимание при исследовании и использовании
величины Ed

n,s .
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит тео-

ретический характер. Полученные в диссертации результаты могут быть
использованы при аппроксимации поверхностей, при решении краевых
задач методом конечных элементов. Развитые методы могут быть ис-
пользованы при дальнейшем изучении способов аппроксимации произ-
водных функции производными интерполяционных многочленов и по-
лучении соответствующих оценок погрешности аппроксимации.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в работах [10]–
[20] (без соавторов) в изданиях, включенных в Перечень рецензируемых
научных изданий ВАК.

Апробация. Результаты диссертации докладывались на летних
Школах С.Б. Стечкина (Миасс 2000, 2002, 2011, 2012, 2013, 2015; Алек-
син, 2007), на 16-й, 18-й, 19-й Саратовских зимних школах ”Совре-
менные проблемы теории функций и их приложения” (Саратов, 2012,
2016, 2018), на Двенадцатой международной Казанской летней научной
школе-конференции ”Теория функций, ее приложения и смежные вопро-
сы” (Казань, 2016), на всероссийских конференциях ”Алгоритмический

12



анализ неустойчивых задач”, посвященных памяти В.К. Иванова (Екате-
ринбург, 2001, 2008, 2011; Челябинск, 2014), на российских конференциях
”Методы сплайн-функций”, посвященных памятиЮ.С. Завьялова (Ново-
сибирск, 2001, 2011), на международной конференции ”Функциональные
методы теории аппроксимации и теории операторов”, посвященной памя-
ти В.К. Дзядыка (Украина, Волынская область, 2009), на конференции
”Теория приближения функций и ее приложения” (Украина, Каменец-
Подольский, 2012), на IX Всероссийском совещании по проблемам по-
строения сеток (Абрау-Дюрсо, 2002), на 3-й, 4-й, 7-й Всероссийских кон-
ференциях ”Актуальные проблемы прикладной математики и механи-
ки”, посвященной памяти академика А.Ф.Сидорова (Абрау-Дюрсо, 2006,
2008, 2014), на 31-й Региональной молодежной конференции (Екате-
ринбург, 2000), на международной школе-конференции ”Геометрический
анализ и его приложения” (Волгоград, 2016), на совместном семинаре
отдела теории приближения функций и отдела аппроксимации и прило-
жений Института математики и механики УрО РАН под руководством
члена-корреспондента РАН Ю.Н. Субботина и профессора Н.И. Чер-
ных, на семинаре лаборатории численных методов математического ана-
лиза Института математики им. С.Л.Соболева (руководитель к.ф.-м.н.
В.Л. Мирошниченко), на семинаре по теории функций действительного
переменного (руководители академик РАН Б.С. Кашин, академик РАН
С.В. Конягин, профессор Б.И. Голубов, профессор М.И. Дьяченко).

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
трех глав, заключения и списка литературы. Главы разбиты на парагра-
фы. Общий объем работы — 210 страниц. Список литературы содержит
93 наименования.

Основное содержание работы

Во введении описываются задачи, решаемые в диссертационной
работе, описывается история тематики, приводится обзор литературы,
обосновывается актуальность темы диссертации и формулируются ос-
новные результаты.

В главе 1 для функции f, непрерывной на ∆ ⊂ Rd, рассматри-
вается задача интерполяции многочленами степени n по равномерным
узлам {ai1i2...id+1

} d -симплекса ∆, задаваемым формулой (1). Пусть
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алгебраический многочлен P d
n [f ] удовлетворяет следующим условиям

интерполяции:

P d
n (ai1i2...id+1

) = f(ai1i2...id+1
), ik ∈ {0, . . . , n}, i1 + i2 + . . .+ id+1 = n.

Известно, что такой многочлен существует и единственный (например,
это следует из работы Р.А. Николайдиса [9], в которой построены соот-
ветствующие фундаментальные многочлены). Обозначим через Ldn(u) =
Ldn(λ) ( u ∈ ∆ , λ — барицентрические координаты точки u ) функцию
Лебега данного лагранжева процесса интерполяции в равномерных узлах
симплекса, через Ldn — константу Лебега указанного интерполяционного
процесса, т. е.

Ldn(u) = Ldn(λ) = sup
f∈C(∆)
f 6=0

|P d
n [f ](λ)|
‖f‖∆

, Ldn = sup
f∈C(∆)
f 6=0

‖P d
n [f ]‖∆

‖f‖∆
.

В § 1.1 найден точный порядок по n при фиксированном d констан-
ты Лебега Ldn; в § 1.2 получена оценка снизу по n при фиксированном d

для верхнего предела последовательности функций Лебега Ldn(u) в лю-
бой точке u ∈ ∆. А именно, доказаны следующие теоремы (нумерация
теорем соответствует нумерации в диссертации).

Теорема 1.1.1. Для константы Лебега интерполяционного процесса
по равномерным узлам (1) на d− симплексе ∆ при фиксированном d ≥
2 справедлива двусторонняя оценка

C1
2n

n lnn
≤ Ldn ≤ C2(d)

2n

n lnn
.

где C1 — некоторая положительная константа, а величина C2(d) мо-
жет зависеть от d (но не зависит от n ).

Введем множество числовых последовательностей

A =
{
{αn}∞n=1 | αn > 0, αn →∞ и αn/n→ 0 при n→∞

}
.

Теорема 1.2.1. Пусть d ≥ 2, u ∈ ∆, {αn}∞n=1 ∈ A. Если суще-
ствует n0 ∈ N такое, что для всех n > n0 выполнено соотношение
λ0 = λ0(u)

def
= min

s=1,2,...,d+1
λs ≥ αn/n, то найдется последовательность

номеров nk → ∞ (при k → ∞ ), для которых выполняются неравен-
ства

Ldnk(u) = Ldnk(λ) ≥ cd(λ0)

√
αnk

n
1+d/2
k

[ϕ(λ0)]
nk ,
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где ϕ(λ0) = 2λλ0
0 (1− λ0)

1−λ0 , cd(λ0) = Cd| cos πλ0|/π , Cd — некоторая
положительная величина, которая может зависеть только от d .

Везде далее через H будем обозначать диаметр d -симплекса ∆ .
Будем писать, что функции нескольких переменных ψ1 и ψ2 на-

ходятся в отношении порядка ψ1 .
α1,...,αs

ψ2 (или ψ1 &
α1,...,αs

ψ2 ), где

α1, . . . , αs — некоторые числовые параметры, если найдется неотри-
цательное число C(α1, . . . , αs) , зависящее от α1, . . . , αs , такое, что
ψ1 ≤ C(α1, . . . , αs)ψ2 (или ψ1 ≥ C(α1, . . . , αs)ψ2 ) для всех значений
аргументов ψ1 и ψ2. Если ψ1 .

α1,...,αs

ψ2 .
α1,...,αs

ψ1 , то будем писать

ψ1 �
α1,...,αs

ψ2 . Аналогично будем использовать обозначения ψ1 . ψ2 ,

ψ1 & ψ2 , ψ1 � ψ2 , если найдется такая неотрицательная константа C ,
что соответственно выполняются соотношения ψ1 ≤ Cψ2 , ψ1 ≥ Cψ2 ,
ψ1 . ψ2 . ψ1 .

В главе 2 преимущественно рассматривается случай d = 2 (за ис-
ключением второго параграфа, где d = 2 и d = 3 ). Поэтому, говоря о
главе 2, мы будем считать, что d = 2, ∆ — произвольный треугольник
из триангуляции многоугольника Ω ⊂ R2 с вершинами a1, a2, a3, если
не сказано иное. Считаем, что f ∈ W n+1M(Ω), u = (x, y) — произволь-
ная точка треугольника ∆, который помещен в прямоугольную систему
координат Oxy таким образом, что его наибольшая сторона a1a2 па-
раллельна оси Ox. Для определенности пусть a1 = (b, 0), a2 = (−a, 0),
a3 = (0, h), где a, b, h > 0 и a ≤ b. Пусть α, β, γ — величины углов
при вершинах a1, a2, a3 соответственно, причем 0 < α ≤ β ≤ γ ; тогда
a ≤ b, и диаметр ∆ равен a+ b = H. Через nij (i, j = 1, 2, 3; i 6= j)
будем обозначать вектор единичной нормали к стороне aiaj, через
dij = |aiaj| = |ai − aj| — длину стороны aiaj треугольника ∆; че-
рез τij (i 6= j) — единичные векторы, направленные от ai к aj (это
обозначение используем в случаях d = 2 и d = 3 ).

Отметим, что два треугольника из триангуляции называются сосед-
ними, если они имеют общую сторону.

В § 2.1 предложен ряд новых способов интерполяции функции двух
переменных и доказаны соответствующие этим способам интерполяции
оценки сверху величин аппроксимации производных функции в равно-
мерной метрике.
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Для n = 3, f ∈ W 4M(Ω) и многочлена P3 = P 2
3 [f ], удовлетворяю-

щего интерполяционным условиям

P3(ai) = f(ai),
∂P3(ai)

∂x
=
∂f(ai)

∂x
,
∂P3(ai)

∂y
=
∂f(ai)

∂y
, i = 1, 2, 3; (2)

∂2P3(a2)

∂τ21∂τ23
=
∂2f(a2)

∂τ21∂τ23
, (3)

доказана следующая теорема.
Теорема 2.1.1. Для способа интерполяции, определяемого условия-

ми (2)–(3), справедливы оценки

E2
3,p .

MH4−p

sinp β
, p = 0, 3. (4)

Отметим, что оценки (4) и другие оценки подобного типа, которые по-
лучены в диссертации, являются точными по порядку величины H. Это
не является предметом исследования и следует из оценок в одномерном
случае, к которому можем прийти, рассмотрев оценки величин аппрок-
симации функции из W n+1M и ее производных на ребре симплекса,
длина которого совпадает с H . В диссертации изучается вопрос зависи-
мости оценок от углов треугольника в случае d = 2 или от аналогичных
характеристик симплекса при d ≥ 3 . Также заметим, что полученные
оценки (4) дают положительный ответ на вопрос о корректности предло-
женного способа интерполяции (т. е. о существовании и единственности
многочлена P3 ), поскольку вопрос существования интерполяционного
многочлена решается положительно в силу существования решения со-
ответствующей системы уравнений (в теореме 2.1.1 по сути доказывается
существование этого решения и проводится его оценка), и из (4) следует,
что если f(x, y) ≡ 0, т. е. M = 0 , то интерполяционный многочлен,
удовлетворяющий рассматриваемым интерполяционным условиям, яв-
ляется единственным, а именно, P3(x, y) ≡ 0. Для других способов ин-
терполяции вопросы существования интерполяционного многочлена ре-
шаются аналогичным образом, и поэтому в дальнейшем обсуждаться не
будут.

Замена условия (3) на условие

∂3P3

∂y3
=
∂3f(a2)

∂y3
, (5)
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позволяет несколько уменьшить правую часть (4). А именно, имеет место
следующая теорема.

Теорема 2.1.2. Пусть многочлен P3(x, y) удовлетворяет услови-
ям (2),(5). Тогда имеют место оценки

E2
3,p .MH4−p (sin β)−min{2,p} , p = 0, 3.

Задача интерполяции функции многочленами 3 -й степени при усло-
виях (2), (5) уже рассматривалась Н.В. Латыповой, однако в знаменате-
лях дробей, участвующих там в оценках сверху для производных второго
и третьего порядков, присутствовал синус наименьшего угла треуголь-
ника. Отметим, что в Ю.Н. Субботиным и независимо А. Женишеком
доказаны (разными способами) теоремы, аналогичные теореме 2.1.1, для
случаев, когда вместо (3) используются другие условия (в работе А. Же-
нишека получены оценки погрешности аппроксимации только для пер-
вых производных функции).

Метод, использованный при доказательстве теоремы 2.1.2, применя-
ется при доказательстве следующей теоремы. Дадим некоторые опреде-
ления. Пусть Q — множество равномерных узлов на треугольнике ∆ ,
т. е.

Q = {uijk}(i,j,k)∈I = {uijk| uijk = (i/n)a1 + (j/n)a2 + (k/n)a3, (i, j, k) ∈ I} ,

где
I = {(i, j, k)| i, j, k ∈ Z+; i+ j + k = n} .

Рассмотрим множество троек чисел

I0 = {(i, j, k) ∈ I| i · j · k = 0}

и соответствующее подмножество Q0 множества Q (точки из Q, при-
надлежащие сторонам треугольника):

Q0 = {uijk| uijk = (i/n)a1 + (j/n)a2 + (k/n)a3, (i, j, k) ∈ I0} .

Пусть многочлен Pn = P 2
n [f ] степени не выше n по совокупности пере-

менных определяется следующими условиями:

Pn(u) = f(u) (6)

для всех u ∈ Q0 и
∂i+jPn(a2)

∂τ i12∂n
j
12

=
∂i+jf(a2)

∂τ i12∂n
j
12

, (7)
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для всех j = 3, n, i = 0, n− j.
Теорема 2.1.6. Пусть многочлен Pn определяется условиями (6)–

(7). Тогда для любого числа β0 < π/2 и любого треугольника ∆, удо-
влетворяющего условию β ≤ β0, справедливы оценки

E2
n,s ≤

{
C(n, β0)MHn+1−s sin−s γ, s = 0, 1, 2,
C(n, β0)MHn+1−s sin−2 γ, s = 3, . . . , n.

(8)

где C(n, β0) — неотрицательная величина, зависящая только от n
и β0.

Вместо условий (7) при определении многочлена Pn можно исполь-
зовать аналогичные условия в вершине при наибольшем угле треуголь-
ника, т. е. пусть

∂i+jPn(a3)

∂τ i31∂n
j
31

=
∂i+jf(a3)

∂τ i31∂n
j
31

,

для всех j = 3, n, i = 0, n− j. В этом случае для любого числа
γ0 ∈ (0, π) такого, что γ0 6= π/2, и любого треугольника ∆, удовлетво-
ряющего условию |cos γ| > |cos γ0| , имеют место оценки, аналогичные
оценкам (8) (с величинами C(n, γ0) вместо C(n, β0) ).

Во втором параграфе второй главы рассмотрен также случай d = 3 ,
n = 3 . В этой ситуации мы считаем, что ∆ — тетраэдр из триангуляции
многогранника Ω ∈ R3 с вершинами a1, a2, a3, a4; f ∈ W 4(Ω) ; Ti —
грань ∆ напротив вершины ai; αi, βi, γi — соответственно наимень-
ший, средний и наибольший углы в Ti. Через ϑij обозначим угол между
τij и Ti; через ϑi и ϑ — такие углы, что

sinϑi = max
1≤j≤4
j 6=i

sinϑij, sinϑ = min
1≤i≤4

sinϑi. (9)

Пусть P3 = P 3
3 [f ] — многочлен, интерполирующий функцию f и ее

производные на ∆ . Такой многочлен задается с помощью 20 интерпо-
ляционных условий, из которых 16 традиционно имеют вид

P3(ai) = f(ai), i = 1, 2, 3, 4;

∂P3(ai)

∂τij
=
∂f(ai)

∂τij
i = 1, 2, 3, 4; j ∈ {1, 2, 3, 4} \ {i}.

Оставшиеся условия могут варьироваться, при этом желательно выби-
рать их таким образом, чтобы в итоге можно было обеспечить непрерыв-
ность кусочно полиномиальной функции на исходной триангулирован-
ной области. В диссертации предложены новые способы выбора условий
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такого рода, основанные на теореме 2.1.1. Эти способы зависят от вида
тетраэдра и однозначно определяют P3 . В результате получены следу-
ющие оценки сверху:

E3
3,r .

MH4−r

sinr ϑ
, r = 0, 3. (10)

Оценки (10) дают ту же точность, что и оценки, найденные А. Жени-
шеком и Я. Ходеровой-Зламаловой для кратной интерполяции при n = 3
(с выбором интерполяционных условий другого типа), но используют
более простую характеристику тетраэдра. При этом рассматриваемое в
диссертации соответствующее пространство конечных элементов имеет
ме́ньшую размерность по сравнению с пространствами, строящимися при
интерполяции Лагранжа. Отметим, что при использовании условий ин-
терполяции, предлагаемых в диссертации, для обеспечения непрерывно-
сти результирующего сплайна на Ω требуются, вообще говоря, некото-
рые дополнительные ограничения на триангуляцию (отсутствие в триан-
гуляции тетраэдров определенного вида), однако эти ограничения явля-
ются наиболее слабыми из применяющихся при кратной интерполяции
и известных автору.

Анализируя известные результаты (из рассмотренной выше литера-
туры и представленные в § 2.1 диссертации) при d = 2, касающиеся
оценок сверху величин погрешности аппроксимации производных функ-
ции второго и более высоких порядков соответствующими производными
интерполяционных многочленов, можно заметить, что если брать сово-
купность всех возможных направлений, по которым берутся производ-
ные, то синус наименьшего угла треугольника в знаменателях оценок от-
сутствует только в случаях, когда обеспечивается лишь непрерывность
кусочно-полиномиальной функции (m = 0) . В соответствии с этим на-
блюдением в § 2.2 диссертации доказано, что для широкого множества
способов выбора условий интерполяции, в том числе традиционных, при
m ≥ 1 влияние наименьшего угла треугольника на величину погреш-
ности аппроксимации производных функции производными интерполя-
ционного многочлена является существенным для производных порядка
2 и выше. В случае m = 0 существенным является влияние среднего
(наибольшего) угла. Перейдем к более точным формулировкам.

Пусть на треугольнике ∆ по функции f двух переменных строит-
ся интерполяционный многочлен Pn(u) = P 2

n [f ](u) таким образом, что
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сужения Pn(u) и ∂kPn(u)/∂nkij ( k = 1, . . . ,m; n ≥ 4m + 1 ) на лю-
бую сторону aiaj треугольника однозначно определяются интерполяци-
онными условиями, задаваемыми в точках стороны aiaj (или в точках
прямой, проходящей через ai и aj ). Если при этом P ∗n(u) — интер-
поляционный многочлен на соседнем с ∆ треугольнике ∆∗, aiaj —
общая сторона ∆ и ∆∗, условия для нахождения P ∗n(u), задаваемые
на aiaj, совпадают с условиями для Pn(u), и это имеет место для всех
соседних треугольников, то обеспечена гладкость порядка m кусочно-
полиномиальной функции на Ω. Пусть, кроме того, условия для опре-
деления Pn(u) задаются таким образом, что для любой стороны aiaj
треугольника ∆ имеют место равенства

∂k (f(u)− Pn(u))

∂nkij

∣∣∣∣∣
u∈[ai,aj ]

=
1

(n+ 1− k)!

∂n+1f(ϑkij)

∂nkij∂τ
n+1−k
ij

dn+1−k
ij ωij,n+1−k (t) ,

(11)
k = 0, . . . ,m, i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j,

где ϑkij ∈ aiaj; ωij,n+1−k — многочлен одной переменной степени n+1−k
со старшим коэффициентом, равным единице; t = |u− ai| /dij ∈ [0, 1],
через |u− ai| обозначено расстояние между u и ai.

Введем определитель

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d1 d2 . . . dm(
n−2
m−1

) (
n−2
m

)
. . .

(
n−2

2m−2

)(
n−3
m−2

) (
n−3
m−1

)
. . .

(
n−3

2m−3

)
... ... ... ...(

n−m
1

) (
n−m

2

)
. . .

(
n−m
m+1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где

ds =
(

n−1
m−1+s

) (
nω

(n−1)
21,n (1) + n

a

b
ω

(n−1)
21,n (1)− ω(n)

31,n+1(1)
)

+

+
(

n
m+s

) (
ω

(n−1)
31,n (1)− ω(n−1)

21,n (1)
)
,

s = 1, . . . ,m;

положим
g = bω

(n)
31,n+1(1)− (a+ b)ω

(n)
21,n+1(1).
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Теорема 2.2.1. Пусть условия интерполяции функции f ∈
W n+1M(∆) на треугольнике ∆ многочленом Pn(u) , u ∈ ∆ , тако-
вы, что выполнены условия (11) и имеют место неравенства∣∣∣ω(n−j)

kl,n+1−j(1)
∣∣∣ .
n,m

1, j = 0, . . . ,m, k, l ∈ {1, 2, 3};

|g| &
n,m

a;

|D| &
n,m

1.

Тогда найдутся число α0 > 0 и натуральное число s0 ≥ 2m+ 1 такие
что для любого α < α0 имеют место оценки

E2
n,s &

n,m

MHn+1−s

sin β(sinα)s−1
, s = 1, . . . , s0;

E2
n,s &

n,m

MHn+1−s

sin β(sinα)s0−1
, s = s0 + 1, . . . , n.

Если, кроме того, m ≥ 1 и

lim
α→0

tgα

tg β
= 0,

то найдутся α̃0 > 0 и натуральные числа {ri}m+1
i=0 , 2m+1 = r0 < r1 <

· · · < rm+1 ≤ n такие что для любого α < α̃0 имеют место оценки

E2
n,r &

n,m

MHn+1−r

sin β(sinα)2m(tg β)r−2m−1
, r = r1, . . . , rm+1;

E2
n,r &

n,m

MHn+1−r

sin β(sinα)2m(tg β)rm+1−2m−1
, r = rm+1 + 1, . . . , n;

E2
n,r &

n,m
max

{
MHn+1−r

sin β(sinα)pr(tg β)qr
,

MHn+1−r

sin β(sinα)2m(tg β)ri−1−2m−1

}
,

r = ri−1 + 1, . . . , ri − 1, i = 1, . . . ,m+ 1,

где pr = max{0, 2m− ri + r}, qr = min{ri − 2m, r} − 1.
Отметим, что условия теоремы 2.2.1 являются естественными для

традиционных способов интерполяции функции на треугольнике с це-
лью построения пространства конечных элементов (в диссертации это
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обсуждается в замечаниях к теореме, которые мы здесь не приводим).
В частности, теорема применима ко всем интерполяционным многочле-
нам, рассмотренным в § 2.1.

Ранее в [3] автором найдены условия интерполяции функции f ∈
WM 4m+2 многочленом P4m+1 = P 2

4m+1[f ], которые обеспечивают глад-
кость порядка m результирующей кусочно-полиномиальной функции
на Ω и оценки

E2
4m+1,s .

m

MH4m+2−s

(sin β)max{1,s−2m} (sinα)min{s−1,2m} , (12)

где s = 1, . . . , 4m+1 (для s = 0 в правой части (12) остается MH4m+2 ).
Следствием теоремы 2.2.1, сформулированным в замечании 2.2.1 явля-
ется то, что оценки (12) и соответствующий им выбор условий интерпо-
ляции являются экстремальными (наилучшими из возможных) с точки
зрения аппроксимации величин E2

4m+1,s для s = 1, . . . , 2m + 1 , если
речь идет о получении локального сплайна с гладкостью порядка m.

В оставшейся части главы 2 для d = 2 исследуются оценки величин
погрешности аппроксимации производных функции с помощью состав-
ных конечных элементов (когда каждый треугольник из триангуляции
в свою очередь разбивается на несколько треугольников).

Пусть S3, S∆ — кусочно полиномиальные функции, интерполирую-
щие функцию f на ∆ и являющиеся соответственно многочленами
степени n = 3 или n ∈ N на каждом из треугольников, на которые
триангулирован треугольник ∆ ;

En,s = En,s(∆) = En,s(∆, S) = sup
f∈Wn+1M(∆),

ξi∈Rd, ‖ξi‖=1, i=1,...,s

ess sup
u∈∆

|Ds
ξ1...ξs

(f(u)− S(u))|

— величина погрешности аппроксимации производных порядка s
функции f соответствующими производными кусочно-полиномиальной
функции S, где S = S3, n = 3 или S = S∆, n ∈ N (величина En,s,
как и Ed

n,s, зависит от способа выбора интерполяционных условий, ис-
пользуемых при задании кусочно полиномиальной функции S ).

В § 2.3 получены оценки сверху для элементов типа Сие-Клафа-
Точера. Рассматривается ситуация, когда ∆ является частным случаем
треугольника Сие–Клафа–Точера, т. е. порождает составной конечный

22



элемент, который строится следующим образом. Треугольник ∆ разби-
вается на три треугольника Ti с вершинами a0, ai+1, ai+2, 1 ≤ i ≤ 3
(считаем, что a4 = a1 , a5 = a2 ), где точка a0 является точкой пересече-
ния биссектрис внутренних углов треугольника ∆ (мы рассматриваем
именно такую точку a0, тогда как в общем случае при построении тре-
угольника Сие–Клафа–Точера точка a0 может быть любой точкой внут-
ри ∆; в случае, когда речь идет о конкретном выборе точки a0 , обычно
берется центр тяжести треугольника, как в [8]). Пусть b1, b2, b3 —
середины сторон a2a3, a1a3, a1a2 соответственно; В качестве аппрок-
симанта функции f ∈ W 4M на ∆ используется гладкая (т. e. из класса
C1(∆) ) кусочно полиномиальная функция S3, которая на каждом Ti,
1 ≤ i ≤ 3, является многочленом P3,i третьей степени (по совокупности
переменных), для задания которого требуется 10 параметров. Таким
образом, для определения S3 требуется 30 условий. Требование того,
что S3 ∈ C1(∆), дает 18 условий: например, это могут быть условия
непрерывности функции S3 и ее производных первого порядка по двум
несовпадающим направлениям в точке a0 (всего 6 условий) и в точках
a1, a2, a3 (9 условий), а также условие непрерывности нормальных про-
изводных при переходе через середины отрезков a0ai (3 условия). Кроме
того, потребуем, чтобы функция S3 интерполировала значения функции
f и ее производных первого порядка по двум различным направлени-
ям в точках a1, a2, a3 (9 условий) и производные первого порядка
по направлениям n23, n13, n12 в точках b1, b2, b3 соответственно (3
условия). Доказательство существования такого конечного элемента (а
также описание воспроизведенного здесь способа его построения) можно
найти в [1]. Отметим, что если все элементы на рассматриваемой три-
ангуляции являются треугольниками Сие–Клафа–Точера, то результи-
рующая кусочно-полиномиальная функция на Ω является гладкой, т. е.
принадлежит классу C1(Ω).

Теорема 2.3.1. Имеют место следующие оценки:

E3,s(∆, S3) .


MH4, если s = 0,
MH3 sin−1 β, если s = 1,

MH4−s sin−(s−1) β sin−1 α, если s = 2, 3.

(13)

Отметим, что существовавшие ранее оценки сверху аппроксимации
производных для макроэлементов были больше и требовали наложения
на триангуляцию условия наименьшего угла (первые оценки были полу-
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чены Ф. Сьярле и описаны в [1]; также ряд результатов может быть най-
ден в [8]). Возможность получения оценок (13) обусловлена в том числе
выбором в качестве точки a0 точки пересечения биссектрис треугольни-
ка (ранее наиболее частым выбором являлся центр масс треугольника).

В § 2.4 доказаны оценки снизу величин погрешности аппроксимации
производных функций для широкого класса составных конечных элемен-
тов. Результаты этого параграфа носят тот же характер, что и утвержде-
ние теоремы 2.2.1 из § 2.2. Для точной формулировки результатов дадим
необходимые определения.

Пусть T — множество треугольников, из которых состоит триангуля-
ция исходной области Ω ⊂ R2 ; ∆ ∈ T . Пусть треугольник ∆ с верши-
нами a1, a2, a3 является составным конечным элементом, т. е. в свою оче-
редь триангулирован на k треугольников T1, T2, . . . , Tk; пусть k ≤ k0 ,
где k0 — некоторое заданное натуральное число. Рассматриваются толь-
ко такие триангуляции треугольника ∆ , что для каждой стороны aiaj
( i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j ) найдется треугольник Ts ( 1 ≤ s ≤ k ), у кото-
рого одна из сторон совпадает с aiaj . На каждом из треугольников Ti
задается многочлен Pn,i = Pi степени не выше n по совокупности пере-
менных. Таким образом, на ∆ задана кусочно полиномиальная функция
S∆. На S∆ накладываются следующие ограничения.

C1. Кусочно-полиномиальная функция S∆ интерполирует значения
функции f и, возможно, ее производные по избранным направлениям в
некоторых точках треугольника ∆ , в том числе в вершинах и некоторых
точках сторон, и полностью определяется интерполяционными условия-
ми и условием принадлежности классу Cm(∆) (m ≥ 1 ), т. е. задается
локально на ∆.

C2. Если S̃ =
∑

∆∈T
S̃∆, где

S̃∆(u) =

{
S∆(u), если u ∈ ∆,
0, если u ∈ Ω \∆,

то S̃ ∈ Cm(Ω).

Пусть сужения сплайна S∆(u) и его производной ∂S∆(u)/∂nij на
любую сторону aiaj треугольника однозначно определяются интерпо-
ляционными условиями, задаваемыми в точках стороны aiaj (в силу
условий C1 и C2 тем же условиям должен удовлетворять сплайн S∆∗(u)
на соседнем с ∆ треугольнике ∆∗ ). Пусть, кроме того, интерполяцион-
ные условия в точках сторон треугольника ∆ задаются таким образом,
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что для любой стороны aiaj треугольника ∆ имеют место равенства

∂s (f(u)− S∆(u))

∂nsij

∣∣∣∣∣
u∈[ai,aj ]

=
1

(n+ 1− s)!
∂n+1f(ϑsij)

∂nsij∂τ
n+1−s
ij

dn+1−s
ij ωij, n+1−s (t) ,

(14)
s = 0, . . . ,m, i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j,

где ϑsij ∈ [ai, aj] ; ωij, n+1−s(t) — многочлен степени n + 1 − s со стар-
шим коэффициентом, равным единице; t = |u− ai| /dij ∈ [0, 1]. Далее
без ограничений общности считаем, что m = 1 (поскольку для дока-
зательства результата достаточно принадлежности функции S̃ классу
C1(Ω) ).

В связи с требованием выполнения условия C2 обычно на всех сторо-
нах треугольника ∆ задаются однотипные условия интерполяции, т. е.
ωij,n+1−s(x) не зависит от i, j , что означает

ωij,n+1−s(x) = ωpq,n+1−s(x)

для любых i, j, p, q и s = 0, 1 (или s = 0, . . . , r, если r > 1 ). Это
означает, что

ωij,n+1−s(x) = (−1)n+1−sωij,n+1−s(1− x) (15)

и
ω

(n−s)
ij,n+1−s(x)

(n+ 1− s)!
= x− 1

2
(16)

для любых s = 0, 1 и i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j.

В § 2.4 доказана следующая теорема.
Теорема 2.4.1. Пусть ∆ — составной конечный элемент, триан-

гулированный на k треугольников T1, T2, . . . , Tk, k ≤ k0 . Если условия
интерполяции функции f ∈ W n+1(∆) кусочно-полиномиальной функ-
цией S∆ таковы, что выполняются свойства C1, C2 и выполнены
соотношения (14) и (16), то для любого s = 2, . . . , n найдется α0 > 0
такое, что для любого α < α0 имеют место оценки

En,s = En,s(∆, S∆) ≥ K(n, k0)
MHn+1−s

sinα
,

где K(n, k0) — некоторая положительная величина, которая может
зависеть только от n и k0 .
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Отметим, что условие (16) в формулировке теоремы 2.4.1 можно за-
менить на более наглядное условие (15).

Как и в случае теоремы 2.2.1, утверждение теоремы 2.4.1 означает,
что оценки (13) и соответствующий им выбор условий интерполяции яв-
ляются оптимальными (наилучшими из возможных), если речь идет о
получении гладкого локального сплайна на триангулированной области
Ω при n = 3.

В главе 3 рассматривается задача лагранжевой интерполяции функ-
ции f ∈ W n+1M(∆) алгебраическим многочленом P d

n = P d
n [f ] в узлах

равномерной сетки (1) d -симплекса ∆ c вершинами a1, . . . , ad+1 и ис-
следуется соответствующая величина Ed

n,s .
Для произвольных d ≥ 2 и n ∈ N П. Жамэ [7] был получен сле-

дующий результат. Пусть Ud = {es}ds=1 – множество единичных линей-
но независимых векторов; ξ – произвольный единичный вектор из Rd;
UN = {es}Ns=1 — множество всех единичных векторов, параллельных
ребрам d -симплекса ∆. Пусть θs — угол между ξ и прямой с направ-
ляющим вектором es (т. е. 0 ≤ θs ≤ π/2 ). Положим

θ = θ(∆) = min
Ud⊂UN

max
ξ∈Rd

min
es∈Ud
{θs}. (17)

Тогда имеют место точные по порядку H оценки

Ed
n,s .

n,d

M
Hn+1−s

(cos θ)s
, s = 0, . . . , n. (18)

Таким образом, если существует число θ∗ такое, что

θ ≤ θ∗ < π/2, (19)

то
Ed
n,s = Es(∆, P

d
n ) .

n,d

MHn+1−s (20)

для любых s = 0, . . . , n.
Мы предполагаем, что вершины симплекса ∆ занумерованы про-

извольным образом. Возьмем al+1 ( 2 ≤ l ≤ d ) и рассмотрим уг-
лы βl+1,s = βl+1,s(∆) между прямыми, параллельными ребрам al+1as
( s = 1, . . . , l ) и (l− 1) -мерной плоскостью, натянутой на точки a1, a2,
. . . , al . Обозначим через βl+1 ∈

(
0, π2
]
такой угол, что

sin βl+1 = sin βl+1(∆) = max
s=1,...,l

sin βl+1,s,
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через Θ ∈
(
0, π2
]
— угол, удовлетворяющий условию

sin Θ = sin Θ(∆) = min
l=2,...,d

sin βl+1.

В § 3.1 введенная в диссертации характеристика Θ сравнивается с ве-
личиной θ .

Теорема 3.1.1. Для любого d -симплекса ∆ справедливо отношение
cos θ .

d

sin Θ .
d

d
√

cos θ.

Таким образом, вместо выполнения условия (19) для получения оце-
нок (20) можно требовать существования числа Θ∗ > 0 такого, что

Θ ≥ Θ∗. (21)
При контроле триангуляции замена условия (19) на (21) позволяет

перейти от вычисления максимума в (17) по всем ξ ∈ Rd к выбору экс-
тремума из конечного числа вариантов. Аналогичный результат получен
в замечании 3.1.1 для ϑ из (9).

Замечание 3.1.1. При d = 3 для величины ϑ , определенной в (9),
также справедливо соотношение

cos θ . sinϑ .
3
√

cos θ.

В § 3.2 изучаются вопросы, связанные со случаями неулучшаемости
оценок сверху величин аппроксимации производных функций производ-
ными интерполяционных многочленов P d

n , полученными в [7]. Приво-
дятся оценки снизу величины погрешности аппроксимации производных
функции на классе W n+1M(∆). В частности, показано, что во многих
случаях условие (19), позволяющее использовать оценки (20), является
неулучшаемым на W n+1M(∆) в следующем смысле: если θ является
достаточно малым, то, вообще говоря, величина погрешности аппрокси-
мации производных может оказаться большой. Для точной формулиров-
ки результатов дадим ряд определений.

Рассматривается последовательность d -симплексов {∆i}∞i=1 с вер-
шинами a

(i)
1 , . . . , a

(i)
d+1, у которой cos θi → 0 (или, что то же самое,

sin Θi → 0 ) при i → ∞, где θi = θ (∆i) , Θi = Θ (∆i) . Считаем,
что a

(i)
1 и a

(i)
2 выбраны таким образом, что

∣∣∣a(i)
1 a

(i)
2

∣∣∣ �
d
Hi = H(∆i), где

Hi = H(∆i) —диаметр симплекса ∆i. Нумерацию остальных вершин
считаем произвольной.

Для каждого симплекса ∆(i) построим последовательность ориен-
тированных деревьев {T (i)

k }
d+1
k=1 = {Tk(∆i)}d+1

k=1 с корнем a
(i)
1 следую-

щим образом. Будем считать, что T
(i)
1 — дерево из одной вершины a

(i)
1 ;
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T
(i)
2 — дерево с вершинами a

(i)
1 , a(i)

2 и дугой e
(i)
12 (через e

(i)
pq обозна-

чаем дугу или, другими словами, ориентированное ребро с началом в
точке a

(i)
p и концом в точке a

(i)
q ). Для l = 2, . . . , d действуем следую-

щим образом. Пусть построено дерево T
(i)
l с вершинами a

(i)
1 , a

(i)
2 , . . . ,

a
(i)
l ( l ≤ d ). Возьмем вершину a

(i)
l+1 и рассмотрим определенные выше

величины sin βl+1(∆i) и sin βl+1,s(∆i) . Положим

p = min {s : sin βl+1(∆i) = sin βl+1,s(∆i), s = 1, . . . , l} . (22)

Тогда дерево T
(i)
l+1 получаем, добавляя к T

(i)
l вершину a

(i)
l+1 и дугу

e
(i)
p,l+1 . Договоримся использовать запись a

(i)
p = F (a

(i)
l+1) , означающую,

что a
(i)
p является отцом a

(i)
l+1 .

Введем в рассмотрение деревья T (i)
s,1 и T (i)

s,2 , полученные из T
(i)
s уда-

лением ребра, соединяющего вершины a
(i)
1 и a

(i)
2 , c корнями a

(i)
1 и a

(i)
2

соответственно ( s = 2, . . . , d+ 1 ).
Последовательность {∆i}∞i=1 состоит из конечного числа подпоследо-

вательностей {∆is}∞s=1 , каждая из которых такова, что для некоторого
k ∈ {2, . . . , d} имеют место соотношения

sin βl(∆is) &
d

1 при 3 ≤ l ≤ k, (23)

sin βk+1(∆is)→ 0 при s→∞. (24)

Если V — геометрически независимая система (r + 1) точек в Rd

( r ≤ d ), T — ориентированное дерево со множеством вершин V, то
через P(T ) будем обозначать плоскость размерности r , натянутую на
эти точки. Пусть ρ

(
a

(is)
k+1, F (a

(is)
k+1)

)
означает расстояние между верши-

ной a
(is)
k+1 и ее отцом F (a

(is)
k+1) ; α(v1, v2) — угол между v1 и v2 , где

vi ( i = 1, 2 ) может быть вектором, прямой или плоскостью некоторой
размерности ( v1 или v2 также могут быть точками, в этом случае по
определению полагаем α(v1, v2) = π/2 ).

Ниже в теореме 3.2.1 и следствиях показано, что на множестве функ-
ций W n+1M для широкого класса симплексов при cos θ → 0 оцен-
ки (18) являются качественно неулучшаемыми (имеет место точность по
порядку величины H, при этом знаменатель не может быть отделен от
нуля).
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Теорема 3.2.1. Пусть в последовательности {∆i}∞i=1 имеется под-
последовательность {∆is}∞s=1 такая, что для некоторого k выполня-
ются соотношения (23)–(24); lis — прямая, проходящая через верши-
ны a

(is)
k+1 и F (a

(is)
k+1) ; пусть число j ∈ {1, 2} таково, что a

(is)
k+1 ∈ T

(is)
k+1,j .

Если
ρ
(
a

(is)
k+1, F (a

(is)
k+1)

)
His

→ 0 при s→∞ (25)

и
sin βk+1(∆is)

sinα
(
lis,P(T (is)

k,j )
) → 0 при s→∞, (26)

то найдется последовательность положительных вещественных чи-
сел {wis}∞s=1 такая, что wis → 0 при s → ∞ , и для каждого
ν = 1, . . . , n и каждого is имеют место оценки

Ed
n,ν(∆is) &

d,n

M
Hn+1−ν
is

wis
. (27)

Далее для упрощения обозначений будем считать, что подпоследова-
тельность {∆is}∞s=1 с нужными свойствами совпадает с исходной после-
довательностью {∆i}∞i=1 , т. е. is = s для всех s ∈ N . Кроме того,
договоримся не писать индексы i и считать, что ∆ = ∆i . При этом,
если рассматривается некоторая характеристика φi = φ(∆i) симплекса
∆i , то индекс i писать не будем, и под записью χ → A при cos θ → 0
или φ → A при cos θ → 0 (где A ∈ R или A = ∞ ) будем понимать,
что некоторая последовательность величин {χ(i)}∞i=1 = {χ(∆i)}∞i=1 или
{φi}∞i=1 = {φ(∆i)}∞i=1 обладает свойством χ(i) → A или φi → A при
i → ∞ , если последовательность {∆i}∞i=1 такова, что cos θi → 0 при
i→∞ . Если χ/φ→ 0 при cos θ → 0 , то будем писать χ� φ . Таким
образом, через ∆ обозначаем d -симплекс с вершинами a1, . . . , ad+1 , за-
нумерованными таким образом, что |a1a2| �

d
H, и cos θ → 0 . Соотноше-

ния (23)–(24) для некоторого k ∈ {2, . . . , d} переписываются следующим
образом:

sin βl(∆) &
d

1 при 3 ≤ l ≤ k, (28)

sin βk+1(∆)→ 0 при cos θ → 0. (29)
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В соответствии с алгоритмами, описанными выше, строим деревья
T1, . . . , Td+1 , и Ts,1 , Ts,2 для s = 2, . . . , d + 1 . Без ограничений общ-
ности везде ниже считаем, что F (ak+1) ∈ Tk,2 .

Следствие 3.2.1. Пусть вершины d -cимплекса ∆ занумерованы
таким образом, что если |as1

aj| �
d
H для любого j = 1, . . . , s1 − 1 и

|as2
aj| � H для некоторого j ∈ {1, . . . , s2 − 1} , то s1 < s2 ; k — та-

кое, что выполнены (28) и (29). Пусть выполнено одно из следующих
условий:
1) ρ(ak+1, F (ak+1)) �

d
H ;

2) ρ(ak+1, F (ak+1))� H и
sin βk+1(∆)

sinα (l,P(Tk,2))
→ 0 при cos θ → 0, где

l — прямая, проходящая через ak+1 и F (ak+1) .
Тогда найдется положительная функция w(cos θ) такая, что
w(cos θ)→ 0 при cos θ → 0 , и

Ed
n,ν(∆) &

d,n

M
Hn+1−ν

w(cos θ)
, ν = 1, . . . , n. (30)

Сформулированное следствие означает, что если выбрана соответ-
ствующая нумерация вершин симплекса и характеристика П.Жамэ стре-
мится к нулю, то для того, чтобы в теореме 3.2.1 была справедлива оцен-
ка (27), проверка условия (26) нужна лишь тогда, когда имеет место соот-
ношение (25). В противном случае неравенство (27) выполняется всегда.

Для симплекса ∆̆ через diam(∆̆) обозначим диаметр этого симплек-
са.

Следствие 3.2.2. Если для любого m -симплекса ∆̆ (m < d ) с
вершинами b1, . . . , bm+1 ∈ {a1, . . . , ad+1} , удовлетворяющего условию
diam(∆̆)/H → 0 при cos θ → 0 , выполнено условие

sin Θ(∆̆) &
d

1

то найдется положительная функция w(cos θ) такая, что
w(cos θ) → 0 при cos θ → 0 , и для всех ν = 1, . . . , n справедли-
вы оценки (30).

Следствие означает, что если для любого m -симплекса ∆̆ (m < d ),
являющегося гранью соответствующей размерности симплекса ∆ и име-
ющего диаметр diam(∆̆)� H, величина sin Θ(∆̆) отделена от нуля, то
имеет место оценка (30).
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Следствие 3.2.3. Если d = 3 , и тетраэдр ∆ содержит не менее
4 ребер, длины которых rj , 1 ≤ j ≤ k ( k ≥ 4 ), удовлетворяют соот-
ношениям rj � H, то существует положительная функция w(cos θ)
такая, что w(cos θ)→ 0 при cos θ → 0 и

E3
n,ν &

n
M

Hn+1−ν

w(cos θ)
, ν = 1, . . . , n.

В § 3.3 для случая d = 3 , n = 1 получены оценки сверху вели-
чин погрешности аппроксимации производных интерполируемой функ-
ции, демонстрирующие, что иногда (для некоторого класса тетраэдров)
оценки П. Жамэ (18) могут быть несколько улучшены. Возможно, близ-
кие оценки могут быть получены также в результате некоторой дора-
ботки результатов Т. Апеля из [2] (в диссертации используется другой
метод доказательства соответствующей теоремы). Таким образом, § 3.3
имеет скорее иллюстративный характер.

Рассмотрим тетраэдр ∆ , имеющий ровно три ребра, длины которых
существенно меньше диаметра тетраэдра (в противном случае имеются
оценки снизу из следствия 3.2.3 теоремы 3.2.1, показывающие, что в опре-
деленном смысле оценки П.Жамэ являются неулучшаемыми). Обозна-
чим через Tj , j = 1, 2, 3, 4 , треугольники, являющиеся гранями тетра-
эдра напротив вершин aj; через γj и βj — соответственно наибольшие
и средние углы треугольников Tj; через rj — диаметры треугольников
Tj ( j = 1, 2, 3, 4 ). Отметим, что sin βj � sin γj . Без ограничений общно-
сти можем считать, что r2 � r3 � r4 � H и sin γ4 & max{sin γ2, sin γ3}
Также в соответствии с нашим интересом считаем, что r1/H → 0 при
sinϑ→ 0 . Пусть ϕ14 — величина двугранного угла между плоскостями
граней T1 и T4 .

Теорема 3.3.1. Справедлива следующая оценка сверху:

E2
1,1 = E2

1,1(∆) .
M

sinϕ14

(
r1

sin γ1
+

H

sin γ4

)
. (31)

Замечание 3.3.5. Если sin β4 & 1 и sinϕ14 & 1 , то имеет место
оценка

E2
1,1(∆) .M

(
r1

sin γ1
+H

)
= MH

(
r1

H

1

sin γ1
+ 1

)
.
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Таким образом, если sin γ1 → 0 , то для величины ϑ из (9), име-
ет место свойство sinϑ → 0 и соответственно в силу замечания 3.1.1
выполняется cos θ → 0 , т. е. величина в знаменателе правой части оцен-
ки (18) стремится к нулю. Однако, если при этом r1/H � sin γ1 , то

E2
1,1(∆) .MH,

т. е. оценка (31) является более точной, чем (18).

Основные результаты

Найден точный порядок роста констант Лебега Ldn по n при фикси-
рованном d . Получена поточечная оценка снизу для верхнего предела
последовательности функций Лебега.

Предложены способы интерполяции функции f ∈ W n+1M(∆) при
d = 2, 3 , позволяющие получать непрерывные или гладкие сплайны на
Ω . Получены оценки аппроксимации величин Ed

n,s и Edn,s , являющиеся
более точными, чем оценки в случаях известных ранее способов интер-
поляции.

Показано, что требование гладкости результирующего сплайна на Ω
не позволяет полностью исключить ”условие наименьшего угла” тре-
угольников из требований к триангуляции. Рассмотрены простые и со-
ставные конечные элементы.

Введена новая характеристика d -симплекса, простая для вычисления
и использования на практике. С помощью этой характеристики доказа-
но, что в случае интерполяции Лагранжа по равномерным узлам d -
симплекса оценки П.Жамэ являются близкими к оптимальным и долж-
ны приниматься во внимание при исследовании и использовании вели-
чины Ed

n,s .
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