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Аннотация

Это исследование посвящено построению модулярных форм от двух переменных,
являющихся гладкими представителями классов когомологий модулярных поверх-
ностей. А именно, в работе рассматривается случай, когда в качестве многообразия
выступает дополнение к кривой Гекке (графику N -соответствия Гекке) на произве-
дении двух стандартных модулярных кривых Y0(1)2. Явные выражения для гладких
представителей классов когомологий являются весьма эффективными при решении
различных задач. Так, например, гладкий представитель класса соответствия поз-
воляет описать действие этого соответствия на когомологиях в терминах интеграль-
ного оператора. Используя построенную явно дифференциальную форму с простым
полюсом на кривой Гекке ΞN(z1, z2) (модулярное ядро Коши), в первой главе дока-
зывается обобщение результата Дона Загье об интегральном представлении опера-
торов Гекке на случай параболических форм веса 2 произвольного уровня, а также
приводится представление автоморфной функции Грина в виде регуляризованного
интеграла по фундаментальной области конгруэнц-подгруппы Гекке. Во второй гла-
ве разобрана конструкция бимодулярных форм с заданными вычетами на кривую
Гекке. Последняя глава посвящена изучению модулярного ядра Коши в случае мо-
дулярной поверхности Гильберта.

Глава 1

В 1975 году Дон Загье получил точную формулу следа операторов Гекке, действу-
ющего на пространстве параболических форм, в терминах интеграла по фундамен-
тальной области модулярной группы SL2(Z) [11, 53-56]. Для этого в работе [16] Загье
ввел ряд ωm(z1, z2), который является бимодулярной формой от двух переменных
и интегральным ядром преобразования Гекке, доказав что скалярное произведение
Петерсона параболической формы f(z2) и функции ωm(z1, z2), f ∗ ωm(z1, z2), можно
отождествить с действием оператора Гекке T (m) на параболическую форму f с точ-
ностью до константы, зависящей только от веса формы k > 2 и индекса оператора
m.

Пусть k > 2. Рассмотрим ряд Загье:

ωm(z1, z̄2, k) =
∑

ad−bc=m

1

(cz1z̄2 + dz̄2 − az1 − b)k
,

где суммирование производится по всем целочисленным матрицам ( a bc d ) с определи-
телем m.

Теорема 1. (Don Zagier) Обозначим через Φ1 фундаментальную область для пол-

ной модулярной группы Γ в H и положим Ck =
(−1)k/2π

2k−3(k − 1)
; тогда для всякой голо-
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морфной параболической формы f веса k > 2 имеем∫
Φ1

f(z1)ωm(z1, z̄2, k)(=(z1))k−2dz1dz̄1 = f ∗ ωm(z1, z̄2) = Ckm
1−k(Tk(m)f)(z2),

где f ∗ g =
∫

Φ
f(z)g(z)(=(z))k−2dzdz̄ – скалярное произведение Петерсона.

Дон Загье доказал эту теорему используя метод Ранкина-Сельберга. Другой под-
ход к доказательству этой теоремы в случае, когда вес k = 2, подразумевает постро-
ение модулярного ядра Коши, которое в свою очередь является первым примером
дифференциальной формы на произведении двух модулярных кривых с логарифми-
ческой особенностью на кривой Гекке.

В части 1.1 даны определения и некоторые теоремы, полезные для понимания
формулировки задачи. Вторая и основная часть главы 1 посвящена изучению пред-
ставителя кольца H1(Y 2,Ω1

Y 2〈logT̃N〉) – модулярного ядра Коши.

Пусть z1, z2 – произвольные точки из верхней полуплоскости H = {z : =(z) > 0}
и

µγ(z1, z2) = cz1z2 + dz2 + az1 + b,

где γ = ( a bc d ) – целочисленная матрица с определителемm. Пусть Γ0(N) – конгруэнц-
подгруппа Гекке группы SL2(Z) и X0(N) ' Γ0(N)\H∗, где H∗ = H ∪ P1(Q).

В разделе 1.2 получено обобщение Теоремы 1. А именно, доказано, что имеет-
ся аналогичное интегральное представление для операторов Гекке на пространстве
параболических форм веса 2 относительно группы Γ0(N). Положим

M(m,N) =

{(
a b

c d

)
| ad− bc = m, (a,N) = 1, c ≡ 0 (mod N)

}
.

Рассмотрим ряд

ωm,N(z1, z2) =
1

2

∑
γ∈M(m,N)

1

µγ(z1,−z2)2
.

Ряд ωm,N(z1, z2) не сходится абсолютно, но при помощи трюка Гекке можно рассмот-
реть аналитическое продолжение этого ряда и определить его в терминах предела.

Теорема 2. Пусть ΦN – фундаментальная область для модулярной группы Γ0(N)

в H. Предположим, что род X0(N) больше нуля. Тогда для всякой голоморфной
параболической формы f веса 2 верно, что∫

ΦN

f(z1)ωm,N(z1, z̄2)dz2dz2 = f ∗ ωm,N(z1, z̄2) = 2πim−1 (T2(m)f)(z1).
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Модулярное ядро Коши ΞN(z1, z2) – это модулярно инвариантная функция от
двух переменных, имеющая асимптотику ΞN(z1, z2) ∼ 1

z1−z2 при z1 → z2. Наивно,
ядро Коши задается следующим рядом:

ΞN,k(z1, z2) =
1

2

∑
γ∈Γ0(N)

1

µγ(z1,−z2)kµγ(z1,−z̄2)k
.

При k = 1 ряд ΞN,k(z1, z2) не сходится абсолютно; однако точка k = 1 лежит на
границе сходимости. Далее с помощью трюка Гекке, введен ряд [12]:

ΞN(z1, z2, s) =
1

2

∑
γ∈Γ0(N)

µγ(z1,−z2) µγ(z1,−z̄2)

|µγ(z1,−z2)|2s |µγ(z1,−z̄2)|2s
,

где s – комплексный параметр. В разделе 1.2 показано, что ряд ΞN(z1, z2, s) мо-
жет быть аналитически продолжен в точку s = 1, после этого определена функция
ΞN(z1, z2) = lims→1 ΞN(z1, z2, s) и доказана Теорема 2.

Раздел 1.3 посвящен случаю, когда род модулярной кривой X0(N) равен нулю.
Пусть

E∞2,N(z, s) =
1

2

∑
Γ∞\Γ0(N)

(cz̄ + d)2

|cz + d|4s

неголомофрный ряд Эйзенштейна с комплексным параметром s для параболической
точки i∞. Ряд Пуанкаре в параболической точке i∞ с комплексным параметром s

задается следующей формулой [15]:

P∞N,r′(z, s) =
1

2

∑
γ∈Γ∞\Γ0(N)

e−2πir′γz1

(cz + d)2|cz + d|2s−2
.

Теорема 3. Пусть p = e2πiz1, q = e2πiz2, q̃ = e2πiz̄2, тогда

1

2πi
ΞN(z1, z2)(z2− z̄2) = 2πi lim

s→1

(
E∞N (z1, s) +

∑
r′>0

P∞N,r′(z1, s) q
r′ +

∑
r′<0

P∞N,r′(z1, s) q̃
r′

)
.

Обозначим за JΓ0(N)(p) нормализованную образующую кольца модулярных функ-
ций относительно группы Γ0(N). В части 1.3 доказана теорема:

Теорема 4. Пусть g(X0(N)) = 0, тогда(
ΞN(z1, z2)(z2 − z̄2)− 2πi E∞2,N(z1)

)
dz1 = dz1 log

∣∣JΓ0(N)(p)− JΓ0(N)(q)
∣∣2 .

В 1980-х годах Койк, Нортон и Загье независимо друг от друга доказали, что
имеет место следующее бесконечное произведение для разности двух образующих
кольца модулярных функций относительно полной модулярной группы Γ:

JΓ(p)− JΓ(q) = p−1
∏
r>0
r′∈Z

(1− prqr′)c(rr′),
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где JΓ(p) = j(p) − 744 = 1
p

+
∑

n>0 c(n)pn. Как следствие Теоремы 3 и Теоремы 4,
в разделе 1.3 получена формула бесконечного произведения для разности двух нор-
мализованных образующих кольца модулярных функций группы Γ0(N) (в случае,
когда род группы равен 0). Пусть pr′,N(r) – r-ый коэффициент Фурье ряда Пуанкаре
с параметром r′ > 0, тогда

Теорема 5.

JΓ0(N)(p)− JΓ0(N)(q) =

(
1

p
− 1

q

)∏
r>0
r′>0

∏
d|(r,r′,N)

(
1− prqr′

)p1,N(rr′/d2)·d2/rr′

.

Отметим, что логарифмическая производная и логарифм разности двух j- инва-
риантов является достаточно интересной функцией с изящными арифметическими
приложениями. Логарифмическая производная разности двух образующую кольца
модулярных функций относительно полной модулярной группы является централь-
ным объектом изучения в статье [1], в которой Асаи, Канеко и Ниномия доказали,
что для всякой точки z2 ∈ H верно, что

∞∑
n=0

jn(z2)e2πinz1 =
E2

4,1(z1)E6,1(z1)

∆(z1)
· 1

J1(z1)− J1(z2)
= − 1

2πi

J ′1(z1)

J1(z1)− J1(z2)
, (1)

где функции jr(z) = r j1(z)|T (r), T (r) – оператор Гекке индекса r, образуют
систему Гекке. К примеру:

j0(z1) = 1,
j1(z1) = J1(z1)− 744 = q−1 + 196884q + ...,
j2(z1) = J1(z)2 − 1488J1(z1) + 159768 = q−2 + 42987520q + ...,
j3(z1) = J1(z1)3 − 2232J1(z1)2 + 1069956J1(z1)− 36866976 = q−3 + 2592899910q + ....

Для функции
∑∞

n=0 jn(z2)e2πinz1 в работе [1] используется обозначение Hz2(z1).
Таким образом, введенная нами функция Ξ1(z1, z2) связана с функцией Hz2(z1) сле-
дующим соотношением: Ξ1(z1, z2) = −Hz2(z1) + 2πiE∞2,1(z1).

В статье [8] Брунье, Конен и Оно получили много арифметических следствий из
формулы (1). Например, была доказана следующая теорема:

Теорема 6. (Brunier, Kohnen, Ono) Пусть f =
∑∞

n=h anq
n – ненулевая мероморфная

модулярная форма веса k относительно группы Γ, такая, что ah = 1. Пусть, как
и ранее, Φ1 – фундаментальная область группы Γ, и

ez =


1/2, z = i

1/3, z = ω = 1+
√
−3

2

1, z 6= i, ω
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Тогда имеется следующее выражение для тэта-оператора Рамануджана:

Θ(f) :=
∞∑
n=h

nane
2πinz1 =

kE2,1(z1)f(z1)

12
− f(z1)fΘ(z1),

где
fΘ :=

∑
z2∈Φ1

ez2ordz2(f) Hz2(z1)

Эта теорема дает некоторую алгебраическую информацию о функциях Hz2(z1)

и jn(z), вычисленных в конечном наборе точек дивизора мероморфной модулярной
формы. Шнейдер доказал, что если число z алгебраично и имеет степень большую
2, то J1(z) трансцендентно (1937). Следующее следствие [8] из Теоремы 6 в свою
очередь обобщает классический факт о том, что, если z – точка Хегнера, то J1(z)

алгебраично:

Следствие 1. (Brunier, Kohnen, Ono) Пусть f =
∑∞

n=h anq
n – мероморфная моду-

лярная форма веса k относительно группы Γ, такая, что ah = 1. Если z0 – точка,
для которой ordz0(f) 6= 0, и коэффициенты f лежат в числовом поле K, то J1(z0)

– алгебраично.

Отметим, что функция Hz2(z1) также занимает центральную роль в работе Дона
Загье [17]. В работе [3] (2017) Брингманн, Кейн, Лобрич, Оно и Ролен построили
полярную гармоническую форму Мааса веса 2, H∗N,z2(z1), обобщающую функцию
Hz2(z1) на случай произвольной конгруэнц-подгруппы Γ0(N). В наших обозначениях:

HN,z2(z1) = −ΞN(z1, z2) + 2πiE∞2,N(z1)

и H∗N,z2(z1) = −ΞN(z1, z2). Напомним, что гармонической формой Мааса целого веса
k называется вещественно-аналитическая функция f веса k: H → C, которая под
действием модулярного преобразования преобразуются как модулярная форма веса
k, в параболической точке имеет не более чем экспоненциальный рост (существует
константа C > 0, такая что f(z) = O(eCy), y →∞) и аннулируется гиперболическим
оператором Лапласа веса k:

∆k = −y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ 2iky

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
.

В случае если такая функция f имеет полюса на верхней полуплоскости, f называет-
ся полярной гармонической формой Мааса. В работе [2] было показано, что функция
H∗N,z2(z1) как функция переменной z2 является полярной гармонической формой Ма-
аса веса 0, и как функция переменной z1 – полярной гармонической формой Мааса
веса 2.

Кроме того, в работе [3] было получено непосредственное обобщение Теоремы 6
для случая произвольной конгруэнц-подгруппы Гекке Γ0(N):
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Теорема 7. (Bringmann, Kane, Lobrich, Ono, Rolen) Пусть f =
∑∞

n=h anq
n – ненуле-

вая мероморфная модулярная форма веса k относительно группы Γ0(N), такая, что
ah = 1. Пусть ΦN – фундаментальная область группы Γ0(N). Определим дивизор
полярной гармонической формы Мааса:

fdiv(z1) =
∑
z2∈ΦN

eN,z2ordz2(f) H∗N,z2(z1).

Тогда
Θ(f) =

kf(z1)

4π=(z1)
− f(z1)fdiv(z1).

Раздел 1.4 посвящен изучению связи модулярного ядра Коши и автоморфной
функции Грина или резольвенты ядра. Автоморфной функцией Грина GΓ0(N)\H или
резольвентой ядра называется Γ0(N)-инвариантная функция на H × H, гармони-
ческая по обеим переменным и имеющая логарифмическую особенность на DN =

{(z, γz) | γ ∈ Γ0(N)}. Естественно предположить, что функция GΓ0(N)\H(z1, z2) – есть
ряд

∑
γ∈Γ0(N)/±1 log

∣∣∣ z1−γz2z̄1−γz2

∣∣∣, однако данная функция расходится как
∑

1/n. Поэто-
му в качестве автоморфной функции Грина была предложена следующая функция,
введенная в [10]:

GΓ0(N)\H(z1, z2, s) = −2
∑

γ∈Γ0(N)/±1

Qs−1

(
1 +

|z1 − γz2|2

2=(z1)=(γz2)

)
, (z1, z2 ∈ H, z2 6= Γ0(N)z1),

где Qs−1 =
∫∞

0

(
t+
√
t2 − 1 cosh u

)−s
du (t > 1, s > 0) – функция Лежандра второго

рода. Более точно:

GΓ0(N)\H(z1, z2) = lim
s→1

(GΓ0(N)\H(z1, z2, s)− es(z1, z2)).

Здесь функция es(z1, z2) является некоторой комбинацией рядов Эйзенштейна и эле-
ментарных функций (см. [19]). Автоморфная функция Грина играет ключевую роль
в работе [19] Бенедикта Гросса и Дона Загье, в которой авторы обнаружили заме-
чательное соотношение между высотой классов дивизоров Хегнера на якобиане JN
модулярной кривой X0(N) и первой производной в точке s = 1 L-функций опреде-
ленных модулярных форм. В этой работе значение функции Грина было связано с
высотой дивизоров степени 0 на JN : если x, x′ – две различные не параболические
точки на X0(N) (z и z′ представляют x, x′ на H), то (см. [19])

lim
s→1

[
GΓ0(N)\H(z, z′, s) + 4πEN(wNz, s) + 4πEN(z′, s) +

κN
s− 1

]
+ CN =

= 〈(x)− (∞), (x′)− (∞)〉C,

где κN = −12N−1
∏

p|N(1 + 1/p)−1, CN – некоторая константа ([19], 241), EN(z, s) =∑
Γ∞\Γ0(N)=(γz)s и wN : z → −1/Nz – инволюция на X0(N), и аддитивная по обе-

им переменным, симметричная форма 〈 , 〉 определяет глобальное спаривание (the
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height pairing) на JN × JN над глобальным полем H, так что соответсвующая квад-
ратичная форма 〈a, a〉 = ĥ(a) является канонической высотой Нерона-Тейта.

Модулярное ядро Коши ΞN(z1, z2) является первообразной автоморфной функ-
ции Грина по одной из переменных. Мы представим разницу двух автоморфных
регуляризованных функций Грина в виде регуляризованного интеграла:

Теорема 8. Пусть u, v, w – некоторые точки на верхней комплексной полуплоско-
сти H, ΦN – фундаментальная область группы Γ0(N). Тогда

lim
s→1

(
GΓ0(N)\H(w, u, s) + 4πE∞0,N(u)−GΓ0(N)\H(w, v, s) + 4πE∞0,N(v)

)
=

= (2πi)−1

∫ reg

ΦN

(ΞN(z, u)(u− ū)− ΞN(z, v)(v − v̄)) ΞN(z, w)(w̄ − w) dzdz̄

Глава 2

В вводной части 2.1 приведены базовые утверждения о вычетах Лере и логарифми-
ческих дифференциальных формах. В части 2.2 приводится конструкция дифферен-
циальных форм на поверхности Y0(1)2 \ TN с заданными вычетами.

Глава 3

В заключительной главе основным объектом изучения является модулярное ядро
Коши на модулярной поверхности Гильберта, то есть дифференциальная 1-форма
на поверхности Гильберта с простым полюсом вдоль дивизора Хирцебруха-Загье.
В работах [5, 6] Ричард Борчердс построил подъем из эллиптических модулярных
форм веса 1−n/2 с полюсами в параболических точках в автоморфные формы отно-
сительно ортогональной группы O(2, n) с известными нулями и полюсами вдоль ди-
визоров Хегнера, которые можно записать в виде бесконечного произведения, так на-
зываемого произведения Борчердса. В статье [7] Брунье, мотивированный обратным
вопросом: верно ли, что всякий главный дивизор Хегнера получается как дивизор
произведения Борчердса в случае O(2; 2) (модулярных форм Гильберта), построил
ряд Пуанкаре Φm(z1, z2, s) – функцию с логарифмической особенностью на дивизоре
Хирцебруха-Загье. При помощи данной функции Брунье для всякого дивизора Хе-
гнера H построил «обобщенное произведение Борчердса» и определил явно классы
Черна дивизора H.

Конструкция рядов Пуанкаре-Брунье аналогична конструкция функции Грина
для SL2(Z) [7]:

Φn(z1, z2, s) =
∑
a,b∈Z
λ∈d−1

K
ab−N(λ)=n/D

Qs−1

(
1 +
|az1z2 + λz1 + λ′z2 + b|2

2=(z1)=(z2)n/D

)
.
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В этой главе представлено другое выражение для значений ряда Пуанкаре, соответ-
свующего дивизору Хирцебруха-Загье Tn, в точках другого дивизора Tm в случае,
когда D = p простое, p ≡ 1 (mod 4) и

(
m
p

)
= +1. В этом случае дивизор Tm неприво-

дим и изоморфен модулярной кривой X0(m). Задача этой главы – определить огра-
ничение ряда Пуанкаре-Брунье в терминах интеграла по фундаментальной области
группы Γ0(m) от двух рациональных функций, модулярных ядер Коши в гильберто-
вом случае. Модулярное ядро Коши, соответствующее дивизору Хирцебруха-Загье,
определяется аналогично модулярному ядру Коши, данному в главе 1. В случае мо-
дулярной поверхности Гильберта, ядро Коши ΞHil,m(z1, z2)(z2− z̄2) является функци-
ей, инвариантной относительно действия модулярной группы Гильберта, с полюсом
первого порядка на дивизоре Хирцебруха-Загье Tm.

Определение 1. Пусть n 6= 0,

A(n) =
{
A =

(
θ b

√
D

−a
√
D θ′

)
∈M2(O)| θ ∈ OK , a, b ∈ Z, A∗ = A′; det(A) = n

}
и µM = az1z2 + λz1 + λ′z2 + b, где M =

(
λ b
a λ′

)
∈ (
√
D)−1A(n). Тогда

ΞHil,n(z1, z2)(z2 − z̄2) =
1

2

∑
M=

(
λ b
a λ′

)
ab−N(λ)=n/D

(z2 − z̄2)

µM(z1, z2)µM(z1, z̄2)
.

Как и функцию Грина Φn(z1, z2), ядро Коши можно представить как сумму двух
функций (как в [7]), n/D ΞHil,n(z1, z2) = ψn(z1, z2) + υn(z1, z2), где функция υn(z1, z2)

не имеет особенностей, а функция ψn(z1, z2) имеет простой полюс на дивизоре Tn,

υn(z1, z2) = lim
s→1

∑
M∈A(n)/

√
D

n/D

az1 + λ′
µM(z1, z̄2)

|µM(z1, z̄2)|2s
,

ψn(z1, z2) = − lim
s→1

∑
M∈A(n)/

√
D

n/D

az1 + λ′
µM(z1, z2)

|µM(z1, z2)|2s
.

В части 3.1 приведены основные определения, связанные с модулярными поверх-
ностями Гильберта и дивизорами Хирцебруха-Загье. В части 3.2 рассмотрены некото-
рые свойства модулярного ядра Коши, связанного с дивизорами Хирцебруха-Загье,
его связь с функцией ωHil,n(z1, z̄2, k), введенной Доном Загье в работе [15] в связи
с изучением поднятия Дои-Наганумы, и функцией Пуанкаре-Брунье Φm(z1, z2). В
работе [15] Дон Загье доказал, что для любой пары фиксированных точек z1 и z2

следующая функция (по переменной τ)

ΩHil,n(z1, z2, τ) =
∞∑
n=1

nk−1ωHil,n(z1, z̄2, k)e2πinτ

9



является параболической формой веса k относительно действия группы Γ0(D) с ха-
рактером ε = (D/). Используя разложение функции ΞHil,m(z1, z2)(z2 − z̄2), можно
получить аналогичный результат для «голоморфной части», υn(z1, z2), ядра Коши.

Напомним несколько необходимых обозначений (за деталями можно обратиться
к [15], [7]).

Для всякой параболической точки D1 группы Γ0(D) (D1D2 = D) можно опреде-
лить r-ый ряд Пуанкаре веса 2 и индекса r как предел:

GD1
r,2 (z) = lim

s→0

1

2

∑
A∈ΓD1

\AD1
Γ0(D)

A=( a bc d )

χD(A−1
D1
A)
e2πir/D2Az

(cz + d)2

=(z)s

|cz + d|2s
,

где χD – примитивный характер по модулю D, заданный символом Кронекера x 7→(
D
x

)
, для pD1 + qD2 = 1, AD1 =

(
D2 −p
D1 q

)
и ΓD1 = AD1Γ0(D)A−1

D1

⋂
Γ∞.

Для r ∈ Z− {0} и

ψ(D) =


(
D1

D2

)√
D2 if D1 ≡ 1 (mod 4)

−i
(
D1

D2

)√
D2 if D1 ≡ 3 (mod 4)

,

определим следующую линейную комбинацию рядов Пуанкаре GD1
r,2 (z):

Pr(z) =
∑

D2|r,D2>0
D1D2=D

ψ(D2)

D2
2

GD1

r/D2,2
(z).

Пусть Pr(z) =
∑

m∈Z pr(m)e2πimz – разложение Фурье функции Pr(z) (для r > 0 его
можно найти в статье [15], §3, и для r < 0 в [7], §2.2). Заметим, что в случае отри-
цательного веса r < 0, ряд Pr(z) не является голоморфным, но все еще инвариантен
относительно действия группы Γ0(D). Имеется следующее Утверждение:

Утверждение 1. Пусть κn(z1) = iπ2
∑

a>0Ha(0,−n)a−1(=(z1))−1.

Для (z1, z2) ∈ H×H−S(n), =z1=z2 > n/D и n 6= 0, функция ψ̃n(z1, z2) = ψn(z1, z2)−
κn(z1)n/2D, имеющая простой полюс на Tn, имеет следующее представление в виде
бесконечного произведения:

ψ̃n(z1, z2) =
d

dz1

log
∏

ν>0,ν′>0

∣∣∣1− e2πi(νz1+ν′z2)
∣∣∣p−Dνν′ (n)

.

Для голоморфной на H2 функции υ̃n(z1, z2) = υn(z1, z2)−κn(z1)n/2D верно, что функ-
ция

Υ(z1, z2, τ) =
∑
n>0

υ̃n(z1, z2)e2πinτ =
∑
ν∈d−1

K
ν>0,ν′<0

P−Dνν′(τ)
d

dz1

log
∣∣∣1− e2πi(νz1+ν′z̄2)

∣∣∣
является параболической формой относительно действия группы Γ0(D) относи-
тельно переменной τ .
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В части 3.3. приведено доказательство следующей Теоремы:

Теорема 9. Пусть D = p и p ≡ 1 (mod 4), тогда

2πi Φn(z, w) |Tm =
m

D

∫ reg

FΓ0(m)

(ΞHil,n(z, w) dz + ΞHil,n(w, z) dw)

∣∣∣∣
Tm

Ξm(z, u) dz+2πiA,

где FΓ0(m) – фундаментальная область для конгруэнц-подгруппы Гекке Γ0(m),
ΞHil,n(z, w)|Tm – ограничение модулярного ядра Коши на дивизор Хирцебруха-Загье

Tm =
⋃

M∈A(m)

{
(z, w) ∈ H2; w = −Mz

}
,

и A = π/(2i)
∑
λ̂ – константа, где λ̂ = |λ|, если λ ∈ d−1

K , λλ′ = −m/D и |λ=z| ≤
|λ=w| или |λ=w| ≤ |λ=z|.
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