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Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì Ôèçòåõ-øêîëû ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè Ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâòîíîìíîãî îáðà-
çîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé
èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)¿.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: Êîðîëåâ Ìàêñèì Àëåêñàíäðîâè÷, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê îòäåëà òåîðèè ÷èñåë ôåäåðàëü-
íîãî ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ íàóêè Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò
èì. Â.À.Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, ïðîôåññîð ÐÀÍ.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå ¾Ôåäåðàëü-
íûé íàó÷íûé öåíòð Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ñèñòåìíûõ èññëåäîâàíèé¿
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾23¿ äåêàáðÿ 2020 ã. â 13:00 íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííî-
ãî ñîâåòà ÔÏÌÈ.01.01.09.010 ïî àäðåñó: 141701, ã. Äîëãîïðóäíûé Ìîñêîâñêîé îáë.,
Èíñòèòóòñêèé ïåðåóëîê, ä. 9.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå è íà ñàéòå Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-
òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà (íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà):
https://mipt.ru/education/post-graduate/soiskateli-�ziko-matematicheskie-nauki.php

Ðàáîòà ïðåäñòàâëåíà ¾15¿ îêòÿáðÿ 2020 ã. â Àòòåñòàöèîííóþ êîìèññèþ ôåäåðàëü-
íîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâòîíîìíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî îáðàçî-
âàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëü-
ñêèé óíèâåðñèòåò)¿ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîâåòîì ïî çàùèòå äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå
ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê, äîêòîðà íàóê â ñîîòâåòñòâèè ñ ï.3.1 ñò. 4 Ôåäåðàëü-
íîãî çàêîíà ¾Î íàóêå è ãîñóäàðñòâåííîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ïîëèòèêå¿.
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Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïðî-
ñòûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíîì ðÿäó, ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäî-
âàíèé â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Ñëåäóþùèå âîïðîñû ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè:

• êàê âåäåò ñåáÿ ñ ðîñòîì X âåëè÷èíà π(X), ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó ïðîñòûõ ÷èñåë
p, p 6 X?

• êàê âåäåò ñåáÿ ñ ðîñòîì X âåëè÷èíà π(X; q, a), ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó ïðîñòûõ
÷èñåë p, p 6 X, ïðèíàäëåæàùèõ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè p ≡ a (mod q),
ãäå (q, a) = 1?

• êàê ðàñïðåäåëåíû ðàçíîñòè pn+1 − pn ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè?

Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ äàåò àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë:

π(X) :=
∑
p6X

1 =

∫ X

2

du

log u
+R(X), (1.1)

ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí R(X) ïðè X → +∞ ïî ïîðÿäêó íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû
Xe−c

√
logX ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòîé c > 0. Ýòî çàêîí áûë íåçàâèñèìî

óñòàíîâëåíÆ. Àäàìàðîì èØ.Æ. Âàëëå-Ïóññåíîì â 1896 ãîäó. Áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà âèäà

R(X)� Xe−c(logX)3/5(log logX)−1/5

áûëà ïîëó÷åíà È. Ì. Âèíîãðàäîâûì [36] è Í.Ì.Êîðîáîâûì [37] â 1958 ãîäó. Ýòîò
ðåçóëüòàò ïî ñóùåñòâó íå óëó÷øåí è íà ñåãîäíÿøíèé äåíü. Èç ãèïîòåçû Ðèìàíà
ñëåäóåò, ÷òî

R(X)�
√
X(logX).

Çäåñü è äàëåå çàïèñü A� B îçíà÷àåò A = O(B).
Áîëåå ñëîæíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîâåäåíèåì ôóíêöèè π(X; q, a).

Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ïðîãðåññèé ñ ðàçíîñòüþ q è ïåðâûì ÷ëåíîì a ñ óñëîâèåì
(a, q) = 1 ñîâïàäàåò ïðè çàäàííîì q ñ ϕ(q), òî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî

π(X; q, a) ∼ π(X)

ϕ(q)
(1.2)

èëè, ÷òî òî æå, ÷òî ðàçíîñòü

R(X; q, a) = π(X; q, a)− π(X)

ϕ(q)

ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (1.2). Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî ïðè
ôèêñèðîâàííîì (íå çàâèñÿùåì îò X) çíà÷åíèè q è äàæå ïðè q, ðàñòóùåì âìåñòå
ñ X, íî íå áûñòðåå ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè logX. Ñîîòâåòñòâóþùåå
óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Çèãåëÿ�Âàëüôèøà. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé ïîñòîÿííîé A > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ c0 = c0(A) > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè X → +∞
è 1 6 q 6 (logX)A ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

R(X; q, a)� Xe−c0(A)
√
logX .
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Îòìåòèì, ÷òî èç ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà ïðè ëþáûõ q è a ñëåäóåò îöåíêà

R(X; q, a)�
√
X logX. (1.3)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îíà ïðèâîäèò ê ñîäåðæàòåëüíîé ôîðìóëå äëÿ π(X; q, a) óæå
ïðè âñåõ q èç ïðîìåæóòêà 1 6 q �

√
X(logX)−2. Ðàñøèðåííàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà â

íàñòîÿùåå âðåìÿ íå äîêàçàíà. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî îöåíêà, áëèçêàÿ ïî òî÷íîñòè
ê (1.3), âåðíà äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ q ñ óñëîâèåì q 6 X1/2−ε. Ýòà òåîðåìà, íàçûâàåìàÿ
òåîðåìîé Ý. Áîìáüåðè�À. È. Âèíîãðàäîâà ([16, 17]), óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå: êàêîâû
áû íè áûëè ïîñòîÿííûå A è ε, A > 0, 0 < ε < 1/2, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c1 =
c1(A; ε) òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ X è Q = Xθ−ε, θ = 1/2, èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî:∑

q6Q

max
(a,q)=1

∣∣R(X; q, a)
∣∣ =

∑
q6Q

max
(a,q)=1

∣∣∣∣ ∑
p6X

p≡a (mod q)

1− 1

ϕ(q)

∑
p6X

1

∣∣∣∣ 6 c1X

(logX)A
. (1.4)

Â ðÿäå ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû äåëèòåëåé Òèò÷ìàðøà) îöåí-
êà (1.4) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áåçóñëîâíûå ðåçóëüòàòû, ñîïîñòàâèìûå ïî òî÷íîñòè ñî
ñëåäñòâèÿìè èç ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà.

Ãîðàçäî áîëåå òðóäíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàñïðåäåëåíèåì ðàññòî-
ÿíèé pn+1 − pn ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè èëè, áîëåå îáùî, ñ ïîâåäåíèåì
ðàçíîñòåé pn+m−pn, ãäå m > 1 � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî ê ýòîìó
êðóãó çàäà÷ îòíîñèòñÿ ãèïîòåçà ¾ïðîñòûõ áëèçíåöîâ¿, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå äî-
êàçàííàÿ. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïàð ñîñåäíèõ ïðîñòûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ pn+1 − pn = 2, áåñêîíå÷íî.

Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü pn+1 − pn ¾â ñðåäíåì¿
âåäåò ñåáÿ êàê log pn. Íåðåãóëÿðíîñòü â ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë âûðàæàåòñÿ
â ñóùåñòâîâàíèè ïàð pn, pn+1, äëÿ êîòîðûõ ýòà ðàçíîñòü áóäåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå
(èëè, íàïðîòèâ, áîëüøå) ¾ñðåäíåãî¿ çíà÷åíèÿ log pn. Òàê, â 1940 ãîäó Ï. Ýðäåø
óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé c, 0 < c < 1, òàêîé, ÷òî íåðàâåíñòâó

pn+1 − pn 6 c log pn (1.5)

óäîâëåòâîðÿåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íîìåðîâ n. Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïîñëåäóþ-
ùèõ äåñÿòèëåòèé çíà÷åíèå ïîñòîÿíííîé c â (1.5) ïîñòåïåííî ñíèæàëîñü è áûëî äî-
âåäåíî â 1988 ãîäó Ã. Ìàéåðîì äî c = 0.2484 . . . [22] (ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èñòîðèè
âîïðîñà ñì. â ñòàòüå [24]).

Â 2005 ãîäó â ýòîé îáëàñòè áûë ñîâåðøåí çíà÷èòåëüíûé ïðîðûâ. Òðîå àâòîðîâ �
Ä. Ãîëüäñòîí, ß. Ïèíòö è Ê.-É. Éèëäèðèì [24] äîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.5) èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â ñîñåäíèõ ïðîñòûõ ÷èñëàõ pn, pn+1 äàæå ïðè ëþáîì ñêîëü
óãîäíî ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì c. Èíûìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim inf
n→+∞

pn+1 − pn
log pn

= 0.

Âïîñëåäñòâèè òå æå àâòîðû óñòàíîâèëè è ãîðàçäî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò [25]:

lim inf
n→+∞

pn+1 − pn√
log pn(log log pn)2

< +∞.
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Íàêîíåö, â 2011 ãîäó íà êîíôåðåíöèè Journees Arithmetiques � 27 (ã. Âèëüíþñ)
ß. Ïèíòö [28] àíîíñèðîâàë îöåíêó

lim inf
n→+∞

pn+1 − pn
(log pn)3/7+ε

< +∞.

Âòîðîé ïðîðûâ â èññëåäîâàíèÿõ ìàëûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñ-
ëàìè áûë ñîâåðøåí â 2013 ãîäó È. Æàíãîì [29]. Îí äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà ïàð ïðîñòûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

pn+1 − pn 6 C,

ãäå C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç òåîðåìû Æàíãà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäîâàëî ñóùå-
ñòâîâàíèå öåëîãî ÷èñëà k, 1 6 k 6 C/2, òàêîãî, ÷òî ðàçíîñòü pn+1 − pn áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðàç ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 2k:

pn+1 − pn = 2k.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðîáëåìà ïðîñòûõ áëèçíåöîâ ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå
ýòîãî ôàêòà äëÿ k = 1. Ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ ïîñòîÿííîé C áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå
7 · 107.

Äàëüíåéøèé ïðîãðåññ â ýòîé îáëàñòè áûë äîñòèãíóò â ðàáîòàõ Äæ. Ìàéíàðäà
è Ò. Òàî ([30, 31]). Îíè ðàçðàáîòàëè íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë â
êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ, ñóùåñòâåííî âèäîèçìåíèâ ìåòîä ðåøåòà À. Ñåëüáåðãà. Ýòîò
ìåòîä ïîçâîëèë â èòîãå ñíèçèòü çíà÷åíèå C äî C = 246 è, áîëåå òîãî, ïîçâîëèë äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî m > 1 óñòàíîâèòü áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë
pn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

pn+m − pn 6 C0m
3e4m,

ãäå C0 � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â õîäå óïîìÿíóòûõ âûøå èññëåäîâà-
íèé áûëà îáíàðóæåíà òåñíàÿ ñâÿçü îöåíîê òèïà (1.4) ñ çàäà÷åé î ìàëûõ ðàññòîÿíè-
ÿõ ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Êàê îêàçàëîñü, îñîáóþ ðîëü çäåñü èãðàåò
âåëè÷èíà θ èç îïðåäåëåíèÿ Q = Xθ−ε, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ¾óðîâíåì ðàñïðåäåëå-
íèÿ¿ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë ïî àðèôìåòè÷åñêèì ïðîãðåññèÿì). Òàê,
åùå Ä. Ãîëüäñòîíîì, ß. Ïèíòöîì è Ê.-É. Éèëäèðèìîì â [24] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî
òàê íàçûâàåìàÿ ãèïîòåçà Ýëëèîòà-Õàëáåðñòàìà, ñîãëàñíî êîòîðîé íåðàâåíñòâî (1.4)
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ θ 6 1, âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà ïðîñòûõ pn ñ óñëîââèåì

pn+1 − pn 6 16.

Â ñâåòå ñêàçàííîãî åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìà-
ëûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè, ïðèíàäëåæàùèìè íåêîòîðîìó
ïîäìíîæåñòâó E íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äàåì îòâåò íà ýòîò âî-
ïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà E ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
n, ïîä÷èíåííûõ óñëîâèþ {nα} < σ. Çäåñü α > 0 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå
íåöåëîå ÷èñëî, σ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ñ óñëîâèåì 0 < σ < 1.

Àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë èç E, îòâå÷àþùåãî óñëî-
âèþ 0 < α < 1, áûë âïåðâûå óñòàíîâëåí È. Ì. Âèíîãðàäîâûì [1] â 1940 ãîäó. Ñ
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ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî èì ìåòîäà îöåíîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì îí äîêàçàë
àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó âèäà

πE(X) :=
∑

p6X,p∈E

1 = σπ(X) +O
(
Xϑ(α)+ε

)
, (1.6)

ãäå ε > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ, à

ϑ(α) = max
(4 + α

5
, 1− 2

15
α
)

=

1− 2
15
α, åñëè 0 < α 6 3

5
;

4 + α

5
, åñëè 3

5
< α < 1.

Åìó æå ïðèíàäëåæèò àíàëîãè÷íàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî α > 6 ñ óñëîâèåì ||α|| > 3−α. Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü ϑ(α) â
îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà R(X) èìååò âèä

ϑ(α) = 1−
(
34 · 106α2

)−1
(ñì. [8]). Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî âïîñëåäñòâèè óñèëåíî Ð. Áåéêåðîì è Ã. Êîëåñíè-
êîì [13], êîòîðûå óñòàíîâèëè ñîîòâåòñòâóþùóþ àñèìïòîòèêó äëÿ âñåõ íåöåëûõ α > 1
ñ ïîêàçàòåëåì

ϑ(α) = 1−
(
15 · 103α2

)−1
.

Â äàëüíåéøåì äëÿ íåáîëüøèõ α áûëè íàéäåíû è áîëåå òî÷íûå îöåíêè îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà (ñì., íàïðèìåð, [14]). Îöåíêà R(X), ðàâíîìåðíàÿ ïî ïàðàìåòðó α > 1, áûëà
íàéäåíà â 2003 ãîäó Ì. Å. ×àíãîé [15].

Ïðîñòûå ÷èñëà p èç ìíîæåñòâà E äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ íàãëÿäíóþ èíòåðïðå-
òàöèþ: ýòî áóäóò ïðîñòûå ÷èñëà, ñîäåðæàùèåñÿ â îáúåäèíåíèè ïðîìåæóòêîâ âèäà[
k1/α; (k + σ)1/α

)
, k = 1, 2, 3, . . .. Òàê, â ñëó÷àå α = σ = 1/2 ýòî áóäóò ïðîìåæóòêè

âèäà
[
k2; (k+1/2)2

)
. Åñëè 0 < α < 1, òî äëèíà òàêîãî ïðîìåæóòêà ðàñòåò ñ ðîñòîì k.

Îñîáåííîñòüþ, îòâå÷àþùåé ñëó÷àþ α > 1, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëèíà ïðîìåæóòêà ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ k. Â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ
ìîãóò è âîâñå íå ñîäåðæàòü öåëûõ ÷èñåë.

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîäîáíîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà ÿâíîé ôîð-
ìóëå äëÿ ôóíêöèè ×åáûøåâà è ïëîòíîñòíûõ òåîðåìàõ äëÿ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè
Ðèìàíà, â 1945 ãîäó ïðåäëîæèë Þ.Â.Ëèííèê [2]. Èñïîëüçóÿ ýòîò ïîäõîä, â 1979 ãî-
äó Ð. Ì. Êàóôìàí äîêàçàëà áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ïîä÷èíåííûõ
óñëîâèþ {√p} < p−c+ε äëÿ ëþáîãî

c <

√
15

2(8 +
√

15)
= 0.16310 . . .

è ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 (÷òî óñèëèëî ïîëó÷åííûé ðàíåå Âè-
íîãðàäîâûì [36] àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ âñåõ c 6 1/10), è ïîêàçàëà, ÷òî ìîæ-
íî áðàòü c 6 1/4, åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà Ðèìàíà. Âïîñëåäñòâèè À. Áàëîã [4] è
Ã. Õàðìàí [5] íåçàâèñèìî äîêàçàëè áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà

{
p : {√p} < p−c+ε

}
äëÿ

âñåõ c 6 1/4 áåçóñëîâíî. Â 1986 ãîäó Ñ.À.Ãðèöåíêî [6] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëèííèêà
óòî÷íèë îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå (1.6) äëÿ 1/2 6 α < 1:

ϑ(α) =


1− α

2
+ (
√

3α− 1)2, åñëè 1
2
6 α < 3

4
;

1 + α

2
, åñëè 3

4
6 α < 1.
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Èì òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå α = 1/2 ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ϑ(α) ìîæåò áûòü
ñíèæåí äî 4/5. Â ñëó÷àå 0 < α < 1/2 íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò, íàñêîëüêî èçâåñòíî,
ïðèíàäëåæèò Ê. Ðåí [7]:

ϑ(α) = max

(
2 + α

3
, 1− α

2

)
=


1− α

2
, åñëè 0 < α < 2

5
;

2 + α

3
, åñëè 2

5
6 α < 1

2
.

Â çàäà÷å î ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè èç îïðå-
äåëåííîãî âûøå ìíîæåñòâà E êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò àíàëîã òåîðåìû Áîìáüåðè�
Âèíîãðàäîâà (1.4) âèäà∑

q6Q

max
(a,q)=1

∣∣∣∣ ∑
p6X,p∈E

p≡a (mod q)

1− 1

ϕ(q)

∑
p6X,p∈E

1

∣∣∣∣�A,ε
X

(logX)A
. (1.7)

Êàê è âûøå, çäåñü A � ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, Q = Xθ−ε. Â
îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ E = N, âñå èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà âèäà (1.7) óñòàíîâëåíû äëÿ
óðîâíÿ ðàñïðåäåëåíèÿ θ, ñòðîãî ìåíüøåãî 1/2.

Òàê, ïåðâûé ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà, îòâå÷àþùèé ñëó÷àþ α = 1/2, áûë ïîëó÷åí
Ä. È. Òîëåâûì [18] äëÿ θ = 1/4. Ïîçæå Ñ. À. Ãðèöåíêî è Í. À. Çèí÷åíêî [19] äî-
êàçàëè (1.7) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ñ óñëîâèåì 1/2 6 α < 1 ïðè θ = 1/3. Â êàæäîé
èç ýòèõ ðàáîò àâòîðû ðàññìàòðèâàëè ëèøü ñëó÷àé σ = 1/2, ÷òî îáúÿñíÿëîñü èñ-
êëþ÷èòåëüíî ñîîáðàæåíèÿìè óäîáñòâà èçëîæåíèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì
îãðàíè÷åíèåì. Ðàçâèòàÿ Äæ. Ìàéíàðäîì òåõíèêà ïîçâîëÿåò, èìåÿ íåðàâåíñòâî (1.7)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî θ, 0 < θ < 1, âûâîäèòü âåðõíèå îöåíêè âèäà

lim inf
n→+∞

(pn+m − pn) 6 c(m; θ;α) (1.8)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãîm > 1 (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [32, 33, 34]). Çäåñü
p1, p2, . . . , pn, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíî çàíóìåðîâàííûå ïðîñòûå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà E.
Ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.8) ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâè-
ñèò îò óðîâíÿ ðàñïðåäåëåíèÿ θ: ÷åì áîëüøå θ, òåì ìåíüøå çíà÷åíèå c è òåì òî÷íåå
ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì îñîáóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàþò äîêàçàòåëü-
ñòâî àíàëîãà òåîðåìû Áîìáüåðè�Âèíîãðàäîâà (1.4) äëÿ âîçìîæíî áîëüøåãî óðîâíÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ θ è îòûñêàíèå ÿâíîãî âèäà çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû c â (1.8) îò âñåõ ïà-
ðàìåòðîâ: m, θ è α (äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì σ = 1/2).
Ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷ è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà.

Öåëü ðàáîòû.

• Äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû Áîìáüåðè�Âèíîãðàäîâà äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë èç ìíî-
æåñòâà E =

{
n ∈ N : {nα} < 1/2

}
ïðè ëþáîì íåöåëîì α > 0 è âîçìîæíî áîëåå

òî÷íîé îöåíêîé óðîâíÿ ðàñïðåäåëåíèÿ θ.

• Ïîëó÷èòü âîçìîæíî áîëåå òî÷íóþ âåðõíþþ îöåíêó âåëè÷èí

lim inf
n→+∞

(pn+1 − pn) è lim inf
n→+∞

(pn+m − pn)

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîñòûõ p1, p2, p3, . . . èç ìíîæåñòâà E.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õà-
ðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â çàäà÷àõ î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ
÷èñåë â íåêîòîðûõ êëàññàõ ïîäìíîæåñòâ, à òàêæå ïðè îöåíèâàíèè íåêîòîðûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñ ïðîñòûìè.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:

1. Óñòàíîâëåí àíàëîã òåîðåìû Áîìáüåðè-Âèíîãðàäîâà äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë q, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ {qα} < 1/2 ïðè ëþáîì íåöåëîì ïîëîæèòåëüíîì α > 0 ñ
óðîâíåì ðàñïðåäåëåíèÿ 1/3.

2. Óñòàíîâëåí àíàëîã òåîðåìû Áîìáüåðè-Âèíîãðàäîâà äëÿ àíàëîãè÷íîãî ìíîæå-
ñòâà ïðè âñåõ α < 1/9 ñ óðîâíåì ðàñïðåäåëåíèÿ 2/5− (3/5)α.

3. Ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè âåëè÷èí

lim inf
n→+∞

(qn+1 − qn),

lim inf
n→+∞

(qn+2 − qn),

lim inf
n→+∞

(qn+m − qn).

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì m > 3.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñòðîãî äîêàçàíû ìàòå-
ìàòè÷åñêè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è
ñåìèíàðàõ:

• Ñïåöèàëèçèðîâàííûé ñåìèíàð ïî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, Ìîíðåàëü (Êà-
íàäà), 2017;

• Êîíôåðåíöèÿ ¾The Maine/Qu�ebec Number Theory Conference¿, Áàíãîð (ÑØÀ),
2019;

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Number Theory Series in Los Angeles II¿, Ëîñ-
Àíäæåëåñ (ÑØÀ), 2020;

• Ñåìèíàð ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñåë¿, Ìîñêâà, 2020.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóá-
ëèêîâàíû â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ:

À. Â. Øóáèí, ¾Îãðàíè÷åííûå ïðîìåæóòêè ìåæäó ïðîñòûìè ÷èñëàìè ñïåöèàëü-
íîãî âèäà¿, Äîêë. Àêàä. Íàóê, 492 (2020), 63�66.
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A. V. Shubin, ¾Fractional parts of non-integer powers of primes¿, Math. Notes, 108,
�3 (2020), 394�408.

À. Â. Øóáèí, ¾Î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë ñïåöèàëüíîãî âèäà â àðèôìåòè-
÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ¿, Òðóäû ÌÔÒÈ, 12, �4 (48) (2020), 97�105.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Äàäèì êðàòêèé îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì
è ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàáîòû ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé è ôîðìóëè-
ðóþòñÿ îñíîâíûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå ñîäåðæèòñÿ âûâîä àíàëîãà òåîðåìû Áîìáüåðè�Âèíîãðàäîâà èç
âåðõíåé îöåíêè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû âèäà∑

X6p<2X
p≡a (mod q)

e
(
hpα
)
, (1.9)

ãäå e(x) := e2πix. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ôîðìóëèðóþòñÿ
â âèäå äâóõ îòäåëüíûõ òåîðåì:

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü α > 0 � ôèêñèðîâàííîå íåöåëîå è ïóñòü E � ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ {nα} < 1/2. Äàëåå, ïóñòü θ, ε,Q è A
� íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 0 < ε < θ 6 1/3, ε < α/20, A > 0.
Òîãäà íåðàâåíñòâî

∑
q6Q

max
(a,q)=1

∣∣∣∣∣ ∑
X6p<2X
p≡a(mod q)

p∈E

1− 1

ϕ(q)

∑
X6p<2X
p∈E

1

∣∣∣∣∣6 cX

(logX)A
(1.10)

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ X > X0(α, θ, ε, A) è 2 < Q 6 Xθ−ε ñ ïîñòîÿííîé c > 0,
çàâèñÿùåé îò α, θ, ε è A.

Ñ ñëó÷àå çíà÷åíèé α áëèçêèõ ê íóëþ ñïðàâåäëèâ áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü 0 < α < 1/9, 0 < θ 6 2/5 − (3/5)α, ìíîæåñòâî E è ÷èñëà
ε,Q,A óäîâëåòâîðÿþò òåì æå îãðàíè÷åíèÿì, ÷òî è â Òåîðåìå 1.1. Òîãäà íåðàâåí-
ñòâî ∑

q6Q

max
(a,q)=1

∣∣∣∣ ∑
X6p<2X
p≡a(mod q)

p∈E

1− 1

ϕ(q)

∑
X6p<2X
p∈E

1

∣∣∣∣ 6 cX

(logX)A
(1.11)

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî X > X0(α, θ, ε, A) ñ ïîñòîÿííîé c > 0, çàâèñÿùåé îò α, θ, ε
è A.

Çàìå÷àíèå 1.1. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ÷èñåë n ñ óñëîâèåì
{nα} < σ ïðè ëþáîì 0 < σ 6 1, íî, êàê è â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ, ìû îãðàíè÷èâà-
åìñÿ ëèøü ñëó÷àåì σ = 1/2.
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Òåîðåìû 1.1 è 1.2 âûâîäÿòñÿ èç âåðõíèõ îöåíîê ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóìì âèäà (1.9)
ïî åäèíîé ñõåìå. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñãëàæèâàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè èíòåðâàëà

[
0; 1/2

)
¾ñòàêàí÷èêàìè¿ Âèíîãðàäîâà.

×åòâåðòàÿ è ïÿòàÿ ãëàâû ïîñâÿùåíû âûâîäó íåîáõîäèìûõ îöåíêîê äëÿ ñóì-
ìû (1.9). Â ñëó÷àå Òåîðåìû 1.1 òàêóþ îöåíêó äàåò

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü α > 0 � ôèêñèðîâàííîå íåöåëîå ÷èñëî, θ, ε, C � ôèêñèðîâàí-
íûå êîíñòàíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì 0 < ε < θ 6 1/3, ε < α/100, C > 1,
è ïóñòü 1 6 h 6 (logX)C, 2 < Q 6 Xθ−ε. Òîãäà äëÿ ñóììû

T =
∑
q6Q

max
(a,q)=1

∣∣∣∣ ∑
X6p<2X
p≡a(mod q)

e
(
hpα
)∣∣∣∣

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
T � X1−ε3/(3α2),

ãäå ïîñòîÿííàÿ â çíàêå � çàâèñèò îò α, θ, ε è C.

Çàìå÷àíèå 1.2. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà óñòàíîâëåíî áîëåå òî÷íîå íåðàâåíñòâî, èìåí-
íî, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî q 6 Q

max
(a,q)=1

∑
X6p<2X

p≡a (mod q)

e
(
hpα
)
� X1−δ−ε3/(3α2)

q

ïðè ëþáîì 0 < δ 6 ε3/(50α2).

Âûâîä Òåîðåìû 1.3 ñîäåðæèòñÿ â ÷åòâåðòîé ãëàâå. Îí ñîñòîèò â ñâåäåíèè èñ-
õîäíîé ñóììû ïî ïðîñòûì ê ñóììå ïî ïîñëåäîâàòåëüíûì öåëûì ÷èñëàì ïðîìåæóò-
êà [X; 2X): ∑

X6n<2X
n≡a (mod q)

Λ(n)e
(
hnα

)
, (1.12)

ãäå Λ(n) � ôóíêöèÿ Ìàíãîëüäòà, ðàâíàÿ log p ïðè n = pk, è íóëþ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Îíà ðàçáèâàåòñÿ äàëåå íà ïîäñóììû âèäà

W =
∑

M6m<2M

αm
∑

N6n<2N
mn≡a(mod q)

βne
(
h(mn)α

)
, (1.13)

ãäå MN ≈ X, αm, βn � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû (âîîáùå ãîâîðÿ,
íåãëàäêèå). Ñóììû (1.13) îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ â çàâèñèìîñòè
îò âåëè÷èíû M è N . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìûå âåðõíèå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ
ïðèìåíåíèåì òåîðåìû âàí äåð Êîðïóòà îá îöåíêå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû ïî
k-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â ýêñïîíåíòå (ñì. [35, Ãë. 1, Òåîðåìà 5] èëè [15, Ãë. 2,
Òåîðåìà 9]), ëèáî å¼ óñèëåííûì àíàëîãîì [21].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1.2 íåîáõîäèìóþ îöåíêó äàåò
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Òåîðåìà 1.4. Ïðè α, θ, ε, A, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèÿì Òåîðåìû 1.2, h è C,
óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèÿì Òåîðåìû 1.3, äëÿ X ≥ X0(α, θ, ε, A), 2 < Q ≤ Xθ−ε

è ñóììû

T =
∑
q6Q

max
(a,q)=1

∣∣∣∣ ∑
X6p<2X
p≡a(mod q)

e
(
hpα
)∣∣∣∣

ñïðàâåäëèâà îöåíêà
T � X(logX)−A,

ãäå ïîñòîÿííàÿ â çíàêå � çàâèñèò îò α, θ, ε, A è C.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ â ïÿòîé ãëàâå. Îíî îñíîâàíî íà ðàç-
áèåíèè èñõîäíîé ñóììû ïî ïðîñòûì íà ïîäñóììû óæå òðåõ òèïîâ: ïåðâûå äâà ïî-
äîáíû (1.13), òîãäà êàê ñóììà òðåòüåãî òèïà èìååò âèä

WIII =
∑

M6m<2M

f1(m)
∑

N6n<2N

f2(n)
∑

K6k<2K
mnk≡a (mod q)

f3(k)e
(
h(mnk)α

)
,

ãäå MNK ≈ X, f1, f2, f3 � ãëàäêèå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè. Òàêîå ðàçáèåíèå ïîçâî-
ëÿåò âûèãðàòü â äîïóñòèìîì ðàçìåðå ðàçíîñòè ïðîãðåññèè q çà ñ÷åò áîëüøåé ñâîáî-
äû â âûáîðå ïàðàìåòðîâ. Îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ òàêæå ìåòîäîì âàí äåð Êîðïóòà (äëÿ
ñóìì ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ), ëèáî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà
è îöåíîê ñóìì Êëîîñòåðìàíà.

Øåñòàÿ ãëàâà ðàáîòû ïîñâÿùåíà âûâîäó îöåíêè âèäà (1.8) äëÿ ìàëûõ ïðîìå-
æóòêîâ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè èç E. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü E � ìíîæåñòâî èç Òåîðåìû 1.1, 0 < α < 1, q1, q2, . . . , qn, . . .
âñå ïðîñòûå èç E, çàíóìåðîâàííûå â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

lim inf
n→+∞

(qn+1 − qn) 6 2 176 652,

lim inf
n→+∞

(qn+2 − qn) 6 3 130 607 572,

lim inf
n→+∞

(qn+m − qn) 6 9 700m3e6m

ïðè ëþáîì m > 3.

Çàìå÷àíèå 1.3. Âñå òðè îöåíêè ìîæíî óòî÷íèòü ïðè α < 1/9 èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 1.2
âìåñòî Òåîðåìû 1.1 â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå äîêàçàòåëüñòâà, íî äëÿ åäèíîîáðàçèÿ
â ðàáîòå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ëèøü ïðèìåíåíèåì áîëåå ñëàáîãî ðåçóëüòàòà.

Çàìå÷àíèå 1.4. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí è â ñëó÷àå íåöåëîãî
α > 1. Îäíàêî ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë îñëîæ-
íÿåòñÿ ìàëîé äëèíîé ïðîìåæóòêîâ èç ìíîæåñòâà E, ïîýòîìó â ðàáîòå ìû îãðàíè÷è-
âàåìñÿ ëèøü ñëó÷àåì 0 < α < 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà ìåòîäå ðåøåòà Ñåëüáåðãà�Ìàéíàðäà�
Òàî [30].

Áëàãîäàðíîñòè. Õî÷ó âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-
êîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ì. À. Êîðîëåâó çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó, ìíîæåñòâî
ïîëåçíûõ ñîâåòîâ, ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ðàáîòû è òåðïåíèå. Òàêæå õî÷ó ïîáëàãîäà-
ðèòü ïðîôåññîðà Ì. Ðàäçèâèëëà çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ è ñîâåòû. Êðîìå òîãî,
àâòîð ïðèçíàòåëåí äèðåêòîðó Ôèçòåõ-øêîëû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìà-
òèêè ÌÔÒÈ ïðîôåññîðó À. Ì. Ðàéãîðîäñêîìó çà ïîääåðæêó è âíèìàíèå.



Ëèòåðàòóðà

[1] È. Ì. Âèíîãðàäîâ, ¾Íåêîòîðîå îáùåå ñâîéñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë¿,
Ìàò. Ñá., 7(49), �2 (1940), 365�372.

[2] Þ. Â. Ëèííèê, ¾Îá îäíîé òåîðåìå òåîðèè ïðîñòûõ ÷èñåë¿, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 47, �1
(1945), 7�8.

[3] Ð. Ì. Êàóôìàí, ¾Î ðàñïðåäåëåíèè {√p}¿, Ìàò. Çàìåòêè, 26, �4 (1979), 497�
504.

[4] A. Balog, ¾On the fractional parts of pθ¿, Arch. Math. (Basel), 40, �5 (1983),
434�440.

[5] G. Harman, ¾On the distribution of
√
p modulo one¿, Mathematika, 30 �1 (1983),

104�116.

[6] Ñ. À. Ãðèöåíêî, ¾Îá îäíîé çàäà÷å È. Ì. Âèíîãðàäîâà¿, Ìàò. Çàìåòêè, 39, �5
(1986), 625�640.

[7] X. M. Ren, ¾Vinogradov's exponential sum over primes¿, Acta Arith., 124, �3
(2006), 269�285.

[8] È. Ì. Âèíîãðàäîâ, ¾Îöåíêà îäíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû ïî ïðîñòûì ÷èñ-
ëàì¿, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 23, �2 (1959), 157�164.

[9] D. Leitmann, ¾On the uniform distribution of some sequences¿, J. London Math.
Soc. (2), 14, �3 (1976), 430�432.

[10] I. Stux, ¾On the uniform distribution of prime powers¿, Communic. Pure and Appl.
Math., 27, �6 (1974), 729�740.

[11] D. Wolke, ¾Zur Gleichverteilung einiger Zahlenfolgen¿, Math. Z., 142, �2 (1975),
181�184.

[12] Å. Ï. Ãîëóáåâà, Î. Ì. Ôîìåíêî, ¾Î ðàñïðåäåëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bp3/2}
ïî ìîäóëþ 1¿, Çàï. Íàó÷í. Ñåì. ËÎÌÈ, 91 (1979), 31�39.

[13] R. Baker, G. Kolesnik, ¾On the distribution of pα modulo one¿, J. Reine Angew.
Math., 356 (1985), 174�193.

[14] X. Cao, W. Zhai, ¾On the distribution of pα modulo one¿, J. Theor. Nombres
Bordeaux., 11, �2 (1999), 407�423.

13



14

[15] Ì. Å. ×àíãà, ¾Ïðîñòûå ÷èñëà â ñïåöèàëüíûõ ïðîìåæóòêàõ è àääèòèâíûå çàäà÷è
ñ òàêèìè ÷èñëàìè¿, Ìàò. Çàìåòêè, 73 �3 (2003), 423�436.

[16] E. Bombieri, ¾Le grand crible dans la theorie analytique des nombres¿, Ast�erisque
�18 (1987).

[17] À. È. Âèíîãðàäîâ, ¾Î ïëîòíîñòíîé ãèïîòåçå L-ðÿäîâ Äèðèõëå¿, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ.
Ñåð. ìàòåì., 29, �4 (1965), 903�934.

[18] D. I. Tolev ¾On a theorem of Bombieri-Vinogradov type for prime numbers from a
thin set¿, Acta Arith., 81, �1 (1997), 57�68.

[19] Ñ. À. Ãðèöåíêî, Í. À. Çèí÷åíêî, ¾Îá îöåíêå îäíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóì-
ìû ïî ïðîñòûì ÷èñëàì¿, Íàó÷íûå âåäîìîñòè Áåëãîðîäñêîãî ãîñ. óí-òà. Ñåðèÿ:
Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà., 30, �5(148) (2013), 48�52.

[20] Í. Í. Ìîòüêèíà, ¾Î ïðîñòûõ ÷èñëàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà íà êîðîòêèõ ïðîìåæóò-
êàõ¿, Ìàò. Çàìåòêè, 79, �6 (2006).

[21] D. R. Heath-Brown, ¾A new kth derivative estimate for exponential sums via
Vinogradov's mean value¿, Proc. Steklov Inst. Math., 296 (2017), 88�103; https:
//arxiv.org/abs/1601.04493

[22] H. Maier, ¾Small di�erences between prime numbers¿,Michigan Math. J., 35 (1988),
323�344.

[23] D. Goldston, Y. Motohashi, J. Pintz, C. Yildirim, ¾Small gaps between primes exist¿,
Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci., 82, �4 (2006), 61�65; https://arxiv.org/
abs/math/0505300

[24] D. Goldston, J. Pintz, C. Yildirim, ¾Primes in tuples. I¿, Ann. Math. (2), 170, �2
(2009), 819�862; https://arxiv.org/abs/math/0508185

[25] D. Goldston, J. Pintz, C. Yildirim, ¾Primes in tuples. II¿, Acta Math., 204 �1
(2010), 1�47; https://arxiv.org/abs/0710.2728

[26] D. Goldston, J. Pintz, C. Yildirim, ¾Primes in tuples. III. On the di�erence pn+ν −
pn¿, Funct. Approx. Comment. Math., 35 (2006), 79�89.

[27] D. Goldston, J. Pintz, C. Yildirim, ¾Primes in tuples IV: Density of small gaps
between consecutive primes¿, Acta Arith., 160, �1 (2013), 37�53; https://arxiv.
org/abs/1103.5886

[28] J. Pintz, ¾A new bound for small gaps between consecutive primes¿, in 27th Journees
Arithmetiques. Programme and Abstract Book. Vilnius University, 2011. p.51.

[29] Y. Zhang, ¾Bounded gaps between primes¿, Ann. Math. (2), 179 �3 (2014), 1121�
1174.

[30] J. Maynard, ¾Small gaps between primes¿, Ann. Math. (2), 181, �1 (2015), 383�
413; https://arxiv.org/abs/1311.4600

https://arxiv.org/abs/1601.04493
https://arxiv.org/abs/1601.04493
https://arxiv.org/abs/math/0505300
https://arxiv.org/abs/math/0505300
https://arxiv.org/abs/math/0508185
https://arxiv.org/abs/0710.2728
https://arxiv.org/abs/1103.5886
https://arxiv.org/abs/1103.5886
https://arxiv.org/abs/1311.4600


15

[31] D. H. J. Polymath, ¾Variants of the Selberg sieve, and bounded intervals containing
many primes¿, Res. Math. Sci., 1 (2014), art. 12, 83 pp.; https://arxiv.org/abs/
1407.4897

[32] J. Maynard, ¾Dense clusters of primes in subsets¿, Compos. Math., 152 �7 (2016),
1517�1554; https://arxiv.org/abs/1412.5029

[33] J. Benatar, ¾The existence of small prime gaps in subsets of the integers¿, Int. J.
Number Theory, 11, �3 (2015), 801�833; https://arxiv.org/abs/1305.0348

[34] X. Shao, J. Ter�av�ainen, ¾The Bombieri-Vinogradov theorem for nilsequences¿,
preprint at https://arxiv.org/abs/2006.05954.

[35] À. À. Êàðàöóáà, Îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, (Ì.: Íàóêà), 1983.

[36] È. Ì. Âèíîãðàäîâ, ¾Íîâàÿ îöåíêà ôóíêöèè ζ(1 + it)¿, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð.
ìàòåì., 22, �2 (1958), 161�164.

[37] Í. Ì. Êîðîáîâ, ¾Îöåíêè ñóìì Âåéëÿ è ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë¿, Äîêë.
ÀÍ ÑÑÑÐ, 123, �1 (1958), 28�31.

https://arxiv.org/abs/1407.4897
https://arxiv.org/abs/1407.4897
https://arxiv.org/abs/1412.5029
https://arxiv.org/abs/1305.0348
https://arxiv.org/abs/2006.05954

