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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êðàåâûì çàäà÷àì â îãðàíè÷åííûõ
è íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ

Bxu(x, y)− ∂α

∂yα
u(x, y) = f(x, y), (1)

ãäå u(x, y) � ôóíêöèÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ;

Bx =
∂2

∂x2
+
b

x

∂

∂x

� îïåðàòîð Áåññåëÿ, ∂α

∂yα � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà 0 < α 6 1 ñ íà-
÷àëîì â òî÷êå y = 0, êîòîðàÿ ïîíèìàåòñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñìûñ-
ëîâ: ∂α

∂yα = Dα
0y � ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, ∂α

∂yα = ∂α0y � ïðîèçâîäíàÿ
Êàïóòî (èçâåñòíàÿ òàêæå êàê ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà�Êàïóòî).

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ îòíîñÿòñÿ ê êëàññó âûðîæäàþùèõñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà âûñ-
òóïàþò â êà÷åñòâå îñíîâû ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ,
ïðîòåêàþùèõ â ñðåäàõ ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé.

Óðàâíåíèå (1) ïðè α = 1, òî åñòü

uxx(x, y) +
b

x
ux(x, y)− uy(x, y) = f(x, y), (2)

ñîâïàäàåò ñ íàçâàííûì È.À.Êèïðèÿíîâûì1 B -ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì
è ïðèìûêàåò ê óðàâíåíèÿì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñî çíàêîïåðåìåííîé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé, ðàññìîòðåííûì À.Ì.Íàõóøåâûì2.

Êðàåâûå çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé è íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòÿõ äëÿ óðàâíå-
íèÿ (2) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b ðàññìàòðèâàëè ìíîãèå
àâòîðû. Íàïðèìåð, â ðàáîòå V.Alexiades3 äëÿ íåãî ðåøåíû ïåðâàÿ, âòîðàÿ è
òðåòüÿ êðàåâûå çàäà÷è â îáëàñòè ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé, â ðàáîòå D.Calton4

1Êèïðèÿíîâ È.À. Ñèíãóëÿðíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è. Ì.: Íàóêà. Ôèçìàòëèò, 1997. 208 ñ.
2Íàõóøåâ À.Ì. Î ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî çíàêîïå-

ðåìåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 1973. Ò. 9, � 1. Ñ. 130-135.
3Alexiades V. Generalized axially symmetric heat potentials and singular parabolic initial boundary value

problems // Archive for Rational Mechanics and Analysis. 1982. V. 79, Issue 4. pp. 325�350.
4Calton D. Cauchy's problem for a singular parabolic partial di�erential equation // Di�. Equations. 1970.

V. 8, � 2. pp. 250�257.
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èññëåäîâàíà çàäà÷à Êîøè. Óðàâíåíèå âèäà (2), íåêîòîðûå åãî ìíîãîìåðíûå
îáîáùåíèÿ è óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê íåìó, ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ
ß.È.Æèòîìèðñêîãî5, Ñ.À.Òåðñåíîâà6, Þ.Ï. Ãîðüêîâà7, M.S.Kepinski8, 9,
M.Gevrey10, 11, O.Arena12, C.D. Pagani13 è äðóãèõ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îïåðàòîð Áåññåëÿ, íàèáî-
ëåå ïîäðîáíî è ïîëíî èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ È.À.Êèïðèÿíîâà è åãî ó÷åíè-
êîâ 1, 14, 15. Ñëåäóåò îòìåòèòü ïîëó÷åííûå Â.Â.Êàòðàõîâûì è Ñ.Ì.Ñèòíè-
êîì16, Ñ.Ì.Ñèòíèêîì è Ý.Ë.Øèøêèíîé17 âåñüìà âàæíûå ðåçóëüòàòû ïî ïðè-
ìåíåíèþ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ, â ÷àñòíîñòè, ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà b = 0, 0 < α < 2, óðàâíåíèå (1) ñîâïàäàåò ñ äèôôóçèîí-
íî-âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Ðàçëè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåãî, à òàêæå äëÿ
ìíîãîìåðíûõ åãî îáîáùåíèé, áîãàòî è îáñòîÿòåëüíî èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ
ìíîãèõ àâòîðîâ.

À.Í.Êî÷óáåé è Ñ.Ä.Ýéäåëüìàí18 èññëåäîâàëè çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèô-
ôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Êàïóòî.

Ïåðâàÿ, âòîðàÿ è ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà÷è â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
äëÿ äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, à

5Æèòîìèðñêèé ß.È. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè òèïà Áåññåëÿ // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. 1955. Ò. 36(78), � 2. Ñ. 299�310.
6Òåðñåíîâ Ñ.À. Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Ì.: Íàóêà. Ñèáèð-

ñêîå îòäåëåíèå, 1985. 105 ñ.
7Ãîðüêîâ Þ.Ï. Ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåíèåì //

Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå. 2005. Ò. 6. Ñ. 66�70.
8Kepinski S. Integration der Di�erentialgleichung ∂2j

∂ξ2 −
1
ξ
∂j
∂t = 0 // Bull. Int. de l'Acad. des Sci. de Cracovie.

1905. pp. 198�205.
9Kepinski S. Über die Di�erentialgleichung ∂2z

∂x2 + m+1
x

∂z
∂x −

n
x
∂z
∂t = 0 // Math. Ann. 1905. V. 61, Issue 3.

pp. 397�405.
10Gevrey M. Sur les �equations aux d�eriv�ees Partielles du type parabolique // Journal de math�ematiques pures

et appliqu�ees. 1913. 6 e s�erie. V. 9. pp. 305�476.
11Gevrey M. Sur les �equations aux d�eriv�ees Partielles du type parabolique (suite) // Journal de math�ematiques

pures et appliqu�ees. 1914. 6 e s�erie. V. 10. pp. 105�148.
12Arena O. On a Singular Parabolic Equation Related to Axiallly Symmetric Heat Potentials // Annali di

Mat. Pura Appl. 1975. Ser. IV. 105. pp. 347�393.
13Pagani C.D. On the parabolic equation and a related one // Ann. Mat. Pura ed Appl. 1974. T. 99, � 4.

pp. 333�339.
14Êèïðèÿíîâ È.À., Êàòðàõîâ Â.Â., Ëÿïèí Â.Ì. Î êðàåâûõ çàäà÷àõ â îáëàñòÿõ îáùåãî âèäà äëÿ ñèíãó-

ëÿðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé // ÄÀÍ ÑÑÑÐ. 1976. Ò. 230, � 6. Ñ. 1271�1274.
15Êèïðèÿíîâ È.À., Êóëèêîâ À.À. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðîöåññàìè, îïèñûâàåìûìè ñèíãóëÿðíûìè

óðàâíåíèÿìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1994. Ò. 30, � 11. Ñ. 1982�1987.
16Êàòðàõîâ Â.Â., Ñèòíèê Ñ.Ì. Ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèíãóëÿðíûõ

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. 2018. Ò. 64, � 2.

Ñ. 211�426.
17Ñèòíèê Ñ.Ì., Øèøêèíà Ý.Ë. Ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2018. 246 ñ.
18Êî÷óáåé À.Í., Ýéäåëüìàí Ñ.Ä. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà //

Äîêëàäû ÀÍ. 2004. Ò. 394, � 2. Ñ. 159�161.
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òàêæå çàäà÷à Êîøè äëÿ íåãî è ìíîãîìåðíîãî äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Äæðáàøÿíà�Íåðñåñÿíà èññëåäîâàíû À.Â.Ïñõó19, 20, 21, 22.

À.À.Âîðîøèëîâ è À.À.Êèëáàñ23, 24 ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïîñòðîèëè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìíîãîìåðíîãî äèôôóçèîííî-
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ è Êàïóòî.

Çàäà÷à Êîøè è ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â ïîëóáåñêîíå÷íîé îáëàñòè äëÿ
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ èññëåäîâàíû Ñ.Õ. Ãåê-
êèåâîé25, 26. Ì.Î.Ìàì÷óåâûì27 ïîñòðîåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå è èññëå-
äîâàíà çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Óðàâíåíèå äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà è íåêîòîðûå
åãî îáîáùåíèÿ ðàññìàòðèâàëè òàêæå F. Mainardi, Yu. Luchko, G. Pagnini28 è
ìíîãèå äðóãèå.

Óðàâíåíèå âèäà (1), à èìåííî óðàâíåíèå

D
2/dw
0t P (r, t) =

1

r ds−1
∂

∂r

(
r ds−1

∂P (r, t)

∂r

)
,

ãäå dw è ds õàðàêòåðèçóþò ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ñðåäû, P (r, t) � ïëîò-
íîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t, áûëî
ïðåäëîæåíî R.Metzler, W.G.Gl�ockle, T. F.Nonnenmacher29 äëÿ îïèñàíèÿ ïðî-
öåññîâ ïåðåíîñà â ñðåäàõ, èìåþùèõ ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü.

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèé âèäà (1) âûçâàí èõ ïðèëîæåíèÿìè ïðè
ðåøåíèè äèôôóçèîííûõ çàäà÷ ôèçèêè, õèìèè è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ íàóê.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì

19Ïñõó À.Â. Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì ôóíêöèè

Ãðèíà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2003. Ò. 39, � 10. Ñ. 1430�1433.
20Ïñõó À.Â. Ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà // Äèôôåðåíö.

óðàâíåíèÿ. 2003. Ò. 39, � 9. Ñ. 1286-1289.
21Ïñõó À.Â. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ì.: Íàóêà, 2005. 199 c.
22Ïñõó À.Â. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2009. Ò. 73, � 2. Ñ. 141�182
23Âîðîøèëîâ À.À., Êèëáàñ À.À. Çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíîé ïðî-
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Áåññåëÿ è ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìåòîäà ôóíêöèè Ãðèíà, ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òåîðèè
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è òåîðèè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå èññëåäîâàíû îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, äåéñòâóþùèì ïî ïðîñ-
òðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, è ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ è
Êàïóòî ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó,
ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Òåîðåìà îá îáùåì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ è ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
äðîáíîãî ïîðÿäêà.

2. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïåðâîé, âòîðîé è
ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ è ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà.
Ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Ãðèíà.

3. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ è ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà.

4. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ïåðâîé è âòîðîé êðàåâûõ çàäà÷ â íåîãðàíè÷åííûõ
îáëàñòÿõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ è ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà.

5.Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â íåîãðàíè-
÷åííûõ îáëàñòÿõ â êëàññàõ ôóíêöèé áûñòðîãî ðîñòà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå
ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ñðåäàõ ñ
ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-
ëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî ïðîáëåìàì ñîâðåìåííîãî àíà-
ëèçà, èíôîðìàòèêè è ôèçèêè Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìà-
òèçàöèè Êàáàðäèíî-Áàëêàðñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê
(ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ) (ðóêîâîäèòåëü � ä.ô.-ì.í., ïðîô. À.Ì.Íàõóøåâ), íà
çàñåäàíèÿõ îòäåëà Äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü �
ä.ô.-ì.í., äîö. À.Â.Ïñõó), íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû Îáùåé ìàòåìàòè-
êè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà (ðóêîâîäèòåëü � ä.ô.-ì.í.,
ïðîô. È.Ñ.Ëîìîâ), íà ñåìèíàðå ¾Èçáðàííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
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ëèçà¿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ èì.Ñ.Ë.Ñîáîëåâà (ðóêîâîäèòåëü �
ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ã.Â.Äåìèäåíêî), íà çàñåäàíèÿõ îòäåëà ÑÀÏÐ ñìåøàííûõ
ñèñòåì è óïðàâëåíèÿ ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü � ê.ô.-ì.í., äîö.
À.Õ.Àòòàåâ), íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî àêòóàëüíûì ïðîáëå-
ìàì ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü � ê.ô.-ì.í.
À.À.Àëèõàíîâ), íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ
¾Cîâðåìåííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè
è èíôîðìàòèêè¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè àêàäåìèêà À.À.Ñàìàðñêîãî (Íàëü-
÷èê, 2014 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé Ðîññèéñêî-Êèòàéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòó-
àëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè¿ (Ýëüáðóñ, 2015 ã.), íà
Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû òåîðèè óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè À.Â.Áèöàäçå (Ìîñêâà,
2016 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè¿ (Ýëüáðóñ, 2017 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé
øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Ñîáîëåâñêèå ÷òåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 110-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà (Íîâîñèáèðñê, 2018 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 16 ðà-
áîòàõ, èç íèõ ðàáîòû [1]-[6] � â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåí-
äîâàííûõ ÂÀÊ äëÿ ïóáëèêàöèè îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèé
íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, îáúåäèíÿþùèõ 13 ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû
èç 107 íàèìåíîâàíèé è ñîäåðæèò 2 ðèñóíêà. Îáùèé îáúåì ñîñòàâëÿåò 125
ñòðàíèö.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî âîïðîñàì, ñâÿçàííûì
ñ òåìîé äèññåðòàöèè, ïîêàçàíà àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèé, èçëàãàåòñÿ
êðàòêîå ñîäåðæàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ
ðàáîòû ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, òåîðèè äðîáíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ è òåîðèè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â � 1.1 ïðèâîäÿòñÿ îïðåäå-
ëåíèÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãàììà-ôóíêöèè Γ(z), áåòà-ôóíêöèè B(α, β),

öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé Jν(z), Iν(z), Kν(z), ôóíêöèè Ðàéòà φ (ρ, δ; z),

ôóíêöèè òèïà Ìèòòàã-Ëåôôëåðà E 1
ρ
(z;µ). Â ýòîì ïàðàãðàôå òàêæå èçó÷å-

íû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè

J ρ, µ, σ
r (z) = H 2, 1

2, 3

[
z2

4

∣∣∣∣ ( 1− σ/2, 1
)
,
(
µ− ρ σ/2, ρ

)(
r/2, 1

)
,
(

1− σ/2, 1
)
,
(
− r/2, 1

) ] , (3)
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ãäå H 2,1
2,3 [...] � H-ôóíêöèÿ Ôîêñà. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå

ôîðìóëû, èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå è ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿ-
äà ôóíêöèè J ρ, µ, σ

r (z), îñíîâàííûå íà èçâåñòíûõ ñâîéñòâàõ H-ôóíêöèè. Èç
èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè (3) âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ öåëîãî ïîðÿäêà

d

dz
[z rJ ρ, µ, σ

r (z)] = z rJ ρ, µ, σ+1
r−1 (z),

d

dz

[
z−rJ ρ, µ, σ

r (z)
]

= −z−rJ ρ, µ, σ+1
r+1 (z),

ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

rJ ρ, µ, σ
r (z)− z d

dz
J ρ, µ, σ

r (z) = z J ρ, µ, σ+1
r+1 (z),

rJ ρ, µ, σ
r (z) + z

d

dz
J ρ, µ, σ

r (z) = z J ρ, µ, σ+1
r−1 (z)

è ôîðìóëà àâòîòðàíñôîðìàöèè

J ρ, µ, σ+2n
r (z) = (−1)nJ ρ, µ−nρ, σ

r (z), n = 0, 1, 2, ...

Â � 1.2 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â

ñìûñëå Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ Dγ
ay ïîðÿäêà γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è ñ êîíöîì

â òî÷êå y, îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ∂γay.

Â � 1.3 ïðèâîäèòñÿ èçâåñòíîå îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà èíòå-
ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ôóíêöèåé Ðàéòà â ÿäðå (ïðåîáðàçîâàíèå
Ñòàíêîâè÷à)30

Aα, µ v(y) =

∞∫
0

v(t) y µ−1 φ
(
−α, µ;− t y−α

)
dt, 0 < α < 1,

ãäå v(y) � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.
Â ñëó÷àå, êîãäà µ = 0, îáîçíà÷àåòñÿ Aα, 0 v(y) = Aα v(y). Åñëè ïðåîá-

ðàçîâàíèå Aα, µ ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ, òî ñ ïîìîùüþ íèæíåãî èíäåêñà îáîçíà÷àåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé
ïðîâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå. Íàïðèìåð, Aα, µ

y v(x, y).

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ îñíîâíûõ ñâîéñòâ
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Lu ≡ Bxu(x, y)−Dα
0yu(x, y) = f(x, y), (4)

30Ïñõó À.Â. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ì.: Íàóêà, 2005. 199 c.
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ãäå Bx = |x|−b ∂
∂x

(
|x| b ∂∂x

)
= ∂2

∂x2 + b
x

∂
∂x , |b| < 1, 0 < α 6 1, à òàêæå

ïîñòðîåíèþ îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ è ôóíêöèé Ãðèíà ïåðâîé, âòîðîé
è ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè.

Â � 2.1 ñòðîèòñÿ è èññëåäóþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4)

Γα, µ, β ≡ Γα, µ, β(x, ξ, y) = Aα, µ
y g(x, ξ, y), (5)

g(x, ξ, y) =
|xξ|β

4y
e−

x2+ξ2

4y

[
I−β

(
|xξ|
2y

)
+ sign(xξ) Iβ

(
|xξ|
2y

)]
,

ãäå β = (1−b)/2. Â ñëó÷àå µ = 0 îáîçíà÷àåòñÿ Γα, 0, β(x, ξ, y) = Γα, β(x, ξ, y).

Â � 2.2 äîêàçàíà òåîðåìà îá îáùåì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(4) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè.

Ïóñòü D = {(x, y) : r1 < x < r2, 0 < y < T}, Dy = {(ξ, η) : r1 < ξ < r2,

0 < η < y}, D̄ � çàìûêàíèå îáëàñòè D.

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) â îáëàñòè D íàçîâåì ôóíêöèþ
u = u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (4) â îáëàñòè D, è òàêóþ, ÷òî
y 1−αu ∈ C(D̄), Bxu, D

α
0yu ∈ C(D).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü y 1−αf(x, y) ∈ C(D̄), ϕ(x) ∈ C[r1; r2], ôóíêöèÿ

v = v(x, y; ξ, η) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) â îáëàñòè Dy ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

L∗v(x, y; ξ, η) ≡ Bξ v(x, y; ξ, η)−D α
yη v(x, y; ξ, η) = q(x, y; ξ, η),

ãäå η 1−αq ∈ L(Dy);

2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h(x) ∈ C[x1;x2], r1 6 x1 < x2 6 r2, âûïîë-

íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
η→y

x2∫
x1

|ξ| b h(ξ)D α−1
yη v(x, y; ξ, η) dξ = h(x), x1 < x < x2;

3) ôóíêöèÿ v íåïðåðûâíà â D̄× D̄y \ {y = η} âìåñòå ñ |ξ|bvξ, Dα
yηv è

y 1−αv, è äëÿ ëþáûõ òî÷åê (x, y) ∈ D è (ξ, η) ∈ Dy âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî |v(x, y; ξ, η)| 6 const · (y − η)αβ−1.

Åñëè ôóíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4),
èìååò íåïðåðûâíóþ è èíòåãðèðóåìóþ ïðîèçâîäíóþ ñ âåñîì |x| b ux(x, y)

âïëîòü äî ó÷àñòêîâ ãðàíèöû x = r1 è x = r2, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
y→0

D α−1
0y u(x, y) = ϕ(x), r1 < x < r2,
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òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ D èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

u(x, y) =

r2∫
r1

|ξ| b v(x, y; ξ, 0)ϕ(ξ) dξ+

+

y∫
0

[
|r2|b v(x, y; r2, η)uξ(r2, η)− |r1|b v(x, y; r1, η)uξ(r1, η)−

−|r2|b vξ(x, y; r2, η)u(r2, η) + |r1|b vξ(x, y; r1, η)u(r1, η)
]
dη+

+

r2∫
r1

y∫
0

|ξ| b [u(ξ, η) q(x, y; ξ, η)− v(x, y; ξ, η) f(ξ, η)] dη dξ.

Â � 2.3 â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Dr = {(x, y) : 0 < x < r, 0 < y < T}
èññëåäóåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ

Lu(x, y) = 0. (6)

Çàäà÷à 1. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Dr ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6),
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

lim
y→0

D α−1
0y u(x, y) = ϕ(x), 0 < x < r, (7)

u(0, y) = τ0(y), u(r, y) = τr(y), 0 < y < T,

ãäå ϕ(x), τ0(y) è τr(y) � çàäàííûå ôóíêöèè.

Ôóíêöèþ Gα, β(x, ξ, y − η), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

L∗Gα, β(x, ξ, y − η) = 0 (8)

è âìåñòå ñ óñëîâèÿìè 2) è 3) òåîðåìû 1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
ξ→0

Gα, β(x, ξ, y − η) = 0, Gα, β(x, r, y − η) = 0, y 6= η,

íàçîâåì ôóíêöèåé Ãðèíà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (6).
Ôóíêöèÿ Ãðèíà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ïðåäñòàâèìà â âèäå

Gα, β(x, ξ, y − η) =

=
2

r 2
xβξ β

(y − η) 1−α

∞∑
m=1

Jβ (λm x) Jβ (λm ξ)

J 2
1+β (λmr)

E 1
α

(
− λ2m (y − η)α;α

)
, (9)

ãäå λm � ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ Jβ(λmr) = 0, m = 1, 2, ..., çàíó-
ìåðîâàííûå â ïîðÿäêå èõ âîçðàñòàíèÿ.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕ(x) ∈ C[0, r], y 1−α τ0(y), y 1−α τr(y) ∈ C[0, T ] è

âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

lim
y→0

D α−1
0y τ0(y) = ϕ(0), lim

y→0
D α−1

0y τr(y) = ϕ(r).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 1 , ïðåäñòàâèìîå â âèäå

u(x, y) =

r∫
0

ξ 1−2β Gα, β(x, ξ, y)ϕ(ξ) dξ+

+

y∫
0

ξ 1−2β Gα, β
ξ (x, ξ, y − η)

∣∣
ξ=0

τ0(η) dη − r 1−2β
y∫

0

Gα, β
ξ (x, r, y − η) τr(η) dη,

ãäå Gα, β(x, ξ, y − η) îïðåäåëÿåòñÿ èç (9).

Â � 2.4 èññëåäóåòñÿ âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (6) â ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè Dr.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Dr ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6),
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì (7) è

lim
x→0

x b ux(x, y) = ν0(y), ux(r, y) = νr(y), 0 < y < T,

ãäå ν0(y) è νr(y) � çàäàííûå ôóíêöèè.

Ôóíêöèþ Gα, β(x, ξ, y), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8) è âìå-
ñòå ñ óñëîâèÿìè 2) è 3) òåîðåìû 1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
ξ→0

ξ bGα, β
ξ (x, ξ, y − η) = 0, Gα, β

ξ (x, r, y − η) = 0, y 6= η,

íàçîâåì ôóíêöèåé Ãðèíà âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (6).
Ôóíêöèÿ Ãðèíà âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è ïðåäñòàâèìà â âèäå

Gα, β(x, ξ, y − η) =

=
2

r 2
xβξ β

(y − η) 1−α

∞∑
m=1

J−β (λmx) J−β (λmξ)

J 2
−β (λmr)

E 1
α

(
− λ2m (y − η)α;α

)
, (10)

ãäå λm � ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ J 1−β (λmr) = 0, m = 1, 2, ...

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ϕ(x) ∈ C[0, r], y 1−α ν0(y), y 1−α νr(y) ∈ C[0, T ].

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 2 , ïðåäñòàâèìîå â âèäå

u(x, y) =

r∫
0

ξ 1−2β Gα, β(x, ξ, y)ϕ(ξ) dξ−
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−
y∫

0

Gα, β(x, 0, y − η) ν0(η) dη + r 1−2β
y∫

0

Gα, β(x, r, y − η) νr(η) dη,

ãäå ôóíêöèÿ Gα, β(x, ξ, y) îïðåäåëÿåòñÿ èç (10).
Â � 2.5 ïîñòðîåíû ôóíêöèè Ãðèíà è íàéäåíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé

äâóõ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (6) â îáëàñòè Dr.

Çàäà÷à 3. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Dr ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6),
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì (7) è

u(0, y) = τ0(y), ux(r, y) = νr(y), 0 < y < T.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Dr ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6),
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì (7) è

lim
x→0

x bux(x, y) = ν0(y), u(r, y) = τr(y), 0 < y < T.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷ â íåîãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòÿõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, ïðî-
èçâîäíûìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ è Êàïóòî.

Â � 3.1 èññëåäóåòñÿ çàäà÷à Êîøè â îáëàñòè Ω = {(x, y) : −∞ < x <∞,
0 < y < T} äëÿ óðàâíåíèÿ (4).

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) â îáëàñòè Ω áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ u = u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (4) â îáëàñòè Ω, è òàêóþ, ÷òî
y 1−αu ∈ C(Ω̄), Bxu, D

α
0yu ∈ C(Ω), Ω̄ � çàìûêàíèå îáëàñòè Ω.

Â ñëó÷àå, êîãäà f(x, y) ≡ 0 èññëåäîâàíà çàäà÷à Êîøè è äîêàçàíà ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 5.Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6), óäîâ-
ëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

lim
y→0

D α−1
0y u(x, y) = ϕ(x), −∞ < x <∞,

ãäå ϕ(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ϕ(x) ∈ C(−∞,∞) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
|x|→∞

ϕ(x) exp
(
−ρ |x|

2
2−α

)
= 0, ρ < (2− α) 2−

2
2−α (α /T )

α
2−α .

Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, y) =

∞∫
−∞

|ξ| 1−2β Γα, β(x, ξ, y)ϕ(ξ) dξ,
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ãäå Γα, β(x, ξ, y) îïðåäåëÿåòñÿ èç (5), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà-

÷è 5.
Ðåøåíèe åäèíñòâåííî â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè íåêî-

òîðîì ïîëîæèòåëüíîì k óñëîâèþ

lim
|x|→∞

y 1−α u(x, y) exp
(
− k |x|

2
2−α
)

= 0.

Â ýòîì ïàðàãðàôå òàêæå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè â ñëó÷àå, êîãäà f(x, y) 6≡ 0, è ïîêàçàíà íåóëó÷øàåìîñòü ïîêàçà-
òåëÿ ñòåïåíè â óñëîâèè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Â � 3.2 èññëåäóåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (6) â îáëàñòè
Ω+ = {(x, y) : 0 < x <∞, 0 < y < T}.

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6) â îáëàñòè Ω+ áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ u = u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (6) â îáëàñòè Ω+, è òàêóþ
÷òî y 1−αu ∈ C(Ω̄+), Bxu, D

α
0yu ∈ C(Ω+), Ω̄+ � çàìûêàíèå îáëàñòè Ω+.

Çàäà÷à 6. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6),
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

lim
y→0

D α−1
0y u(x, y) = ϕ(x), 0 < x <∞,

u(0, y) = τ(y), 0 < y < T,

ãäå ϕ(x) è τ(y) � çàäàííûå ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

K α, β(x, y) =
xβ y−αβ/2−1

2β Γ(β)
J α, α, 2+β

β

(
x

y α/2

)
, (11)

Gα, µ, β(x, ξ, y) = Aα, µ
y g(x, ξ, y), (12)

ãäå

g(x, ξ, y) =
xβξ β

2y
e−

x2+ξ2

4y Iβ

(
xξ

2y

)
.

Â ñëó÷àå µ = 0 áóäåì îáîçíà÷àòü Gα, 0, β(x, ξ, y) = Gα, β(x, ξ, y).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ϕ(x) ∈ C[0,∞), y 1−α τ(y) ∈ C[0, T ],

lim
x→∞

ϕ(x) exp
(
−ρ x

2
2−α

)
= 0, ρ < (2− α) 2−

2
2−α (α /T )

α
2−α , (13)

è âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ lim
y→0

D α−1
0y τ(y) = ϕ(0). Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, y) =

∞∫
0

ξ 1−2β Gα, β(x, ξ, y)ϕ(ξ) dξ +

y∫
0

K α, β(x, y − η) τ(η) dη,
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ãäå Gα, β(x, ξ, y) îïðåäåëÿåòñÿ èç (12), K α, β(x, y) � èç (11), ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
ëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 6.

Ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè íåêî-

òîðîì ïîëîæèòåëüíîì k óñëîâèþ

lim
x→∞

y 1−α u(x, y) exp
(
− k x

2
2−α
)

= 0. (14)

Â � 3.3 èññëåäóåòñÿ âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â îáëàñòè Ω+ .
Çàäà÷à 7. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6),

óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

lim
y→0

D α−1
0y u(x, y) = ϕ(x), 0 < x <∞,

lim
x→0

x b ux(x, y) = ν(y), 0 < y < T,

ãäå ϕ(x) è ν(y) � çàäàííûå ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

K α, β(x, y) = − xβ y αβ/2−1

2 1−β Γ(1− β)
J α, α, 2−β
−β

(
x

y α/2

)
, (15)

Gα, µ, β(x, ξ, y) = Aα, µ
y g(x, ξ, y), (16)

ãäå

g(x, ξ, y) =
xβξ β

2y
e−

x2+ξ2

4y I−β

(
xξ

2y

)
.

Â ñëó÷àå µ = 0 áóäåì îáîçíà÷àòü Gα, 0, β(x, ξ, y) = Gα, β(x, ξ, y).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ϕ(x) ∈ C[0,∞), y 1−αν(y) ∈ C[0, T ] è âûïîëíåíî

óñëîâèå (13). Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, y) =

∞∫
0

ξ 1−2β Gα, β(x, ξ, y)ϕ(ξ) dξ +

y∫
0

K α, β(x, y − η) ν(η) dη,

ãäå Gα, β(x, ξ, y) îïðåäåëÿåòñÿ èç (16), K α, β(x, y) � èç (15), ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
ëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 7.

Ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (14).

Â � 3.4 èññëåäóþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ äëÿ
óðàâíåíèÿ

Bxu(x, y)− ∂α0yu(x, y) = 0, (17)

ãäå |b| < 1, 0 < α 6 1.
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Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (17) â îáëàñòè Ω áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ u = u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (17) â îáëàñòè Ω, è òàêóþ,
÷òî u ∈ C(Ω̄), Bxu, ∂

α
0yu ∈ C(Ω).

Çàäà÷à 8. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x <∞,

ãäå ϕ(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4

è óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïî ïåðåìåííîé x. Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, y) =

∞∫
−∞

|ξ| 1−2β Γα, 1−α, β(x, ξ, y)ϕ(ξ) dξ,

ãäå Γα, 1−α, β(x, ξ, y) îïðåäåëÿåòñÿ èç (5), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì

çàäà÷è 8.

Ðåøåíèe åäèíñòâåííî â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè íåêî-

òîðîì ïîëîæèòåëüíîì k óñëîâèþ

lim
|x|→∞

u(x, y) exp
(
− k |x|

2
2−α
)

= 0.

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (17) â îáëàñòè Ω+ áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèþ u = u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (17) â îáëàñòè Ω+, è
òàêóþ, ÷òî u ∈ C(Ω̄+), Bxu, ∂

α
0yu ∈ C(Ω+).

Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â îáëàñòè Ω+ äëÿ óðàâíåíèÿ (17) ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 9. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17),
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x <∞, u(0, y) = τ(y), 0 < y < T.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ C[0,∞) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ãåëüäåðà ïî ïåðåìåííîé x, τ(y) ∈ C[0, T ], ϕ(0) = τ(0) è âûïîëíåíî óñëîâèå

(13). Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, y) =

∞∫
0

ξ 1−2β Gα, 1−α, β(x, ξ, y)ϕ(ξ) dξ +

y∫
0

K α, β(x, y − η) τ(η) dη,

ãäå Gα, 1−α, β(x, ξ, y) îïðåäåëÿåòñÿ èç (12), K α, β(x, y) � èç (11), ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 9.
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Ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè íåêî-

òîðîì ïîëîæèòåëüíîì k óñëîâèþ

lim
x→∞

u(x, y) exp
(
− k x

2
2−α
)

= 0. (18)

Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â îáëàñòè Ω+ äëÿ óðàâíåíèÿ (17) ñòàâèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 10. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17),
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x <∞, lim
x→0

x b ux(x, y) = ν(y), 0 < y < T.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ C[0,∞) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ãåëüäåðà ïî ïåðåìåííîé x, ν(y) ∈ C[0, T ] è âûïîëíåíî óñëîâèå (13). Òîãäà
ôóíêöèÿ

u(x, y) =

∞∫
0

ξ 1−2β Gα, 1−α, β(x, ξ, y)ϕ(ξ) dξ +

y∫
0

K α, β(x, y − η) ν(η) dη,

ãäå Gα, 1−α, β(x, ξ, y) îïðåäåëÿåòñÿ èç (16), K α, β(x, y) � èç (15), ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 10.

Ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (18).

Â � 3.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûì ìëàäøèì êîýôôèöèåí-
òîì, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ (4). Óñòàíàâëèâàåòñÿ óñëîâèå íà ìëàäøèé
êîýôôèöèåíò, ïðè êîòîðîì çàäà÷à Êîøè áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ñ âåñîì.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ñóäüáå çà ãîäû, ïðîâåäåííûå ðÿäîì ñ Àäàìîì

Ìàðåìîâè÷åì Íàõóøåâûì, çà òåïëîå îòíîøåíèå è âíèìàíèå ê ìîèì ðà-

áîòàì. Èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü âûðàæàþ ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-

òåëþ Àðñåíó Âëàäèìèðîâè÷ó Ïñõó, à òàêæå Îëåãó Èãîðåâè÷ó Ìàðè÷åâó çà

öåííûå ñîâåòû, ïîëåçíûå êîíñóëüòàöèè è íåîöåíèìóþ ïîìîùü ïðè âûïîë-

íåíèè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
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