
На правах рукописи 

Котова Ольга Викторовна 

А П П Р О К С И М А Т И В Н Ы Е С В О Й С Т В А 
Н Е К О Т О Р Ы Х М Е Т О Д О В С У М М И Р О В А Н И Я 

Р Я Д О В И ИНТЕГРАЛОВ Ф У Р Ь Е 

01.01.01. вещественный, комплексный н функциональный ангичнз 

АВТОРЕФЕРАТ 

диссертации на соискание ученой степени 
кандидата фнзико математических наук 

С 

1 М А Р 2017 

06653875 

Ростов на Дону 2017 



Работа выполнена в Донецком национгъчьном з'ниверснтете на кафедре мате-
матического анализа и дифференциальных уравнений, доработана в ФГАОУ 
ВО "Южный Федеральный университет" на кафедре дифференциальных и 
интегральных уравнений. 

Н ау ч и ы й ру ковод и те л ь: 
доктор фнзико математических наук, профессор 
Тригуб Роальд Михайлович 

Офтцн'тчьные оппоненты: 
Гольдмаи Михаил Львович, 
доктор фнзико математических наук, профессор, 
ФГАОУ ВО "Российский университет дружбы народов", 
профессор кафедры нелинейного аншшза 
и оптимизации 

Умархаджиев Салаудии Мусаевич, 
кандидат фнзико математических наук, доцент. 
Академия наук Чеченской Республики, 
заведующий отделом ирикладнон семиотики 

Ведущая организация: 
ФГБОУ ВО "Тульский государственный 
университет" 

Защи та состоится 24 апреля 2017 г. в 15:00 на заседании диссертационного 
совета Д 212.208.29 но адресу: 344090, г. Ростов-на-Дону, ул. Мильчакова, 8 а. 

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке ЮФУ но адресу: 344103, 
г. Ростов на Дону, ул. Р. Зорге, 21 ж, и в сети "Интернет"ио адресу 
Ь11р://1шЬ.81е<1и.ги/с11йз/апиоипсетеп1/08Ь12сае-0(15с-4а35-816е-099285е5е9ес1/. 

Автореферат разослан " / У " г. 

Ученый секретарь 
диссертационного совета 
Д 212.208.29 ^ Кряквин Вадим Донатович 



О Б Щ А Я Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А Р А Б О Т Ы 

Актуальность н степень разработанности темы исследования. 
В теории приближении функции, возникшей в трудах П. Л. Чебышева, 

К. Вейерштрасса, А. Лебега, С. Н. Бериштейна, Д. Джексона и Ш. Ж . Ва.,чле 
Пуссена, появились прямые и обратные теоремы о порядке (скорости) при-
ближения функций на прямой полиномами и целыми функциями эксиоиеици-
ально1'о типа в зависимости от гладкости функций и степени (типа). С. М. Ни-
кольский применил прямые и обратные теоремы для функций нескольких 
переменных к доказательству, в частности, теорем вложения. Появились про-
странства Никольского Бесова. Назовем монографии А. Ф. Тимаиа (1960) и 
С. М. Никольского (1977), которые неоднократно издава.,'1ись на английском 
языке. 

Гладкость функций измеряют обычно модулями гладкости разных поряд-
ков. Их свойства изуча,'1и А. Лебег, М. А. Marchand, О. В. Бесов, Р. М. Тригуб, 
Н. S. Shapiro, J. Вотан, M. Ф. Тимаи. Для определения томного порядка при-
ближения, особенно в кратном случае, введены сиециа.,'1ьные модули гладко-
сти, а затем и К функционалы, которые возникли (I. L. Lions, I. Petre) при ре-
ализации вещественного метода интерполяции пары банаховых пространств. 
См. монографии R. А. De Vore and G. G. Lorentz (1993), P. M. Тригуба и 
Э. С. Белинского (2004), В. К. Дзядыка и И. А. Шевчука (2008). 

В процессе аппроксимации линейные операторы можно без увеличения 
иогреишости заменять на сверточные операторы. Таким образом возникла 
задача исследования аппроксимативных свойств разных методов суммирова-
ния рядов и интегратов Фурье. Известны классические методы суммирова-
ния Абеля Пуассона, Фейера Джексона, Рогозинского Бериштейна, Гаусса 
Вейерштрасса, Бохиера Рисса, Марцинкевича и др. Вопрос о сравнении 
разных методов суммирования для индивидуальных функций но скорости 
с.ходимости возник еще в 1968 г. (П. S. Shapiro, Р. М. Тригуб). Еще ранее 
Р. М. Тригуб впервые нашел точный порядок (двусторонние оценки) при-
ближения некоторыми классическими методами суммирования рядов Фурье 
периодических функций одного переменного. Этой проблемой занима,тись 
В. В. Жук, Э. А. Стороженко, М. Ф. Тиман и В. Г. Нономаренко, Э. С. Белин-
C K i i i i , О. И. Кузнецова, Ю. Л. Носенко. А после статьи Z. Ditzian, К. G. Ivanov 
(1993) такие результаты стати называть "strong converse theorem". Назовем 
еще V. Totik, К. В. Руновский, X. L. Zhou, С. Г. Прибегни, Ю. С. Коломейцев, 
М. Л. Гольдман и А. В. Малышева. См. также список литературы в статье 
В. R. Draganov (Journal Appr. Theory, 2010). 

Двусторонние оценки приближения средними рядов и интегратов Фурье 
через мо;(ули гладкости дают, в частности, новые формулы для К функцио-



налов (ответ на вопрос, поставленный 3. Чесельскнм в Трудах МГ1АН, 1983). 
В диссертационной работе исследуются некоторые методы суммирования 

рядов и интегралов Фурье, а также некоторые общие вопросы теории при-
ближений функций. 

Цель и задачи работы. 
Объектом исследования в днссертацноннон работе являются некоторые 

методы суммирования рядов (метод Берннтгейна Стечкина) и ннтегргь'юв 
Фурье (приближение функции на прямой целыми функциями эксноненци-
гичыюго тина, а в случае функции нескольких переменных методы Гаусса 
Вейернгграсса, Бохнера Рнсса, Марцинкевича Рисса). 

Предметом исследования являются оценки сверху н снизу и точный поря-
док приближения периодических функций известными тригонометрическими 
иолиномами или, в случае функции на прямой, целыми функциями эксионен-
циа.-чьного типа не выше ст. 

Целью данной диссертационной работы является изучение аинроксима-
'пишых свойств некоторых методов суммирования рядов и интщ'ралов Фурье. 

Для реа.'1нзации поставленной цели в работе были сформулированы такие 
задачи: 

1) получить новые прямые, а для некоторых методов нрнближення н об-
ратные теоремы; 

2) исследовать вопрос об оценке снизу приближения периодических функ-
ций иолиномами Бернштейна Стечкина с помощью мо;1>'лей 1'ладкостн; 

3) найти точный порядок приближения периодических функций полино-
мами Бернштейна Стечкина; 

4) изучить аиироксимативные свойства методов Марцинкевича Рнсса, Га-
усса Вейернгграсса суммирования двойных рядов Фурье и найти точный по-
рядок нрнближення; 

5) найти точный порядок приближения нндив11дуа..чьных функций клас-
сическими методами суммирования Гаусса Вейернгграсса, Бохнера Рнсса и 
Марцинкевича Рисса интегралов Фурье в кратном случае. 

Научная новизна нолученных результатов. Все результаты диссер-
тационной работы, выносимые на защиту, являются новыми. В частности, 
обнаружено, что давно известный метод суммирования, указанный для улуч-
шения порядка сходимости С. Н. Берштейном, существенно отличается от 
всех классических методов, что сильно усложнило определение точного по-
рядка приближения. При этом предельно усилена общая оценка приближения 
сверху, найденная С. Б. Стечкиным. 

Теоретическая и практическая ценность. Все результаты диссерта-
ции относятся к области фундамен'пгльных исследований ио теории функций. 



Они носят теоретический характер, дополняют многочисленные исследова-
ния ряда авторов, могут быть нснользованы для получения новых прямых н 
обратных теорем приближения функции и для нахождения точного порядка 
сходимости. 

Методы исследования. В настоящее время используются два метода 
получения доказательства таких результатов. Они отличаются от классиче-
ского метода, в котором используют оценки ядер полиномиальных операто-
ров (БернштеПн, Джексон, Марцннкевпч, Стечкин и др.). Первый из этих 
двух методов основан на экстрема.чьных свойствах полиномов (целых функ-
ций экспоненциального типа не выше а) и известных прямых теоремах. Этот 
метод применим и к нелинейным методам (операторам) приближения (см. 
монографию В. В. Жука (1982)). Второй метод доказательства основан на 
принципе сравнения мультипликаторов Фурье, т.е. сверток функции с раз-
ными мерами. 

Применяют метод мультипликаторов Фурье, которые определяются вве-
дением множителей в интеграл Фурье (для периодических функций в ряд 
Фурье, см., ниже (1)). В пространстве Lj„ р G (1,+оо) известны достаточ-
ные условия И. Марцинкевича, С. Г. Михлина, Л. Хермандера, П. И. Лизор-
кина. В пространстве Li определяющим является представление функции 
множителя в виде преобразования Фурье конечной борелевской комилекс-
нозиачиой меры, т.е. принадлежность известной банаховой а,'1гебре Вине-
ра. Недавно на эту тему появилась обзорная статья Е. Liflyand, S. Samko, 
R.. Trigub (Analysis and Matli.Physics, 2012). См. также монографию R. М. Tri-
gub, E. S. Belinsky (Klmver Springer, 2004). 

Основные ноложення, выносимые на защиту. 
1. Получены необходимые и достаточные условия приближения линей-

ными операторами с оценкой через модуль гладкости сверху и отдельно 
снизу. 

2. Найден точный порядок убывания наилучшего приближения A„{f) 
функции / на прямой целыми функциями экспоненциального типа не вы-
ше а в зависимости от поведения модулей гладкости функции / и а. 

3. В общей прямой теореме Стечкина такая же оценка приближения снизу 
невозможна. Найден точный порядок приближений периодических функций 
полиномами Бериштейна Стечкина через новые мо;(ули гладкости порядков 
2, 3 и 4. 

4. Проведен сравнительный анализ методов Марцинкевича Рисса сумми-
рования двойных рядов Фурье при разных положительных значениях пара-
метров а \\ ß п найден точный порядок ириб.чпягения при cv = 1, /3 > 0. 

5. Найден точный порядок приближения индиви;|уальных функций клас-



сическими методами суммирования Гаусса Вейерштрасса, Бохнера Рисса ин-
тегралов Фурье в кратном случае и методом Марцникевича Рисса для двой-
ных интегралов Фурье. 

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность 
полученных в днссертационноп работе результатов обусловлена строгостью 
доказательств, применением известных методов исследования. Полученные 
результаты не противоречат результатам других авторов и опубликованы в 
ведущих рецензируемых журналах. 

Основные результаты диссертации неоднократно докладывшшсь на науч-
ном семинаре "Анализ Фурье и теория приближений функций" в Донецком 
национальном университете (руководитель профессор Р. М. Тригуб) в период 
с 2006 ио 2016 гг.; на Международной научной конференции "Современные 
методы и проблемы теории операторов и гармонического анализа и нх при-
ложения V", 26 апреля 01 мая 2015 г., г. Ростов на Дону. 

Публикации и личный вклад автора. По теме диссертации опубли-
ковано семь работ |1| |7|: 

-- 5 научных статей (|1|, |2|, |4| |6|) изданы в журна..|1ах, которые входят 
в меж;1ународные наукометрические базы, рекомендованных ВАК Минобр-
науки РФ: |2| и |0| индексированы в Scopus; |1|, |4| и |5| zbMatli; 

1 научная статья |3| в журна^че, рекомендованном ВАК Украины; 
- 1 тезисы докладов международной научной конференции |7|. 
Из совместных работ в диссертацию вошли результаты, полученные ав-

тором самостоятельно. Работы |2|, |4| |6| опубликованы в соавторстве с 
Р. М. Тригубом. В этих работах автору принадлежат такие результаты: |2| 
— основная теорема н леммы (кроме леммы 4); |4| теоремы 1 3, 8 10, 
а также пример 1; |5| теоремы 1.1 1.4, 2.3 2.5; |6| теоремы 3 5 и 
следствие. Р. М. Тригубу принадлежит постановка задач, указание методов 
исследования, а также общее руководство. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 
раздела, содержащего основные обозначения и определения, трех глав, разби-
тых на параграфы, заключения и списка цитированной литературы. Объем 
работы составляет 135 страниц, библио1-рафия 61 источник. 

К Р А Т К О Е С О Д Е Р Ж А Н И Е Д И С С Е Р Т А Ц И И 

Во введении обоснована актуальность темы и сформулирована цель дис-
сертации, определены основные задачи исследования, на решение которых 
направлена данная работа. Представлена история вопроса и показана науч-
ная новизна полученных результатов, дается короткий обзор диссертации но 
главам и параграфам. 



в первой главе диссертации изучаются аппроксимативные св01"1ства ме-
тодов суммирования интегралов Фурье. 

Функция / на вещественной оси приближается целыми функциями экс-
ноненгциътьного тина не выше а при сг —> оо. 

Для (}^ор.мулнровки результатов нрнведем некоторые необходимые обозна-
чения и определения. 

Пусть ¿,,(1^)' Р € [Доо); пространство измеримых функций, суммиру-
емых с р той степенью ио Лебегу на М, где 

ll/IU,.(E)= ( / | / (х - )ГгД) '<(Ю, = esssup|/(x-)( 

(для периодических функций интегрючьная норма нрн р < оо вычисляется 
110 периоду). 

Функцию д называют целой функцией эксионенциа.чыюго типа не выше 
ст, если она целая и для любого е > О найдется R = R(£) такое, что при 
|г| > R 

Буде.м обозначать множество целых функций экс1юненциа,11ь-
ного типа не выше сг, сужение которых на М принадлежит Д,(К). 

Через ДД/)(.1-) обозначают s тую разность функции / шага h: 

где ( ) биномиальные коэффициенты: 

S! 

/у/ iA{s — 

тогда модуль гладкости в Ь,, порядка s и тага h > О определяют так: 

sup | |Д^/(-) 
1 1 < А < / | 

L.: 

Если / G Lp, то через A„{f)L,, обозначают наилучшее приближение (в L,,) 



функции / целыми функциями эксионеициа,'1ьного типа не выше ст: 

Л Л Л ь , = inf | | / - i 7 l k „ . 

В работе мы будем использовать обозначение f д. При f,g > О эта 
запись означает, что найдутся две положительные константы ci < сг такие, 
что cig < f < Cog с указанием зависимости (или независимости) констант от 
конкретных параметров. 

Здесь и да.,чее через с(...) с индексами будем обозначать положительные 
константы, зависящие только от величин, стоящих в скобках. 

Параграф 1.1 содержит предварительные сведения. 
В параграфе 1.2 получены необ.ходимые и достаточные условия прибли-

жения линейными операторами с оценкой через модуль гладкости сверху и 
отдельно снизу. 

Теорема 1.1 Пусть G„ линейный непрерывный оператор —» 
(р > 1). Для того чтобы при данном s е N для всех функций 

f е Ь,,{Ж) на > О выполнялось неравенство 

L„ 

необходимо и достаточно, чтобы 

s u p I I C a l k , , - . ! , , , < о о , 
<Т 

1 

\\д - СДд)\\ь„ < C2{s)-

для любой функции д е 
Теорема 1.2 Пусть G„ линейный непрерывный оператор ЬДМ.) —> 

(р > 1). Для того чтобы при данном s G N для всех функций 
f е LpiR) и а > о выполнялось неравенство 



необходимо, а если sup < ос, то и достаточно 

L,. 

для любой функции д е \У,1.г,{ 

При р = оо из этих теорем следуют сразу такие же 11редложе1и1я для пери-
одических функции, так как любая иерноднческая целая функция эксионен-
циа,'1ьного типа из Пф.,̂  является тригонометрическим полиномом порядка не 
выше а. Эти теоремы новые и в периодическом случае. 

В наратрафе 1.3 найден точный иоря/щк убывания наилучшего прибли-
жения А„{ф) функции / на прямой целыми функциями эксионенциа.,чьного 
типа не выше а в зависимости от поведения модулей гладкости функции / и 
а. 

Теорема 1.3 Пусть / € > 1, и в £ N. Для того чтобы при 
(Т —> оо выполнялось двустороннее неравенство с пололсипшгьпыми кон-
стантами, не зависящими от / и а, 

необходимо и достаточно, чтобы при к —> +0 

Для иериодически.ч функций эта теорема доказана В. К. 8. Ва1110ге (1994). 
В следующей Теореме 1.4 показана разница между случаями р е (1, оо) и 

р = 1 или р = оо. 

Теорема 1.4 Пусть 

-оо 

а 
ОД!) = ЗД!) - 0А13Д/), 0ДО, ае (0,27г). 

Если р £ (1,2], тогда выполняется двустороннее неравенство с пололси-



тслытмм копстантами, зависящими только от з, а, /3 и р: 

Еат Э1се р = I, то указанная оценка приблилсения сверху, как в Теоре-
ме 1.1, имеет место только в случае 

Результаты первой главы опубликованы в |4| и |5|. 

Вторая глава диссертационной работы посвящена изучению аиирокси-
мативных С1ЮИСТВ одного метода суммирования рядов Фурье. Непрерывная 
27г периодическая функция / на [—тг, тг] приближается тршюнометрическими 
полиномами Вершитейиа Стечкина. 

Пусть С(Т) пространство непрерывных 27г периодических функций на 
Т = [-7г,7г], где 

11/11с(Т) = max fix) < ос. 

Для доказательства теорем второй и третьей 1'лавы используется метод 
мультипликаторов Фурье, основанный, в случае пространства С, на иред-
ставлении некоторых функций д,1 в виде 

ос 

9„(х) = J 
где рп конечная на ¡R комилексиозначная борелевская мера при ограничен-
ной но п полной вариации р„. 

Комилексиозначная числовая последовательность {Хк}^ос является муль-
типликатором из С(Т) в С(Т), т.е. {Aj.} G Л/, если для любой функции 
/ G С(Т) ряд 

(1) 
кеъ 

является рядом Фурье некоторой функции Л / £ С(Т) и 

{AJ = sup | |Л/ | |с < оо. 
11/11г<1 

Такие операторы перестановочны со сдвигом и являются свертками функ-
ции / с некоторыми мерами на окружности. 
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Для мультиилпкаторов Фурье приходится определять принадлежность 
функции множителя нространстну Л(К) алгебре абсолютно сходящихся 
11нтегра,тов Фурье на Ж: 

Л(Е) = / : / ( х ) = 

ОС 

1 
1|Л(К) < оо 

Параграс}) 2Л содержит предварительные сведения. 
Общую прямую теорему с модулем гладкости при 5 = 1 получил 

Д. Джексон, при 5 = 2 А. Зигмунд и Н. И. Ахиезер. 
При любом порядке 5 > 3 С. Б. Стечкин (1951), используя ири > 5 й-2 

следующие полиномы (дютее будем обозначать как случа!! (в,?-)): 

где Д, ( í ) ядро Дирихле: 

8111(п + 
0„{1) = 

доказал иеравенспю 

ЗИ1 ^ 

1 Г 
т , 

/ - п,,..„(/) 

Ранее С. П. Берииггейи (1947) использовал такие полиномы для доказа-
тельства подобного неравенства в частном случае щД/Дг) = 0(/г"), о; > 0. 

Изучим приближение функций иолинохмами Берннггейна Стечкина. От-
личие этих полиномов от дру1'их состоит в том, что ие только константы 
являются неподвижными точками операторов Тч.,..,;. 

Б 2010 г. на Международной конференции в Москгю, посвященной 90-
летию С. Б. Стечкина, профессор Б. П. Иванов носзтпзнл вопрос о точном 
порядке приближения полиномами г,.,-.„ (видео доклада можно посмотреть в 
разделе "Бидеотека" норт<а.ча math-net.ru). 

Б параграфе 2.2 доказано, что обычный модуль гладкости, который! нод-
.ходит для оценки приближения сверху, не годится для оценки снизу уже ири 
(5,г) = (2,4). 
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Теорема 2.1 Hejxieencmeo 

< C 5 | | / - f 2 , 4 , n ( / ) l l 

С полоэюительиой константой cr,, не зависящей от f u n , неверно. 

Параграф 2.3. содержит основные вспомогательные утверждения, необхо-
димые для доказательства теорем второй главы: принцип сравнения мульти-
пликаторов, достаточное условие А. Beurling нрииадлежности теорема 
Бюдаиа Фурье для определения точного числа всех действительных корней 
многочлена. 

В параграфе 2.4 приведена теорема, содержащая оценки сверху и снизу с 
помощью обычного мо;1уля гладкости для суммы двух приближений. 

Теорема 2.2 Для любых натуральных s > 2, четных > s + 4 и si = 
S + i(l -Ь (—1)"+') существует величина Са{г) такая, что при п > + 1 

и N = [^^ i i ] (целая часть) для любой функцгт f € С(Т) выполняются 
двусторонние неравенства с полооюгппельпыми копстатпа.ми, зависящими 
только от г: 

II/ - T..r.N{f)\\c + II/ - Г , , , „ ( / ) | | с X щ„ ( / ; 

Полиномы г,,,..„ можно представить в виде (ipnix) = О при |а;| > г -Ь 

1'де Л- коэффициенты Фурье функции / . 
Ранее результат, подобный Теореме 2.2, иолучилн нрн функции множите-

ле (fi, не зависящей от п, Ю. С. Коломопцев и Р. М. Трш-уб (2012). Для оценки 
приближения снизу оставить одно из двух слагаемых нельзя. В этом случае 
нужно вводить сиециа.чьный модуль гладкости (разностный оператор). 

Р. М. Тригуб (2012) ввел усредненную разность, связанную с точкой t G 
(-27г,0)и(0,27г), 

= f 
JO 

A l J f x ) = / [A]j{x) - \AiJ{x)\du, 
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где 
2{it + 1 - е'') 

2it + 3 - + e 
(вещественная часть знаменателя 2(1 — cosí)" > 0), а 

Jú 

Параграф 2.5 посвящен нахождению точного порядка приближения не-
прерывных 27г периодических функций полиномами Бернштейна Стечкпна 
f«.r.n{f\x) для некоторых значений параметров s и г. 

В диссертации рассмотрены случаи (s , r ) = (2,4), (s , r ) = (3,5) и (s , r ) = 
(4,6). Есть различие при четном s (см. Теоремы 2.3, 2.5) и нечетном s (Тео-
рема 2.4). В работе доказано, что четная функция множитель (/5„(а;) равна 
единице при д- > О и любом п лишь в одной точке д„, когда (s , r ) = (2,4) и 
(s,?-) = (3,5), и в двух точках хх^ и Х2,п, когда (s , r ) = (4,6) (см. подробнее 
ниже). 

В Теоремах 2.3, 2.4 и 2.5 получены двусторонние неравенства с положи-
тельными абсолютными константами. 

Теорема 2.3 При {s,r) = (2,4) для любой функции f G С(Т) при любом 
п G N выполняется двустороннее неравенство с полоэюительпыми абсо-
лютными константами: 

| | / - r 2 , 4 , „ ( / ) | | c x | | A Í , , A Í , _ , , / ( - ) | | c -

Теорема 2.4 При (s , r) = (3,5) для любой функции f £ С(Т) при любом 
п G N выполняется двустороннее неравенство с положительными абсо-
лютными константами: 

Теорема 2.5 При (s , r) = (4,6) для любой фупк1:,ии f е С(Т) при любом 
п G N выполняется двустороннее неравенство с положительными абсо-
лютными константами: 

•2 

Из этих теорем следуют такие же двусторонние неравенства и но норме 

13 



в Lp{T), 1<р<оо. 
Функция множитель </?„ это четный непрерывный сплайн, "склеенный" 

в случае (s , r ) = (2,4) из восьми алгебраических полиномов третьей степе-
ни, а в случае (s , r ) = (3,5) из 18 гичгебраических полиномов четвертой 
степени. Графики предельных функций 

ip{x) = lim ipnix) 
»l->OC 

в этих случаях проиллюстрированы соответственно на рис. 1 н рнс. 2 (эти и 
следующие рисунки см. ниже). 

В случае (s , r ) = (4,6) функция множитель ipn{x) это четный непре-
рывный сплайн, "склеенный" из 24 а.чгебраических полиномов пятой степени. 
График предельной функции (р{х) на рис. 3. Для уточнения графика по-
кажем интервал — , которому принадлежат точки Х\ и —хх такие, что 
i/j(±.-ri) = 1, в большем масштабе (см. рис. 4). 

Графики i/J,i(.T) такого же вида соответственно. 
С увеличением г число точек, в которых <р{;х) = 1 растет, а функция 

множитель ipn{x) — это четный непрерывный сплайн, уже при ?• > 6 "скле-
енный" из более, чем 24 ачгебраических полиномов г — 1 степени. Поэтому 
получение результатов подобных Теоремам 2.3 2.5 чюхнически трудно. 

Позднее точный порядок приближения периодических функций полино-
мами Бернштейна Стечкина для г > 6, 2 < s < ?• — 2 при всех достаточно 
больших п был найден Р. М. Трнгубом (2013). 

Результаты второй главы опубликованы в |1|, |2| и |3|. 

Третья глава диссертационной работы посвящена изучению аиироксн-
мативных свойств некоторых методов суммирования рядов и интеграчов Фу-
рье в случае функции нескольких неременных: исследована сходимость сред-
них Марцинкевича Рисса и аналога средних типа Гаусса Вейернгграсса для 
двойных рядов Фурье; проведено сравнение методов Марцинкевича Рисса 
суммирования двойных рядов Фурье при разных значениях параметров; най-
ден точный порядок приближения индивидуальных функций классическими 
методами суммирования Гаусса Вейернгграсса, Бохнера Рисса и Марцинке-
вича Рисса интегралов Фурье в кратном случае. 

Параграф 3.1 содержит предварительные сведения и обозначения, а так-
же уч'верждения необходимые для доказательства теорем третьей главы: дру-
гая формулировка принципа сравнения мультипликаторов, у теорема Вине-
ра, один критерий для радиа.чьных функций и общая схема для нахождения 
точного порядка приближения функции через /Г-функционал (см. (3)). 
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Рис. 1: График фгункции уг^х). Случай (2,4) 
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Рис. 2: График функции ^{х). Случай (3,5) 

15 



/ \ 1 . 6 -
/ \ 

/ \ 
1 \ 
/ \ 
/ \ / 

/ \ 

/ 
/ 0 - 8 : 

/ ! ! 0-2-
/ 0 . 2 -

- 6 - ' 2 Ч 2 4 6 

X 

Рпс. 3: График функции (р{х). Случай (4,6) 
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Рис. 4: График 1р{х). Случаи (4,6). Интервал — 
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Пусть Т'' = [-7Г, 7Г)'' (1 мерный ((/ > 1) тор. 
При а и /3 > О функция определяется сле^щющим образом: 

^P^uÁt) = 
{\-t-y\ í e [ o , i ] , 

(2) 
о, t > 1. 

в параграфе 3.2 рассматриваются средние Марцинкевича Рисса рядов 
Фурье (а > О, /3 > 0) 

кег' 

и средние типа Гаусса Вейерштрасса рядов Фурье {а > 0) 

кеЖ^ 

Теорема 3.1 При любых а и /3 > О для любой функции / е 
р е {Ь^ = С) 

II/ - + II/ - - О (п - сх,). 

В следующей теореме дано сравнение методов суммирования Марцинке-
1!ича Рисса при разных значениях параметров а и /3. 

Теорема 3.2 
1) При любых о, /З1 и /З2 > О, при любом п и ф е р 6 [1,+с>о] 

(Где = С) выполняется неравенство 

II/ - ^п.а.АЛк,, < С7(а,/3ь/32)11/ -

то есть порядок приблиэюения не зависит от /3. 

2) При /3 > О м 02 > О! > О, при любом п и для любой фупки,ии / е 
¿р(Т^), р е [1,+оо] (¿ос = С) выполняется неравенство 

| / - < С«(0ь02,/3)| |/ -

то есть с ростом а скорость сходимости молсет расти. 
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Стоит отметить, что противоположного неравенства в н. 2) для всех функ-
ции / и любого п при /? > О и «2 > > О быть не может. 

Р. М. Трнгуб определил точный порядок приближения индивидуальны.х 
периодических функций классическими средними рядов Фурье. В кратном 
случае приходится обычно вводить специальные мо;|ули гладкости. При а = 
/3 = 1 точный порядок приближения периодических функций суммами Мар-
цинкевича нашла О. П. Кузнецова (1980). А при р G (1,оо) подходят для 
сумм Марцинкевпча и обычные мо;ц/ли (см. работу М. Ф. Тимана, В. Г. По-
номаренко (1975)). 

Пусть A\f{x) = f{x — 2h) — 2f{x) + f{x + 2h) вторая симметричная 
разность в направлении вектора h, е^ и е? орты осей в М .̂ Тогда имеет 
место следующий результат. 

Теорема 3.3 При любых /3 > О, любом п € N м / £ L,,(T^), р £ [1, -Ьоо] 
(Loo = С) выполняется двустороннее неравенство с пололсительными кон-
стантами, зависягцими только от /3; 

/ - < i A f ) 

оо 

/ 
du 

В работе найден точный порядок приближения полиномами сгф,̂  при 
любом а > О через специальный К функциона,ч. 

К функциона.4 при {е > 0) определяют следующим образом: 

где ф , ( / ) дифференциа.чьный оператор 

(3) 
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Теорема 3.4 При любых а, /3 > О, п е N м / £ L¡,{T-), I < р < оо 
[Ь^ = С) выполняется двустороннее неравенство с полоэюительными кон-
стантами зависяхцими хполько от а,Р: 

Следствие 3.1 При любом е > О 

/ с1и 
11~ 

г 

в параграфе 3.3 найден точный порядок приближения методами Гаусса-
Вейеригграсса, Бохнера Рисса интегралов Фурье в кратном случае и методом 
Марцинкевича Рисса для двойных интегралов Фурье. 

Пусть 

где 

ФИ) = хр{0) = 1, 
— ОС 

тогда средиие типа Гаусса Вейерштрасса: 

и пусть симметричная разность порядка г шага Н > 0: 
А;; = А(А;Д) , а Щ х ) = ф{х + ь) - ф(х - к), п е ш ' . 

Теорема 3.5 При любом р £ [1,+оо], а > О, натуральном г > ^{а + 
с1— 1) для любой фгунки,ии / £ м е £ (0,1] выполняется двустороннее 
неравенство с положительными константами, зависящими лишь от а и 
г: 

/ А ^ ' ; /(•)ди 
[»|>1 
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Точный порядок приближения средними тина Бохнера Рисса инте1'ра,'юв 
Фурье определен в следующей теореме. 

Пусть ирн г G N, (5 > - 1) и £ > О 

R , , A f ) = Ф1(/), ф ) = (1 -

Теорема 3.6 
1) При любом р > 1 для любой функции f G Lp{R'') use (0,1] (А 

оператор Лапласа) 

/ - Re.rAf) 
" | < 1 

2) При р G (1, Too) для любой / G и £ G (0,1] 

/ - Re.r.6U) X sup 
" |"|<1 

Средние Марциикевича Рисса двойных пнтеграсчов Фурье (б ~ 2, Р > 0) 

М е А Л = ТА1Л2) = (1 - тах{|х1| , 1x21})!;. 

При /3 = 1 этот метод суммирования двойных рядов Фурье изучал Мар-
цинкевич (это средние арифметические квадратных частных сумм). 

Теорема 3.7 При любом /3 > О для любой функции / £ Тр(М )̂, р > 1, 
£ £ (0,1] выполняются двусторонние неравенства с полоэ/сительпыми кон-
стантами, зависящими лишь от /3; 

схэ 

L„ 

f - Мфф) L inf (II/ - д\А + e\\d{g)\\L,), 
Л' (] 

где el и е^ - орты осей Е^ и для гладких функций 

difvx) = ( ¿ ) Y /(y)max{|yi|,|y2|}e'(-^-'''rfy. 
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Результаты третьей главы опубликованы в |4|, |5| н |0|. 
В заключении диссертационной работы приведены основные результа-

ты работы, которые состоят в следующем: 

1. Получены необходимые н достаточные условия приближения линейны-
ми операторами с оценкой через модуль гладкости сверху и отдельно снизу. 

2. Найден точный порядок убывания наилучшего приближения А„{/) 
функции / на прямой целыми функциями экспоненциального тина не вы-
ше а в зависимости от поведения мо/щлей гладкости функции / и а . 

3. В общей прямой теореме Стечкина такая же оценка ирнблнження снизу 
невозможна. Найден точный порядок приближений периодических функций 
иолииомами Бернштейна Стечкина через новые модули гладкости порядков 
2, 3 и 4. 

4. Проведен сравнительный анализ методов Марцннкевича Рнсса сумми-
рования двойных рядов Фурье при разных положительных значениях пара-
метров а и /3 н найден точный порядок приближения ири а = 1, /3 > 0. 

5. Найден точный! !1орядок нр!!бл1!жения 1!нднв1!дуальных функц1!Й! клас-
с1!ческим1! л!етодам!! cy^!^!!!poвaння Гаусса Вей1ер!1!трасса, Бохнера Р!!сса !ш-
те1рахТов Фурье в кратном случае I! методом Марц1!нкев1!ча -Р1!сса для двой-
ных инте1'рт'юв Фурье. 

В заключеннн также 1!р1!В0дятся некоторые нерешенные задач!!, и^!eющl!e 
не!!осредственное отношение к результатаь! Д1!ссертаци1!: 

1. В CJ!yчae 1!ол!!нол!ов Берн!1!теЙ!на Стечк!!на вид разностно!Ю оператора 
известен, но точный !!орядок !!рибл1!жен1!я !10лучен !1рн всех (!) сте!1енях ?г 
только ,'р!я С11ец1!ах'1ьных Л!Одуле!"! ^!aJ!ыx !1орядков. 

2. Как ВЫ1Э!ЯД1!Т точный ! 1 0 р Я Д 0 К 1!р!!б.!!ИЖе1!!1Я cyм^!a^!l! ]МарЦ!!НКеВ!!Ча 
для !1ер1!од!!ческих фу!!кц!!Й! трех !! болсс !!еременных (какой разностный! опе-
ратор нужно !!С!!ользовать)? 

Автор выражает !1р!!знателы!ость научному руковод1!телю д. ф. ь!. н., 
ироф. Р. М. Тр1!!'убу за постановку задач, руководство в !!од1'отовке 1! 1!Осто-
я1!ное В1!иман!1е к работе. 
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