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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çà ïîñëåäíèå ãîäû ñóùåñòâåííî âîçðîñ èíòåðåñ

ê èññëåäîâàíèþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé

ñòèìóëèðóåòñÿ ïðàêòè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè,

íàïðèìåð, â �èçèêå è ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü

èìååòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñïèñîê ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ êàê ñîáñòâåííî òåî-

ðèè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, Ì.Ì. Äæðáàøÿí, À.Á. Íåðñåñÿí,

K.B. Oldham, J. Spanier, Ñ.�. Ñàìêî, Î.È. Ìàðè÷åâ, À.Ì. Íàõóøåâ, A.A.

Êèëáàñ, H.M. Srivastava, J.J. Trujillo, I. Ozturk, À.Â. Ïñõó, À.Â. �ëóøàê, Â.Å.

Ôåäîðîâ, Ì.Î. Ìàì÷óåâ, Á.È. Ý�åíäèåâ), òàê è ðàçëè÷íûì åå ïðèëîæåíèÿì

(R.L. Bagley, P.J. Torvik, Â.Â. Ó÷àéêèí, Â.Å. Òàðàñîâ, R. Hilfer è äð.). Ïîäðîá-

íîå îïèñàíèå ïðèìåíåíèÿ äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ ê ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì íàóêè

è òåõíèêè íà ñîâðåìåííîì ýòàïå äàíî â ìîíîãðà�èè I. Podlubny. Â ÷àñòíî-

ñòè, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñ ÿäðàìè äðîáíî-

ãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì "êëàññè÷åñêèõ" âÿçêîóïðóãèõ ìîäåëåé.

Íàïðèìåð, äëÿ ïîëèìåðîâ ñ ðåçêî èçìåíÿþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè â ïðîñòðàí-

ñòâå è âî âðåìåíè, â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî âçÿòü äè��å-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà (À.Ì. Íàõóøåâ, �.Á. Òõàêàõîâ).

Â òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè Þ.Í. �àáîòíîâ ïðåäëîæèë ìîäåëü íà îñíîâå ÿäðà

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì äðîáíîãî ïîðÿäêà

ñ ïðîèçâîäíûìè �èìàíà-Ëèóâèëëÿ. Òàêîé ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü ñðàâíè-

òåëüíî ïðîñòî äîâîäèòü äî ïîëó÷åíèÿ ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèå ìíîãèõ

çàäà÷ â òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè. �ÿä ðàáîò Ò.À. Ñóðãóëàäçå ïîñâÿùåíû íåêî-

òîðûì àñïåêòàì ïðèìåíåíèÿ äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ â âÿçêîóïðóãîñòè.

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëü-

íûì óðàâíåíèÿì äðîáíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Äæ.Õ. Áàððåòòà. Â ðà-

áîòàõ Ì.Ì. Äæðáàøÿíà è À.Á. Íåðñåñÿíà èññëåäîâàíû çàäà÷à òèïà Êîøè è

çàäà÷à òèïà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà. �àáîòû I. Ozturk ïîñâÿùåíû êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè è

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì.

Â ðàáîòàõ À.Ì. Íàõóøåâà äàíû ïîñòàíîâêè âèäîèçìåíåííûõ çàäà÷ Êîøè

è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà

α ∈ (1, 2) è èññëåäîâàíà äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îáûêíîâåííî-

ãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïðîèçâîäíîé �èìàíà-

Ëèóâèëëÿ â ãðóïïå ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïåðàòîð äðîáíîãî äè�-

�åðåíöèðîâàíèÿ, ðàñïðåäåëåííîãî (ñåãìåíòíîãî) ïîðÿäêà ñ ìåðîé, ñîñðåäî-
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òî÷åííîé íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå. Ê èññëåäîâàíèÿì, ïîñâÿùåííûì äè��å-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ îïåðàòîðàìè äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííîãî äè��å-

ðåíöèðîâàíèÿ è îïåðàòîðàìè íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî äè��åðåíöèðîâà-

íèÿ îòíîñÿòñÿ ðàáîòû M. Caputo, Z. Jiao, Y.Qu. Chen, I. Podlubny, K. Diethelm,

N.J. Ford, Y. Lu
hko è A.N. Ko
hubei, êîòîðûå èñïîëüçóþò óðàâíåíèÿ ñ îïå-

ðàòîðàìè äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðè ïîèñêå ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðà-

òîðîì äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà ñ

ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. �åçóëüòàòû ðàáîòû ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ìåòîäà �óíêöèè �ðèíà, ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òåîðèè

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, ìåòîäîâ òåîðèè äðîá-

íîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Èññëåäîâàíû êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííîãî ïîðÿä-

êà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, êîòîðûå íàéäóò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ

ðàçäåëàõ àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì äðîáíî-

ãî äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ:

1. Ïîñòðîåíî �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå è èçó÷åíû åãî ñâîéñòâà. Äîêà-

çàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

2. �àçâèò ìåòîä �óíêöèè �ðèíà ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå, çàäà÷è Íåé-

ìàíà è êðàåâîé çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Ïîñòðîåíû ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ðåøåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèè �ðèíà. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

3. Äîêàçàíà êîíå÷íîñòü ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îñ-

íîâíûõ äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷.

4. Èññëåäîâàíû íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è, âêëþ÷àÿ çàäà÷è ñ ëîêàëü-

íûì è èíòåãðàëüíûì ñìåùåíèÿìè. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷åíû ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ

çàäà÷.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. �àáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âíåñóò âêëàä â ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé

òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ïðàêòè÷åñêàÿ öåí-

íîñòü îáóñëîâëåíà ïðèêëàäíîé çíà÷èìîñòüþ äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ è òåîðèè
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äðîáíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè è

äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. �åçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-

ëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî ïðîáëåìàì ñîâðåìåííîãî àíà-

ëèçà, èí�îðìàòèêå è �èçèêå ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ (ðóêîâîäèòåëü ä.�.-ì.í.,

ïðî�. Íàõóøåâ À.Ì.), íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî àêòóàëü-

íûì ïðîáëåìàì ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ (ðóêîâîäèòåëü

ê.�.-ì.í. Àëèõàíîâ À.À.), íà çàñåäàíèÿõ îòäåëà Äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ ÈÏ-

ÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ (ðóêîâîäèòåëü ä.�.-ì.í., äîö. Ïñõó À.Â.), íà íàó÷íîì ñå-

ìèíàðå "Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå"

ïðè Ñîâåòå ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ (ïðåäñå-

äàòåëü ê.�.-ì.í. Ìàì÷óåâ Ì.Î.), íà Ìåæäóíàðîäíûõ è Âñåðîññèéñêèõ êîí-

�åðåíöèÿõ: Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà "Ïîíòðÿãèíñêèå

÷òåíèÿ -XXX"(Âîðîíåæ, 2019), Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è è ðîäñòâåííûå

ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè, èí�îðìàòèêè è �èçèêè, V êîí�åðåí-

öèÿ ïîñâÿùåííàÿ 80-ëåòèþ Àäàìà Ìàðåìîâè÷à Íàõóøåâà (Íàëü÷èê, 2018),

XIV Âëàäèêàâêàçñêàÿ ìîëîäåæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà "Ìàòåìàòè÷åñêèé

àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå"(Öåé, 2018), Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ - XXVIII"(Âîðîíåæ, 2017),

Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (Òåðñêîë, 2018, 2017, 2016),

Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

(Äèâíîìîðñêîå, 2016), On a
tual problems of applied mathemati
s and physi
s

and S
hool for young s
ientists "Nonlo
al boundary problems of algebra, analysis

and informati
s" (Elbrus, 2015), Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (Öåé, 2015), Ñîâðåìåííûå âîïðîñû ìàòåìàòè-

÷åñêîé �èçèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è èí�îðìàòèêè (Íàëü÷èê, 2014),

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå �ðàêòàëüíûõ ïðîöåññîâ, ðîäñòâåííûå ïðî-

áëåìû àíàëèçà è èí�îðìàòèêè (Íàëü÷èê, 2011; Òåðñêîë, 2010, 2012), íà IX

� XII Øêîëàõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è è ïðîáëåìû

ñîâðåìåííîãî àíàëèçà è èí�îðìàòèêè" (Íàëü÷èê � Ýëüáðóñ, 2011 � 2014).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòðàæåíû â ðàáîòàõ

[1℄ � [14℄, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðå�åðàòà. Èç íèõ [1℄ � [8℄

îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âêëþ÷åííûõ â ñïèñîê èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ

ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ââîäíûõ ñâå-

äåíèé, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðà�û, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,

ñîäåðæàùåãî 113 íàèìåíîâàíèé è èçëîæåíà íà 91 ñòðàíèöàõ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â Ââîäíûõ ñâåäåíèÿõ ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ñïåöèàëü-
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íûõ �óíêöèé, à òàêæå �îðìóëû èç òåîðèè äðîáíîãî èíòåãðî-äè��åðåíöèðî-

âàíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

m
∑

j=1

βj∂
αj

0xu(x) + λu(x) = f(x), 0 < x < 1, (1)

ãäå α1 ∈ (n− 1, n] , n ∈ N, α1 > α2 > ... > αm, β1 > 0, λ, βj ∈ R, ∂
γ
0x �

äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �åðàñèìîâà-Êàïóòî, è

Dα
0xu(x)−

m
∑

i=1

λiD
αi

0xu(x) = f(x), 0 < x < 1, (2)

ãäå α > 0, α ∈ (n − 1, n], n ∈ N; α > α1 > α2 > ... > αm; λi ∈ R ,

i = 1, 2, ..., m; Dα
0x � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà-Ëèóâèëëÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå íàéäåíî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Ïîñòðîåíî �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, èññëåäîâàíû åãî ñâîéñòâà è ðåøåíà

çàäà÷à Êîøè.

Â ïàðàãðà�å �1.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè Êîøè

äëÿ óðàâíåíèÿ (1) : íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå óñëîâèÿì

u(l)(0) = ul, l = 0, n− 1, (3)

ãäå ul � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 1. �åãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçîâåì �óíê-

öèþ u = u(x), èìåþùóþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà

n− 1 íà îòðåçêå [0,1℄ è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) äëÿ âñåõ x ∈ (0, 1).
Â ïàðàãðà�å �1.2 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷åíà �îðìóëà Ëàãðàíæà.

Äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå L∗v(x), îïðåäåëåííîå �îðìóëîé

L∗v(x) =
m
∑

j=1

βjD
αj

0xv(x)+λv(x), íàçîâåì ñîïðÿæåííûì ê äè��åðåíöèàëüíîìó

âûðàæåíèþ Lu(x) =
m
∑

j=1

βj∂
αj

0xu(x) + λu(x).

Ëåììà 1. Ïóñòü u(x), v(x) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè, u(n−1)(x) ∈ AC[0, 1]

è Dα1−n
0x v(x) ∈ Cn[0, 1] , v(x) ∈ L[0, 1] . Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

(Lu ∗ v)(x) = (u ∗ L∗v)(x) +Q(x), (4)

ãäå (g ∗ h)(x) =
x
∫

0

g(x− t)h(t)dt− ñâåðòêà Ëàïëàñà �óíêöèé g(x) è h(x),

Q(x) =
n−1
∑

l=0

u(l)(t)
m
∑

j=1

βjD
αj−l−1
xt v(x− t)

∣

∣

∣

t=x

t=0
,
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Cîîòíîøåíèå (4) íàçîâåì �îðìóëîé Ëàãðàíæà äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ L è L∗
.

Â ïàðàãðà�å �1.3 ñòðîèòñÿ �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ Gµ
m(x)

Gµ
m(x) = Gµ

m(x; ν1, ..., νm; γ1, ..., γm) ≡

∞
∫

0

e−t
S
µ
m(x; ν1t, ..., νmt; γ1, ..., γm)dt,

â òåðìèíàõ êîòîðîé äàëåå áóäåò ïîñòðîåíî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1).

Çäåñü è äàëåå

ν1 = −
λ

β1
, νj = −

βj

β1
, γ1 = α1, γj = α1 − αj, (j = 2, m)

S
µ
m(x; z1, ..., zm; γ1, ..., γm) = (h1 ∗ h2 ∗ ... ∗ hm)(x),

hj = hj(x) ≡ xµj−1φ(γj, µj; zjx
γj), φ(ρ, ζ; z) =

∞
∑

k=0

zk

k!Γ(ρk + ζ)

� �óíêöèÿ �àéòà (Wright E.M., 1933).

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðàìåòðû �óíêöèè Gµ
m(x) èçìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíàõ

x > 0, νj ∈ R, γj > 0, µj > 0.

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ Gµ
m(x) íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë µj > 0, à

ëèøü îò èõ ñóììû µ =
m
∑

j=1

µj.

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ Gα1

m (x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
x→0

(

m
∑

j=1

νjD
αj−1
0x

)

Gα1

m (x) = 1, (5)

lim
x→0

(

m
∑

j=1

νjD
αj−l−1
0x

)

Gα1

m (x) = 0, l = 1, n− 1. (6)

Ôóíêöèÿ Gα1

m (x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì (5), (6) ÿâëÿåòñÿ �óíäà-

ìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Â ïàðàãðà�å �1.4 íàéäåíà àñèìïòîòèêà �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1) è ïîñòðîåíî åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < x < 1. Cïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

Gµ
m(x, λ) = −β1

n−1
∑

l=0

Ql

(−λ)l+1
+ O







1
∣

∣

∣
λ
∣

∣

∣

n+1






, λ → +∞,

ãäå

Ql =
∑

l1+l2+...+lm=l

l!

l1!l2!...lm!

m
∏

j=1

βj
lj

x
µ−α1−

m
∑

j=1

αj lj−1

Γ

(

µ− α1 −
m
∑

j=1

αjlj

).

Â ïàðàãðà�å �1.5 âûïèñûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

x1−µf (x) ∈ C[0, 1], f (x) = Dα1−n
0x g (x) , g (x) ∈ L[0, 1], µ > 0.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è

èìååò âèä

u(x) =
1

β1

x
∫

0

f(t)Gα1

m (x− t)dt+
n−1
∑

l=0

ul

m
∑

j=1

βj

β1
Gα1−αj+l+1

m (x).

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ îñíîâíûõ äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè αj ∈ (1, 2) . �åøåíû îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è,

äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé, íàéäåíû ÿâ-

íûå èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ. Â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé ïîñòðîå-

íû �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèè �ðèíà, èçó÷åíû

èõ, à òàêæå âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, êà÷åñòâåííûå è

ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà.

Â ïàðàãðà�å �2.1 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå:

íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(0) = a, u(1) = b, (7)

ãäå a, b � çàäàííûå ïîñòîÿííûå.

Ëåììà 3. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâèìà â âèäå

x1−µf(x) ∈ C[0, 1], f(x) = Dα1−2
0x g(x), g(x) ∈ L[0, 1], µ > 0. (8)
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[

m
∑

j=1

βj∂
αj

0x + λ

]

1

β1
(f ∗Gα1

m )(x) = f(x).

Ëåììà 4. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8). Òîãäà:

1) åñëè �óíêöèÿ u(x) � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), òî îíà ïðåäñòà-

âèìà â âèäå

u(x) =
1

β1
(f ∗Gα1

m )(x) + u(0)
[

1 + ν1G
α1+1
m (x)

]

+ u′(0)
[

x+ ν1G
α1+2
m (x)

]

; (9)

2) �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (9), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (1).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8) è âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

1 + ν1G
α1+2
m (1) 6= 0. (10)

Òîãäà �óíêöèÿ u(x), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

u(x) =
1

β1

1
∫

0

G1(x, t)f(t)dt−

−a

[

m
∑

j=1

βjD
αj−1
1t G1(x, t)

]

t=0

+ b

[

m
∑

j=1

βjD
αj−1
1t G1(x, t)

]

t=1

,

ãäå

G1(x, t) = H(x− t)Gα1

m (x− t)−Gα1

m (1− t)
x+ ν1G

α1+2
m (x)

1 + ν1G
α1+2
m (1)

,

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (7).

�åøåíèå çàäà÷è (1), (7) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå (10).

Â ïàðàãðà�å �2.2 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðåøåíà çàäà÷à Íåéìàíà: íàéòè

ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u′(0) = c, u′(1) = d, (11)

ãäå c, d � çàäàííûå ïîñòîÿííûå.

9



Òåîðåìà 4. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8) è âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

ν1G
α1

m (1) 6= 0. (12)

Òîãäà �óíêöèÿ u(x), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

u(x) =
1

β1

1
∫

0

G2(x, t)f(t)dt+

+c

[

m
∑

j=1

βjD
αj−2
1t G2(x, t)

]

t=0

− d

[

m
∑

j=1

βjD
αj−2
1t G2(x, t)

]

t=1

,

ãäå

G2(x, t) = H(x− t)Gα1

m (x− t)−Gα1−1
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1

m (1)
,

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (11).

�åøåíèå çàäà÷è (1), (11) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå (12).

Â ïàðàãðà�å �2.3 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðåøåíà êðàåâàÿ çàäà÷à ñ óñëî-

âèÿìè Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ: íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèÿì

au(0) + bu′(0) = 0, cu(1) + du′(1) = 0, (13)

ãäå a, b, c, d � çàäàííûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì a2 + b2 6= 0, c2 + d2 6= 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8) è âûïîëíåíî

óñëîâèå

△̃ = ac
[

1 + ν1G
α1+2
m (1)

]

+ ad
[

1 + ν1G
α1+1
m (1)

]

−

− bc
[

1 + ν1G
α1+1
m (1)

]

− bdν1G
α1

m (1) 6= 0. (14)

Òîãäà �óíêöèÿ u(x), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

u(x) =

1
∫

0

G3(x, t)f(t)dt,

10



ãäå

G3(x, t) =
1

β1△̃

1
∫

0

{

H(x− t)△̃Gα1

m (x− t)+

+Gα1

m (1− t)
[

cb
(

1 + ν1G
α1+1
m (x)

)

− ac
(

x+ ν1G
α1+2
m (x)

)]

+

+Gα1−1
m (1− t)

[

bd
(

1 + ν1G
α1+1
m (x)

)

− ad
(

x+ ν1G
α1+2
m (x)

)]

}

f(t)dt,

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (13).

�åøåíèå çàäà÷è (1), (13) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå (14).

Â ïàðàãðà�å �2.4 ðàçâèò ìåòîä �óíêöèè �ðèíà äëÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷

è ïîñòðîåíû �óíêöèè �ðèíà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Â ïàðàãðà-

�å �2.5 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èçó÷àþòñÿ ñïåêòðàëüíûå âîïðîñû èññëåäóåìûõ

êðàåâûõ çàäà÷.

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 6. Ïóñòü λ > 0. Â ñëó÷àå, êîãäà a2 + c2 6= 0,

m
∑

j=1

βj

(

ac

Γ(2− αj)
+

ad− bc

Γ(1− αj)

)

6= 0

è

m
∑

j=1

βj
bd

Γ(−αj)
6= 0,

åñëè a2 + c2 = 0. Òîãäà çàäà÷à (1), (13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ

âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé λ çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî

èõ ÷èñëà.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü λ ∈ R è

m
∑

j=1

βj

Γ(−αj)
6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (1), (11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ

çíà÷åíèé λ çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü λ ∈ R è

m
∑

j=1

βj

Γ(2− αj)
6= 0.

11



Òîãäà çàäà÷à (1), (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ

çíà÷åíèé λ çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèÿ (1) è óðàâíåíèÿ (2).

Îïðåäåëåíèå 2. �åãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) íàçîâåì �óíê-

öèþ u = u(x), u(x) ∈ L(0, 1), Dα−n
0x u(x) ∈ Cn(0, 1), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâ-

íåíèþ (2) äëÿ âñåõ x èç èíòåðâàëà (0, 1).
Â ïàðàãðà�å �3.1 äëÿ óðàâíåíèÿ (2) èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ïðè n ≥ 2 â èíòåðâàëå (0, 1), óäî-

âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

lim
x→0

(ℓku)(x) = ak, k = 1, p, (15)

lim
x→1

D
µj

0xu(x) = bj, j = 1, q, (16)

ãäå p+ q = n, µj < α, ak, bj � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà,

(ℓku)(x) = Dα−k
0x u(x)−

M(k)
∑

i=1

λiD
αi−k
0x u(x),

M(k) ∈ N∪ {0}, 1 ≤ k ≤ n, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {α1, α2, ..., αm} òàêèõ, ÷òî αi ≥ α − n + k. Òî åñòü M(k) = 0,
åñëè αi < α − n + k äëÿ âñåõ i, è M(k) = max{i : αi − k ≤ α − n} â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü f(x) ∈ C(0, 1) ∩ L(0, 1) è âûïîëíåíî óñëîâèå

∆ = detA 6= 0. (17)

Òîãäà �óíêöèÿ

u(x) =

1
∫

0

f(t)Q(x, t)dt+

p
∑

k=1

ak(−1)k−1

[(

∂

∂t

)k−1

Q(x, t)

]

t=0

+

+

q
∑

j=1

bj(−1)j−1

[(

∂

∂t

)j−1

Q(x, t)

]

t=1

,

ãäå

Q(x, t) = H(x− t)Gα
m(x− t)−

q
∑

j=1

Gα−j−p+1
m (x)

q
∑

i=1

(−1)i+j∆ij

∆
Gα−µi

m (1− t),
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A = ||Aij||, Aij = Gα−j−µi−p+1
m (1), i, j = 1, q, ∆ij � äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð

ê ýëåìåíòó ìàòðèöû A, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2), (15),

(16).

�åøåíèå çàäà÷è (2), (15), (16) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (17).

Â ïàðàãðà�å �3.2 ðåøåíà íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ íåëîêàëüíûì

ñìåùåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (2): íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ïðè

n ≥ 2 â èíòåðâàëå (0, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

(ℓku)(0) = ak, 1 ≤ k ≤ n− 1, (18)

a(ℓju)(0) + b
[

Dν
0xu(x)

]

x=1
= c, ν ≤ 0, k 6= j, b 6= 0, (19)

ãäå ak, a, b, c - çàäàííûå ïîñòîÿííûå.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü f(x) ∈ C(0, 1) ∩ L(0, 1) è âûïîëíåíî óñëîâèå

bGα−ν−j+1
m (1) + a 6= 0. (20)

Òîãäà �óíêöèÿ

u(x) =

1
∫

0

f(t)Q(x, t)dt+

n
∑

k=1

k 6=j

ak

[

(−1)k−1

(

∂

∂t

)k−1

Q(x, t)

]

t=0

+

+
c

b

[

Dα−ν−1
1t Q(x, t)

]

t=1
,

ãäå

Q(x, t) = Gα
m(x− t)H(x− t)−

bGα−j+1
m (x)Gα−ν

m (1− t)

bG
α−ν−j+1
m (1) + a

,

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2), (18), (19).

�åøåíèå çàäà÷è (2), (18), (19) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (20).

Â ïàðàãðà�å �3.3 èññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ëî-

êàëüíûì ñìåùåíèåì: íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿ-

þùåå óñëîâèÿì

u(0) = u0, (21)

u(1)−
n
∑

k=1

aku(xk) = u1, xk ∈ (0, 1), (22)

ãäå u0, u1, ak− çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
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Òåîðåìà 11. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8) è âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå ρ 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (21),

(22) äëÿ óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

u(x) =
1

β1

1
∫

0

F(x, t)f(t)dt+ u1

[

Dα1−1
1t F(x, t)

]

t=1
+ u0

[

Dα1−1
1t F(x, t)

]

t=0
,

ãäå

F(x, t) = Gα1

m (x− t)H(x− t)−Gα1

m (1− t)
x+ ν1G

α1+2
m (x)

ρ
+

+

n
∑

k=1

akG
α1

m (xk − t)H(xk − t)
x+ ν1G

α1+2
m (x)

ρ
,

ρ = 1 + ν1G
α1+2
m (1)−

n
∑

k=1

ak
[

xk + ν1G
α1+2
m (xk)

]

.

�åøåíèå çàäà÷è (1), (21), (22) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ρ 6= 0.

Â ïàðàãðà�å �3.4 èññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ èí-

òåãðàëüíûì ñìåùåíèåì: íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèÿì

u(0) = u0, (23)

u(1)−

1
∫

0

K(t)u(t)dt = u2, (24)

ãäå K(t) ∈ C[0, 1]− çàäàííàÿ �óíêöèÿ, u0, u2− çàäàííûå ïîñòîÿííûå.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8) è âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå (T W ) (0) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è

(23), (24) äëÿ óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

u(x) =
1

β1

1
∫

0

f(t)Z(x, t)dt+ u2
W (x)

(T W ) (0)
+ u0

(

W ′(x)−
(T W ′) (0)W (x)

(T W ) (0)

)

,

ãäå

Z(x, t) = Gα1

m (x− t)H(x− t)−
W (x) (T Gα1

m ) (t)

(T W ) (0)
,
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(T η)(t) = η(1− t)−

1
∫

t

K(ξ)η(ξ − t)dξ, W = x + ν1G
α1+2
m (x).

�åøåíèå çàäà÷è (1), (23), (24) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (T W ) (0) 6= 0.

Çàêëþ÷åíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êëàññà ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðàìè äèñêðåòíî

ðàñïðåäåëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Èññëåäîâàíû îñíîâíûå ëîêàëüíûå è

íåëîêàëüíûå íà÷àëüíûå è êðàåâûå çàäà÷è. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé, íàéäåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè, âû-

ïèñàíû ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé. �àçâèò ìåòîä �óíêöèè �ðèíà äëÿ èñ-

ñëåäóåìûõ çàäà÷, ïîñòðîåíû �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå

�óíêöèè �ðèíà. Èçó÷åíû àñèìïòîòèêè �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è ñïåê-

òðàëüíûå ñâîéñòâà èññëåäóåìûõ çàäà÷, êà÷åñòâåííûå è ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà

ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè èññëåäóåìûõ çàäà÷.
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