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Общая характеристика работы 
Одипм 1!3 разделов матсматимескоП к11бс1)11ст11ки является теория управляющих систем. Ос-
новы этоП теории 61.1ЛИ заложены в се1)еди11е XX пока в связи с практическими нуждами 
разработки логических схем для электроиио-вычислительиых устройств. При проектирова-
ини электронного уст1)0Пства наряду с разработкой логики схемы нетривиальной задачей 
также является размещение логических элементов на плоскости при наличии физических и 
технологических ограничений. 

Помимо размеров, важными физическими характеристиками реальных электронных схем 
являются энергопотребление (тепловыделение) и скорость выполнения операций. С одной 
стороны, имеются инженерные методы н программное обеспечение, позволяющие проекти-
ровать логику схе.мы и хорошую с практической точки зрения укладку элементов. С другой 
стороны, с ио.мощыо математических методов можно исследовать принципиальные огра-
инчешш снизу иа электрическую мощность вычислительных устройств. Известны строгие 
математические модели, учитывающие как логику устройства, так и размегцепне элементов. 
В таких моделях вводятся меры сложности, отражающие указанные физические характери-
стики устройства. 

В абстрактной постановке в рамках некоторой строгой модели задачу проектирования 
вычислительного устройства можно свести к задаче построения схемы, вычисляющей за-
данную булеву функцию (много входов и один выход) или булев оператор (много входов 
и много выходов). В рамках введённой модели требуется оптимизировать некоторые ме-
ры сложности схемы. Укажем основные направления исследований в этой области. Одним 
из направлений является построение оптимальных схем, реализующих конкретные операто-
ры, такие как сумматоры, умножители, арпфмотичсскне операции в конечных полях и т.п. 
Другим паправлеиием является получение нижних оценок па сложность схем, реализующих 
конкретные функции или операторы, чаще нсего — при некоторых дополнительных ограни-
чениях па схемы. Третьим направлением является ¡¡азработка универсальных и оптималь-
ных в некоторо.м см1,1сле методов синтеза схем для заданного класса булевых функций или 
операторов. Фундаментальные асимптотические нижппе оценки сложности схем, получае-
мые нрн доказательстве оптимальности таких методов, представляют всё больший интерес с 
росто\1 сложности вычислительных устройств. Результаты, полученные в настоящей работе, 
относятся к последне.му упомянутому направлению. 

Актуальность темы и степень ее разработанности 
Исторически первой моделью устройств, вычисляющих булевы функции, была модель кон-
тактных схем (далее — КС), пнедёпных К. Шенноном' в 1938 году ещё до появления 
электроиио-вычислитсльпых устройств (определения терминов, используемых во введении, 
можно иайтм, например, в учебнике А. В. Чашкина^ и обзоре Л. Д. Коршунова^). 

В 1950-х годах популярность приобрела модель схем из (¡)упкци0!1алы1ых элементов (да-
лее — СФЭ). Д. Мюллер в 1)аботе'' 1956 года определил сложность СФЭ, как количество её 
элементов, и показал, что сложность (})упкцпй от п переменных имеет порядок 2"/7г в худ-

'С. Е. Sliannon. "А symbolic analysis of relay and switching circuits", n: Transactions of the American Institute 
of Electrical Enijineers 57.12 (1938), c. 713-723 

^A. B. ^laitiKiiii. Дпскретппая математика. Академия Москва, 2012, с. 352 
.̂Л. Д . Kopmynon. "Сложность пымнслениП Сулепых фуикцпП". п: Успехи математических наук 67.1 

(2012), с. 97 108 
Ш. Е. Muller. "Complexity in Electronic Switeliing Circuits", n: IRE Transactions on Electronic Computers 

EC-5.1 (195G), c. 15 -19 



шем случае. Под сложностью булевой функции иоиимается минима.льиая сложность среди 
С<1>Э, ¡хчьтизующих эту функцию. Позднее О. Б. Лупанов доказсШ®, что в стандартном базисе 
({V,&,-!}) сложность почти все.х булевых функций асимптотически равна 2"/«. Более того, 
011 исс.'ц'доыич взвешенную сложность СФЭ н нашёл её асимптотику для почти всех функций 
в нронзвольно.м конечном базисе с заданными положительными весами всех эле.менгов бази-
са. Л. А. Шоломов 11])едложнл'' асимптотически оптимальный метод синтеза СФЭ для класса 
частичных операторов, разбивающих область он1Х'деления на части заданного ¡игзмера, од-
нако в тео|)еме нак.чадываются существенные ограничения на разме])ы этих частей и область 
определения. В одной из последующих работ'' Шоломов нашёл асимптотику функции Шен-
нона сложности СФЭ, редчизующих частичные булевы функции н произвольном конечном 
базисе. В частости, при некоторых ограничениях Шоломои доказал, что дчя почти всех ча-
стичных булевых функций сложность и счапдартпом базисе асимптотически равна 
где (1 — число наборов, на которых зиачеиие функции определено. А. Е. Андреев усилил® 
результат Шоломова, найдя асимиточ ику ([(уикции Шешюиа уже без ограничений на раз.ме]) 
обл асч и 011 редел 011 и я. 

А. Е. Андреев и П. А. Вихляццсв рассмотрели^ другую меру сложиосги СФЭ, а имеи-
110, длину кода схемы, которая к1)оме числа элементов отражает и топологию их соединения. 
Каждой СФЭ ставится и соответствие двоичиый код ирограм.мы, кото1>ая позволяет иослсдо-
вателшю вычислить функцию в соотвечствии с данной СФЭ. Фактически, кочиичоваиие СФЭ 
можно [щссматривать, как топологическую со1)ти1)овку её ¡¡чафа с последующей укладкой 
его вершим на целочисленные точки 11])ямой гак, чтобы все рёбра были направлены вправо. 
П1Н1 такой шгге1Н1])ечаиш1 дчнна кода С<1'Э в основном определяется суммой логар11(1)мон 
длин рёбер графа нрн заданной ук.чадке. В этой же работе был предложен метод, позволяю-
щий 110 произвольной СФЭ строить асн.мн готически онтнмальный код, а также показано, что 
функция Шсниоиа длины кода СФЭ ;щя фуикций от и переменных асимнтогичсски раина 
2". К1юме того, было доказано, что щчя сум.\1ато1)а двух двоичных чисел длина кода СФЭ 
растёт линейно с увеличение.м числа нере.менных, а для умножителя - нелинейно. 

М. П. Вайндвайг ввёл'® ещё одну меру сложности — мощность СФЭ. Согласно онредоле-
нню Вайндвайга, мощность (активность) СФЭ равна макснмшчыю.му ко.чнчеству э.чементов 
схемы, выдающих на выходе еднннн^', где максимум берётся но всем воз.моячным вхо;н1ым на-
бо1)ам. Мощность СФЭ отражает элект!)11ческую мощность устройства, вычисляющего буле-
ву функцию. При тако.м 01н>еде.чеш1н ышцносгн СФЭ Н1)ед110лагаегся, что ((¡ункниотнчьный 
элемент потребляет энергию только тогда, когда значение на его выходе равно 1. Вайндвайг 
рассматривал мощность С<1)Э в различных базисах и ноказщч, что её 1101)ядок может быть 
как линейным (например, н базисе чак н эксноненциальным (нанрнмер, н базисе 
{XV у}). Более детально заннснмость мощности СФЭ от базиса исследовал О. М. Каснм-
Заде. Он предложил" метод синчеза СЧ>Э в базисе {V, нозволяюннФ строить с.хемы 

"О. Б. Лушшои. "ОО одном подхода к снпгазу yiiiJau-'oiioiHiix састс.м - нрннцинс локюшиого кодиронапия". 
в: Проблемы KuCepiummu, Dun Ц- Паука, М., l'JG5, с. 31-110 

"Л. Л. Шоломов. "О фупкнио([а.чах сложности сисч'с.м лсдоо111)елала11ных функций", в: Проблемы кибер-
петит. Вып ¡9. Наука, М., 19G7, с, 123 139 

' л . А. Шоломов. "О роалшащш цодоопродолиших булевых фуикций схемами из (|)yiiKiuioii;uii,iii.ix эле-
ментов". в; Проблемы кибернетики. Вып 21. Паука, М., 1060, с. 215-22G 

'А. Е. Андреев. "О сложности ркитэацнн частичных булевых функций схемами из фуикционмвных 
элементов", в: Дискретная математики 1,4 (19ЛУ). с. 3G-45 

®А. Е. Апд;)есв и П. А. Вихлянцев. "Оценки длины кода для схем из функциональных элементов", в: 
Дискретная математика G.4 (1994). с. 10 -20 

'"М. И. Вайнцвайг. "О мощности схем из функциональных элементов", в: Докл. АН СССР 139.2 (19G1). 
с. 320-323 

" О . М. Касим-Заде, "Об одновременной минимизации сложности и мощности схем из функциональных 



с лппеПноП мощностью п асимптотически оптимальмые по сложиостп. В другой работе 
Касим-Заде устанопил порядок (¡)уикппп Шеппопа мощпостп СФЭ для произвольного пол-
ного конечного базиса, а также привёл пример базиса, в котором для почти всех функций 
не существует схем с асимптотически оптимадьпой сложностью и оптимальной по порядку 
мощностью. 

Касимом-Заде также была введена'^ ещё одна мера мощности СФЭ — Р-актпвность, 
которая 1>ассчитыпастся следучощнм образом. Элел1еит схемы называется активным на за-
дапно.м входном наборе, если при подаче этого набора па вход схемы либо один из входов 
этого элемента, либо его выход равен 1. Р-активность схемы равна максимальному количе-
ству активш>1х эле.мептов, при этом максимум берётся по всевозможным входным наборам. 
Фактически, Р-актнвность, в отличие от обычной активности, учитывает степень ветвления 
на ныходах элементов СФЭ. Как и для обычной активности, для Р-активности Касим-Заде 
исследовал зависимость от базиса и, в частности, показал, что в базисе {У,^,-!} любую 
функцию от п переменных можно реализовать при помощи СФЭ с Р-актнвностыо О(п^). 

С. А. Ложкин и М. С. Шуплецов нвели''' понятие динамической активности СФЭ, опре-
делив её, как максималыюе количество выходов элементов, изменяющих своё значение при 
изменении входных наборов схемы. Введение данной меры сложности обусловлено тем, что 
большая часть энергии микросхемы выделяется именно при изменении значений на её вхо-
дах и, соответствешю, в узлах схемы. В той же работе было показано, что в любом полном 
базисе можно реализоват1> булеву функцию от п переменных с линейной динамической ак-
тивностью. Также был предложен метод синтеза СФЭ в базисе {\/,&,-1} для функций от 
п переменных с асимптотической сложностью 2"/п и линейной динамической активностью. 
Важно отмстить, что, в отличие от обычной (статической) активности, порядок динамиче-
ской активности по зависит от базиса. 

Ещё одной важной мерой сложности СФЭ является её глубина. Если сложность модели-
рует размер устройст1!а, а мощность - энергопотребление, то глубина определяет задержку 
между подачей на устройство входного набора и получением вычисленного значения на вы-
ходе. С. Б. Гашков показал'^, что функция Шеннона глубины СФЭ для функций от п пере-
менных 1)анна п — 1о52 !оЯ2 " с точностью до аддитивной константы. Затем С. Л. Ложкин по-
казал"', что в базисе {V, &, -•} функция Шеннона глубины СФЭ равна \п - log2 log2 п -(- о(1)"1 
при п -> со. В более поздней работе'^ Ложкпн нашёл фупкцню Шеннона глубины СФЭ в 
произвольном полном конечном базисе с точностью до аддитпвпой константы. 

СФЭ является далеко не единственной моделью, позволяющей определять меры слож-
ности булевых функций. Д1)угой такой моделью являются контактные схемы (далее КС). 
Сложность КС определяется, как количество её контактов. Лупанов показал'®, что слож-

элсмснтол. " п: Проблемы кибериепшкп. Пыи. 33. М.; Наука, 1978, с. 215—220 
" 'О. -М. Касим-Заде. "0G одной мере сложности схем i n функциональных элемептоп". в: Проблемы кибер-

нетики. Вып. 38. М.: Наука, 1981, с. 117-179 
" О . М. Каснм-Заде. "0G одной мере активности схем из функциональных элементов. " в: Математинеские 

вопросы кибернетики. Вып 4. -М.: Паука, 1992, с. 218-228 
'"С. А. Ложкин н .М. С. Шуплецов. "О динамической активности схем нз функциональных элементов 

и пост;юешт асимптотически оптииаш.ных по сложности схем с линейной динамической активностью", в: 
Ученые записки Казанского университета. Серия Физико-математгтеекие науки 156.3 (2014), с. 84—97 

'^С. Б. Гатков. "Глубина булевых функций", в: Проблемы кибернетики. Вып 34. М.: Наука, 1978, с. 265— 
208 

' "С. А. Ложкин. "О Шубине <})ункций алгебры логики п некоторых базисах", в; Annales Universitatis 
Scientianim Budape.stinensis de ïtolando F.otvus Nominatae, Sectio Cornputatorica 4 (1983), c. 113—125 

'^C. A. Ложкин. " 0 глубине <11упкинй алгебры логики в тцюнзполыюм полном базисе", в: Вестник Мос-
ковского уииосрситста. Сергея 1: Математика . Мехаиика 2 (1996), с. 80 -82 

" О . Б. Лупанов. "О синтезе некоторых классов упраплякццнх систем", в: Проблемы кибернетгски. Вып 10. 
Наука, М„ 1903, с. 63 97 



ность КС, ревизующих булевы фуикцни от п переменных, асимптотически равна 2"/п, как 
и сложность СФЭ. Ю. С. Шуткии ввёл'^ иоиятие временной сложности моделирования КС, 
которая яш1яется в определённом смысле аналогом мощности СФЭ. Он иоказзд, что функ-
ция Шеииоиа сложности моделирования КС растёт линейно с ростом числа иеремсииых. 

А. В. Чашкии ввёл'"'" ещё одну модель вычисления булевых функций — иеветвящнеся про-
граммы с условной остановкой. СФЭ можно нредставнп« в виде исветвящейся 111)ог1)аммы 
следующим образом. Всем входам, выходам и 1)ёб1)ам сопоставляются 1)азличные неремен-
ные, затем носледонатолыюсть вычислений значений этих пс1)емст1ых записывается в виде 
программы, в которой каждая строчка имеет вид = /¿(т^,,,...,г^, ,, ), где / , — функция, 
вычисляехщя г-м функцнонмьным элементом, Х д . — переменные, пршшсаиные вхо-
дам этого элемента, — переменная, нрнннсанная его ныходу. При таком сопоставлении 
сложность СФЭ 1)авна количеству команд и программе, то есть её длине. В неветвящсйся 
программе с условной остановкой левые части команд могут новторяп.ся, и К1)0мс обычных 
команд могут также использоваться команды вида stop(xi). Если = 1, то выполнение про-
граммы па этом шаг е завершается. Таким об1газом, среднее время выполнения ирог])аммы с 
условной остановкой может быть существевио меньше, чем щ и т а программы. Среднее нромя 
вынолншшя онтнмшчьной нрог1)а.м,мы с условной остановкой называе гси средней сложностью 
булевой функции. В работе Чашкина'"'" были получены норядкн роста функций Шешюна 
С1)едцей сложности щчя классов щюду 0111)еделё1шых булевых (})уцкццй, частичных булевых 
функций и <|)у1ц<ций с мадым числом еднннц. В чгшчностн, было ношгзано, что для почти 
всех бу.чевых (¡пункций С1)елпяя сложность но 1101)11дку совпадает со сложностью СФЭ, а для 
класса функций от п нере.мешн.1Х с мщчы.м чнсло.м единиц средняя сложность но но1)Ялку в 
)1 раз меньше сложиосгм СФЭ. 

Из неречнслснпых моделей наиболее подходящей дая моделирования мнк1)осхем, 1)еалм-
зующих бу.тевы (1>уикнш1, является модель СФЭ. Недостаток данной модели заключается в 
том, что в ней не учитывается 1)азиодка проводов на плоскости, хотя 11))Ц н1)0ект11роваин11 
чипа размещение проводов является не менее важной задачей, чем ностроенне самой логиче-
ской схемы. С. С. Кравцов Ц1>елтожцл'^' модель нлоскнх (клеточных) схем, которая отража-
ет как логическую часть микросхем!.! (СФЭ), так и раз.\!еицчше её э.тс.ментов на л.тоскостт!. 
Фактнческ!!, н;юская схс\!а является ук.тадкой СФЭ на нез!04!!сз!е1!!!у!0 реи!ётку па 1!Лоско-
СТ!! таК1!М образом, что С0ед!!11ённым1! Х!ш-уг 61.1Т1, ЛНШ1> элементы, ИаХ0ДЯЩ1!есЯ с С0ССЛ1!!!Х 
точках рсшётк!!; 1!1)!1 этом лл1!!!Н1.!е н1)овола \!оде.т!!1>у1отея нс1!1.ю э;!е\!е11то!!, ре;ит1!зую1цнх 
тождествснш-ге фу1!КНШ1. Кравцов доказад, что порядок фу1!кн!!!! Ше1!1!01!а !!ло!надн нлос-
1<1!Х схем, реад!!ЗуЮ!Н!!Х (¡)у!1КН!!!1 ОТ' П !!СреХ!е!1!!Ь!Х, раВСЧ! 2". А. Лльб1зехТ' ноказад'^^ что 
асимнтот!!ка (¡»ункцнн Шеннона 1!.\1еот В1!Л а2". 0;н!ако его ;10казат'ельсг!!0 !!еко!!структ1!в-
но, и конкретное 31!ачс!!!!е ко!!ста!1т1.1 сг до С!!х нор 1!ензвест'1!о. Крох!е то10, эта константа 
может зависеть от б;гз1!са. Те,\! 1!е х!е!!ее, С. В. Г1)!!бок !!1)!!В('л''̂ ^ !Ipl!^!cp б;гЗ!!са, дз!я которою 
константа сг в!.!Ч!!сляется 1!В110. В пастошзщй работе вводится он1)елеление плоской схемы, от-
личающееся от 0!!1)еделет!я Краы!,о!1а, кото]зое как иравзз.то 1!с1!0л1,зуетс>! !! лруг!!х работах. 
Однако с Т0ЧК!1 Зре1!!!Я 0!НЧ10К илощадн I! других ме)) СЛОЖНОСТТ! это 0ТЛ1!Ч!!е ИС!!1)!!И!Н!!!!!-

"Ю. с. Шуткнн. "Об üAüübpoMciBiüíl мшшмнзацш! обьемной н щя'ысшюп сложность конт.тктвых н шм1-
тнльных схем", в; Интсллсктуаль^сыс системы. Теория и прилаяссиия M.í-'í (2Ü1Ü), с. 595 -G15 

В. Чашкин. "О среднем времени 1н.1мнслепня знаметиТ булевых функций", п: Дискретный апалш и 
исследование операций 4.1 (1997), с. 0Ü -78 

^'С. С. Кравцов. "О ¡к-'алнзацнн функций алгебры логики в одном классе схем на функцнонал1.ш.1х н 
коммутационных элементов", в: Проблемы кибернетики. Вып 10. .М.: Наука, 19G7, с. 285-293 

'̂̂ А. Альбрехт. "О схемах из клеточных элементов", в: Проблемы кибернетики. Пып S3. .М.: Наука, 1977, 
с. 209-214 

^^С. В. Грибок. "Об одном базисе для схем нз клеточных элементов", в: Вестник Московского Универси-
тета, сер. 15. Вычислительная математика и кибернетика 4 (1999), с. 3G-39 



алыю (когда речь не идёт о нахождении асимптотики). Перечисляемые ниже результаты, 
как и результаты Кравцова и Альбрехта верны вне зависимости от конкретного определения 
с точностью до мультипликативной константы. То же самое можно сказать и о результатах, 
полученных в данной диссертации. Определение плоской схемы, используемое в диссерта-
ции позволяет строить схемы без изолирующих элементов, что позволяет чуть компактнее 
изображать громоздкие схемы. 

H.A. Шкадикова исследовала^' площадь плоских схем для некоторых конкретных се-
мейств булевых операторов, а также для класса симметрических булевых функций. Кро-
ме того, в этой работе была установлена связь между площадью плоских схем и объёмом 
трёхмерных схем, реализующих булевы операторы. Шпаликова показала, что если оператор 
реализуется трёхмерной схемой с объёмом V, то его можно реализовать плоской схемой с 
площадью причём порядок этой оценки нельзя понизить. А. А. Тиунчик нашёл^' 
порядок роста функции Шеннона площади плоских схем константной ширины, в которых 
допускаются кратные входы. А. Ю. Яблонская усилила'"' этот результат и нашла асимптоти-
ку площади плоских схем константной ширины с кратными входами для некоторых классов 
булевых функций. Д. А. Жуков"^'"'''^" для различных семейств булевых операторов и функ-
ций предложил методы синтеза плоских схем, позволяющие оптимизировать одновременно 
площадь и глубину. В частности, Жуков п о к а з а л ч т о произвольную частичную булеву 
функцию можно реализовать плоской схемой с площадью 0(d) и глубиной O(logrf), где d — 
размер области определения. 

В данной диссертации вводятся меры мощности (активности) плоских схем, отражающие 
энергопотребление микросхемы, которую моделирует плоская схема. Одна из рассматривае-
мых мер мощности — потенциал (активность) — является аналогом мощности (статической 
активности) СФЭ. Эту меру мощности впервые ввёл О.В. Черемисин®", ои показал что невоз-
можно реализовать дешифратор плоской схемой с одновреккшю оптимальными по порядку 
площадью и потенциатом. 

Также в данной работе рассматривается и другая мера мощности — переключательная 
мощность, которая является аналогом динамической активности СФЭ. Эта мера сложно-
сти лучше отражает эиергопотребленме микросхем, поскольку основная энергия тратится на 
переходные процессы, которые происходят при переключешш элементов схемы. 

Одним из основных направлений исследований диссертации является разработка уни-
версальных методов синтеза плоских схем, позволяющих для болынинства функций из за-
данного класса получать схемы с оптимальными по порядку мощностью и площадью. Вто-
1)ым паправлеипем является доказательство нижних оценок мощности плоских схем с целью 
обосиопания оптимальности предложенных методов синтеза. Кроме того, в работе получено 
несколько универсальных оценок, связывающих меры сложности плоских схем. В частности. 

'̂ •41. А. Шкаликова. "О реализации булевых функций схемами из клеточных элементов", в: Математиче-
ские «опрос« кибсрпстичкп. Вып 2. М.: Паука, 1989, с. 177-197 

^"Л. Л. Тиунчик. "О реализации функций алгебры логики клеточными схемами ограинчепной шнрииь^'. в: 
Методы дискретпиого анализа в решении экстремальных задач. Новосибирск: Институт математики СО 
АН СССР 59 (1990), с. 7 3 - 8 3 

10. Яблонская. "О сложности реализации булевых функций из инвариантных классов схемами огра-
иичеииой высоты с кратными входами", в: Вестник ИНГУ 4.1 (2012), с. 225—231 

^ 'Д. А. Жуков. "О времени параллельного сложения нескольких чисел", в: Вестник Московского универ-
ситета. Серия 1, Математика. Механика 6 (2001), с. 52-54 

^ 'Д. А. Жуков. "Быстр1.ю клеточные схемы .для умножения", в: Дискретный анализ и исследование опе-
¡тций. Серия 1 9.3 (2002), с. 4 0 - 4 7 

""Д. А. Жуков, "О вычислении частичных булевых функций клеточными схемами", вг Дискретный анализ 
и исследование операций. Серия 1 11.2 (2004), с. 3 2 - 4 0 

^"0. В. Черемисип. "Об актипиости с.хом из клеточ1П.1х элементов, реализующих систему всех конъюнкций". 
п: Днскрстная математика 15.2 (2003), с. 113-122 



в работе показано, что 11С1)еключателы1ая мощность и нотенцнщт совпадают но порядку. В 
связи с этим далее вместо терминов «переключательная мощность» или «потенциал» ча-
сто употребляется слово «монрюсть», подчёркивающее, что утверждение относится к обеим 
мерам мощности. 

Замети.м, что в отличие от схем из функциощшьных элементов, для площади плоских 
схем известен лишь но])ялок функции Шеннона, а асимптотика неизвестна. Поэто.му в дан-
ной работе исследуется и.менно но])ядок, а не асимптотика функции Шеннона. К1)оме того, 
для моделей схем, аишюгнчиых модели плоских схем (нанрнмср, д.чя модели многослойных 
схемы с фикси1)оваиным числом слоев) порядок 1)оста всех рассматриваемых в диссертации 
мер сложности такой же, как и в модели плоских схем, поэтому все но.тученные результаты 
верны и во всех ащиюгичных моделях схем". 

Одним из основных 1)езультатов работы является нахождение порядка ())ункцин Шенно-
на мощности частичных булевых операторов. Отметим, что для схем из функдиощьчьных 
элементов важным (1)акто1)о.м также является и глубина схемы, которая отражает скорость 
работы этой схемы. В одной из теорем иоказаио, что для большого класса частичных опе-
раторов существуют схемы, одновременно онтнмшчьныс но мощности, площади и глубине. 
Другим важным результато.м является нахождение ио1>ядка ([туикции Шеннона дчя булевых 
функций с м;и1ым числом единиц. Такие функции могут нснользоваться при ностроенни схем 
для Л1)угнх классов булевых (1)ункцнй с целью понижения средней мощности путём фильт1)а-
ции наб01)0ц, на кото1)ых значение функции вычисляется относительно просто. Также были 
найдены порядки функций Шеиноиа для всех замкнутых классов булевых ([¡ункцнй. 

Цель работы 
Цель работы состоит в нсследованин функции Шеннона мощности плоских схем, реадизую-
щих булевы ([¡уикции и операторы из различных классов. Также целью является выявление 
зависимости фуикцин Шеиноиа от ограничений, надоженных на расположение входов и вы-
ходов схе.мы. 

Методы исследования 
В работе используются методы дискретной математики, теории учцзавляющнх снсте.м, теории 
вероятностей и математического ашьчнза. 

Научная новизна 
В работе получены оценки (1)уикини Шеиноиа .мощности плоских с.хе.м, роаднзующих функ-
ции и операторы из различных классов. А именно, получен порядок роста функции Шеннона 
средней и максимадыюй мощноп и д-чя класса частичных булевых оне1Ш'орон. Также полу-
чены более высокие нижние оценки мощности частичных булевых операторов при надвчин 
ограничений на расноложенне В1.1Хо;иш схе.мы. Показано, чго если число выходов онсрато1)а 
по порядку больше, че.с! число входон, то существует онтнмдчьное расстояннс, на которо.м 
эти выходы должны быт1> растю.чожсн1.1 друг от д;)уга, при тако.м расположении порядок 
роста мощности не более, чем линейно зависит от колнчестчщ выходов схемы. При некото-
рых ограничениях на расноложенне ныходон порядок роста мощности от количества вы.ходов 
становится выше линейного. Во всех нсречнсленных резульгатах для класса частичных опе-
раторов оценки средней и максимадыюй лющноетн совпадают по порядку. 

^Шт модели лишь требуется, чтобы и ней произвольный элемент, занимающий единицу площади, реали-
зовывал булев оператор с числом входов н выходов, ограниченным некоторой константой. 



Также получен порядок роста функции Шенноиа максимальной мощности для класса 
функций с ограниченным числом единиц с учётом ограничений на расположение входов схе-
мы. Как н в случае частичных операторов, показано, что наименьшая мощность достигается 
при определённо,м расстоянии между входами схе.мы. 

В ])аботе также исследован класс монотонных функций. Для этого класса получен по-
рядок функции Шешюиа средней и максимальной мощности. В частности, показано, что в 
классе моиотош1Ых функций порядки роста средней н максимальной мощности различаются. 
Как следствие получены порядки <]>ункцип Шенноиа для всех замкнутых классов булевых 
функций. 

Кроме оценок (функции Шешюиа для конкретных классов функций, в работе есть 
несколько результатов о связи различных мер сложности плоских схем. Также доказана уни-
нерсальиая нижняя оценка функции Шеннона мощности для произвольного класса булевых 
функций. 

Теоретическая и практическая ценность работы 
Диссертация носит тео1>ет11ческнй характер. Результаты работы могут применяться при про-
ектировании СБИС для уменьшения эпергопотрсблеиия различных электронных устройств. 
Пе1)еключателы1ая мощность плоских схем, исследованная в работе намного лучше отражает 
эиергопотреблепие микросхемы, чем статическая мощность, которая обычно рассматривает-
ся при нсследованни мощности схе.м из функциональных элементов. Однако в работе пока-
зано, что при определённых условиях переключательная и обычная мощности совпадают по 
порядку, откуда следует, что многие результаты для статической меры мощности могут быть 
обобщены и на переключательную мощность. Но даже переключательная мощность схем из 
фуикциошгльиых элементов недостаточно точно отражает эиергопотреблепие микросхемы, 
поскольку при современных технологиях нроводннкн, соединяющие функциональные эле-
менты, потребляют мощность, сравнимую с мощностью самих элементов. Поэтому, чтобы 
онтнмнзпровать микросхе.му, необходимо учитывать энергию, выделяемую проводами, и мо-
дель, изучаемая в данной работе, позволяет это сделать. С практической точки зрения ин-
тересны не только методы синтеза, предложенные в работе, во н общие идеи оптимизации 
мощностп, которые могут быть применены к конкретным схемам. 

Разработанные методы получения нижних оценок могут применяться для получения 
нижних сцепок для других классов булевых функций. 

Апробация работы и публикации автора 
Основные результаты данной работы докладывались и публиковались в тезисах следующих 
конференций: 

• Междучщродиая кош1)рреиция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов» 
(2013, 20М, Москва) 

• Ломопосовские чтения (2013, 2014) 

• XII Междучшродиый семинар «Дискретная математика и ее приложения» имени ака-
демика О. Б. Лупапова (2010, Москва). 

• XI Международная ком(1)е1)ещщя «Имтеллсктущчьпые системы и компьютерные науки» 
(2016, Москва) 



Результаты докладывались иа семинарах механико-математического факультета МГУ 
имени М. В. Ломоносова: 

• Семинаре «Теория авто\игтов» под руководстнол! акаделщка, И1)0(|)., д.ф-м.и. В. Б. Куд-
рявцева (2013 г., 2010 г., 2017 г.). 

• Семинаре «Вопросы сложности здгоритмов поиска» под руководством проф., д.ф-млк 
Э. Э. Гасаиова (2013 - 2010 гг.). 

• Спецсемпиар для п1)епода1!атс.'1е11, научных сотрудиикои, асии1)антои и студентов «Дис-
кретная математика и математическая кибе1)иетика» (2010 г.). 

Основные результаты диссертации оиуб.тиковаиы в статт,ях (1—0] и 1)еце11зи1)уемых науч-
ных изданиях, определённых ноложеинем о ирисуждеиин учёных стененсй и .МГУ имени 
М. В. Ло.моносова, а также и тезисах кои(|)е1)еииий [7-0] 

Структура и объем работы 
Диссертация состоит из ниедеиия и Т1)ёх глав. Обт.см диссертации 101 страницы. Снмсок 
литс1)ату1)ы соле])жнт 35 нанменованнй. 

Благодарности 
Авто)) И1.11)ажает искреннюю благодарноетт. заве;очо1дему кафедрой д.ф.-м.и., нрофесео1>у, 
академику В.Б. Кудрявцену н все.му ко.т.тектнву ка<1)едры за опыт и знания, полученные 1!0 
время обучения. Особую иризиаге.чыюсть хочется 1И.1сказать научному руководителю д.ф.-
м.и., иро(11еес01)у Э.Э. Гасаиову :за иосчаиоику задачи и научное руководство. 

Краткое содержание работы 

Плоские схемы 
Клсточ11ыл1 элсматюм буде.м иазЕЛЕяп 1> булев оие1)аго1), у кот'01)ого и сумме не более четырёх 
входов II выходов, причём каждому его входу и каждому выходу со1юстав;1еиа некоторая 
метка из множества {1,г, 1,0}, и|)ичём метки ие повторяются. 

Метки будем также называть сторонами э.те.мсита: 

• I — левая ст01юиа; 

• г — правая ст01)011а; 

• 1 — верхняя сторона; 

• Ь — нижняя сто1)оиа. 

Клеточный элемент будем и:юбражать и ииде единичного квадрата иа плоскости. При это.м 
входам и выходам элемента соиостаи.тяются стороны квадрата в соотнетст ини с присвоенны-
ми им метками. 

Метки, присвоенные н.хода.м (выхода,м) оне1)ато])а будем называть иходалш {оыходами) 
элемента. Метки, не присвоенные нн входам, ни выходам, будем называть изоляторами. Мно-
жество входов (выходов) элемента с будем обозначать гп(е) (ои((е)). 

Входы и выходы элемента будем называть его контакпиши. 
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Заметим, что это определемпе немного отличается от обычного тем, что допускается, 
чтобы иа разных выходах реализовынались разные нетождественные функции. 

Если на всех выходах элемента ¡¡еализуются тождественные функции, то будем называть 
элемент коммутационным, иначе — логичестш. 

Коммутационный элемент соответствует либо проводнику в микросхеме, либо пересече-
нию проподоп, либо тождествеппой функции, служащей для усиления сигнала. 

Клеточный элемент можно описать уравнениями, которые задают его оиератор, заменяя 
все переменные в них па соиоставлсииые им метки (l,r,t или Ь). Тогда в левой части каждого 
уравнения будет стоять выходная метка, а в правую будут входить только входные метки. 

Для удобства используется также пустой клеточный элемент — изолирующий. 
Всюду далее значок := будет обозначать «по определению равно». 
Через Е обозначим множество всех клеточных элементов. Ne := [¿-l. 
Сетью из клеточных элементов на множестве Л/ С 1? над базисом Е' С Е будем 

называть отображение К : M Е'. 
Элемент К{х,у) будем называть элементом схемы К с координатами (х,у). Элемент с 

ириписаипыми ему координатами будем называть элементом схелш. 
Левой, щк1вой, верхней и нижней сторонами элемента е с координатами (х,у) будем 

называть точки с координатами ( i - {х -Ь (х,у - и {x,y + j} соответственно (на 
рисунках ось у будет направлена пинз). 

Будем говорить, что сеть К из клеточных элементов корректна, если для любых двух 
элементов х и у схемы К верно, что если сторона а элемента х совпадает со стороной b 
элемента у, то выполнено одно из условий: 

• один из элементов х, у — изолирующий, 

• стороны а п Ь являются изоляторами, 

• Среди сторон а\\Ь одна является входом, другая — выходом, например, а — выход, а 
h — вход, в таком случае будем гово1)нть, что выход а подключен к входу Ь; 

Множество M будем называть носителем сети К. 
Введём понятие ejxitfxi корректной сети из клеточных элелкнтов К (будем обозначать 

Ск). Gk — ориентированный граф, перншнамп которого являются входы и выходы элемен-
тов схемы. Если выход одного элемента подключён ко входу другого, то им будет соответ-
ствовать одна и та же вершина Г1)афа (будем говорить, что эта вершина является выходом 
первого элемента н нходом второго). Из вершины а в вершину b ведёт ребро в том и толь-
ко том случае, когда существует элемент е такой, что а является его входом, b - выходом, 
п1)пчём функция, реализуемая на выходе Ь, существенно зависит от входа о. 

Плоской схемой или схемой из клеточных элементов иа множестве M С 1} над базисом 
Е' С Е будем называть ко1)1)ектную сеть из клеточных элементов, в графе которой нет 
ориентированных циклов. Множество M буде.м называть носителем схемы К. 

Далее везде нснользуется базис Е, то есть считается, что можно использовать любые 
клеточные элементы. 

Если вход (выход) элемента не подключён к выходу (входу) другого элемента, будем его 
называть входом {выходом) схемы. 

KoimiamnaMxi схемы будем называть ее входы н выходы. Множество входов (выходов) 
схемы К будем обозначать 1п{К) {Out{K)). 

Узлами схемы К будем называть вершины гра(1)а Gk. 
Если M — носитель схемы К, то величину |Л/| будем называть площадью схемы К и 

обозначать |/v|. 
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Расстоянием меокду узлами схемы будем называть число рёбер в ммиималыюП ориеи-
тироваииой цепи, соединяющей соответствующие вершимы в Сд-. Расстояние от узла а до 
узла b иа схеме К будем обозначать рк{а,Ь). 

Подсхемой схемы К с носителем Л/о Q Л/ будем иа:зывать схему Л'|д;„. Если схема К 
фиксирована, то иногда будем говорить просто подсхема Л/и-

Каждой плоской схеме К можно естественным образом сопоставить схему из (¡(уикцио-
нальиых элементов Сггс{К): 

1. каждой функции которую ре;ишзует )-й выход элемента s клеточной схемы, сопо-
ставим (1)у11кци01шлы1ый элемент 1)сализующий сели г-й и j-й выходы яв.чяюгся 
выходами одной и той же функции, то им будет соответствовать один и тот же функ-
ций! i ;ui ы i ы й эле м еит. 

2. если г-й шяход АД подключён к j-му входу «2 соединим выход элемента с,,,; с j-ми 
входами элементов для всех к, для которых зависит от j-ro аргумента. 

3. Уд;иим из с.хемы все тождественные функции, нодсоеднннв нх вход ко всем их выходам. 

Будем гонорить, что схема К ртлизуст бу.чев oiieiiaTop /д-, если схема из функциональ-
ных элементов Circ[K) решшзует / д . Здесь следует отметить, что oiieiiaTop / д он]геделяется 
схе.мой К с точностью до iieiiecTaHOBKii а1>гументов и компонент онерато1)а. 

Множество нлоскнх схем, решшзующнх булев 0He¡)aT0p / (возможно, частично опреде-
лённый) будем обозначат!. Impl(f). 

Обозначим через S { f ) N!!!!i!iM;u!b!!y!o нлонщд!. плоской схемы, режчнзующей оператор / . 

Меры мощности схем. 
Д;!я каж;!оП схемы К за<]я1кси1чусм некого1чую нумерацию ее уз.чов. U;i i-м узле 1)оа.ч1!зуется 
!!е!<ото1)аи (()у!!К!Ц!Я ji ОТ !1Х0Д!!!,!Х üeijCMe!!!!!.!х схс.ч!!.! К (на нходах счнтаем, что рещчнзуются 
тождсстне функции). 

Везде дадее будех! считать, что схема К ткет н нходон, / уз-чов и g¡ — фу!!К!Ц1я, реали-
зуемая в г-х! узле схехи,! К . 

Состоянисл1 схех!Ь! К иа входиох! !!або1)е х иазовёх! векчор 

:= (.9i(x) g¡(x)). 

Если V = (иь.. . , Vg) е {0,1}', обозначим |ii| := vi -f- v-2 -f ... -b и,,. 
Введёх! операцию ф : {0,1}' х {(), 1}' {0,1}' — поко.миоиеитиое сложение но хюд^'лю 2, 

то есть (v¡,...,vg)0(u¡,...,u,i) = (щ ф «i, . . . , и, Ф и,,). 
Заметих!, что выиолиеио üeiiaBeüCTBO т1)еуголь!!!1!<а: 

I I I I 
|ц е и| = ^Vi фщ < ^(ц, -Е щ) = Y^Vi + Y^Ui = \v\ + |u|. (1) 

i=l 1=1 1=1 í=l 

Величина | и ф и | — количесчво компонент, но которых! вектора и и v различаются. 
Пусть схема К iixieex п входов. Тогда 
Потенциалом схемы К на входнох! наборе х S {0,1}" назовём велнчнву ид(х) := 1Ад(а:)|. 

Фактически, нотешишл схемы К на наборе х — это число узлов с.хемы К, нриннмающнх 
значение 1, когда на вход схемы подан набор х. 

Максимальным потенциалом cxcxibi К с п входахт на хиюжестве входных наборов Т> С 
{0,1}" назовёх! Ux)(K) := т ! « и д ( х ) . 
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Величину WK(x,y) := Q назовём затратой энергии на переключение входа 
с X на у. 

Макамальпой переключательной мощностью схемы К на множестве входных наборов 
® Q {0,1}" назовём величину 

WzoiK) := max шк{х,у). 
T,y(lV 

В случае Т> = {0,1}" нпдскс Т> будем опускать, то есть W{K) = W{K) будем 
называть максима-тыюй мощностью схемы К. 

Замечание . Из 1 и свойства г ) ф и © « @ щ = t)©'w следз'ет неравенство треугольника для 
и>!{-. 

т<{х, у) + щл-(г/, 2) = |ял-(а:) Ф .S ,C(! / ) | + © 5 К ( Г ) | > | S K ( T ) © . S K { Z ) | = wk{x, z), ( 2 ) 

то есть wk является метрикой па множестве (0,1}". 
Средним потенциалом схемы К на множестве входных наборов Т> С {0,1}" назовём 

величину 

Средней переключательной мощностью схемы К на множестве входных наборов V С 
{0,1}" назовём величину 

' ' r.yev 
Если Т> = {0,1}", то нижний индекс Т> у меры мощности будем опускать. 
Введём мощность н потенциал булепых операторов гцл! заданном множестве Q допу-

стимых плоских схем. Если Н{К) — некоторая мера мощности (i/p, ¿/р, IVp или IVp), 
F : V {0,1}™ — б}'лев оператор (возможно, частичный), Q — множество допустимых 
плоских схем, то 

IMF) •-= min Я(Л'). 
Ke!mr!(f)nQ 

Введём соответствующие ({)ункии11 Шеииоиа меры мощности Н для класса функций J": 

Hq{F) := max//Q(/) . 

Обозначим Р2(Т>',т) — множество частичных булевых операторов f : V {0,1}™ с т 
выходами, определённых па .множестве Т>'. Отметим, что область определения оператора Т>' 
может отличаться от множества Т>, на котором измеряется мощность. Это связано с тем, 
рассматриваемая схема может быть подсхемой другой с.хемы, реализующей оператор с дру-
гой областью оироделеиия. При доказательстве нижних оценок также бывает полезно взять 
V С Т>'. 
Обозначим P-iin, т ) := Р2({0,1}",т) — множество всюду определённых булевых операторов 
с п входами 11 m выходами. 

Также введём функцию Шеннона мер монцюстн щчя булевых операторов. Если Н — мера 
мощности функции (i/p.Q, Uv.Q, il'P.Q "Л" p.q), TO 

Я ( Р ' ) := H{P2{V', 1)), Я(п) := H i P i n , 1)); 
lI{V\m) := HiP^i.F'pn)), П{щт) := ¡¡{P^Mm)). 

Bo всех введённых обозначениях если множество допустимых схем Q совпадает со мно-
жеством всех схем, то иидекс Q в Mejie мощности будем ои.гткать. 
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Общие обозначения 
Введём несколько общих обозначений и определений, которые будут использоваться в фор-
мулировках теорем. В частности, и спязи с большн.м чнсло.м параметров, от которых Gyvo-r 
зависеть оценки (в том числе, неявно), уточним, как будут пониматься в работе такие стан-
дартные обозначения, как о(-),ш(-),0(-) п i2( ) в случае шитчия неявных параметров. Ча-
сто нам понадобится писать асимптотические оценки различных неличин, явно или неявно 
зависящих от набора параметров х = один из которых как правило стремит-
ся к бесконечности, а на оскипшые щиюжсны асимнтотичсскпе ограничения. Фор.мщчыю, 
есть некоторое множество допустимых иабо1)ов 11а1)аметро11 Х, и на нём задана база под-
множеств''^ 03. Могут быть н Д[)у1'не нара.метры, допустимые значения которых образуют 
множество Y н которые в данном контексте считаются ([нщспроваинымн. Пусп. величины / 
и д явно или неявно зависят от нара.мстрон х 6 Л' и у ^Y. Введём несколько обозначений. 

1. Будем писать f{x,y) = о{д{х,у)) или п{х,у) = ы{/{х,у)) при базе если 

V.V 6 У (ЭВ 6 03 Vx 6 В д{х,у) ф 0) и = 

то сеть отношение / к д может стремиться к нулю неравномсчнш но у € Y. 

2- / ( х , у ) = 0(д(х,у)) или / (х ,у ) а(х,у) при базе S , если 

ЗС X ) Vy е У ЗВ € 05 Vi € В / ( х , у) < Сд[х, у), 

то ость существует' абсолютная константа С и нод.множсство В С X, В еЪ такие, что 
/(т;, у) < Сд{х, у) для любых х е В, у е У. 

3. f(x,y) д{х,у) нрн базе 05, если f{x,y) у) н у(т ,у) f{x,y) нрн базе 05, то есть 

3Ci > О, С2 > 0 Vy 6 У З В е 05 Vt: 6 В С,у(з:, у) < f(x, у) < C^gix, у). 

Если каждый набо!) iiai>aMeTpoii х 6 Л' задаёт некоторое множество обьсктов Х{х), то будем 
говорить, что для почти иссх эле.мситов / е Х{х) 14)11 базе 05 BCJIHO утверждение В(Х, / ) , 
если доля / 6 Х{х), для которых уттнчзжденне P{x,f) испито , стре.мнтея к 1 но базе 05, то 
есть 

I { / е Х(х) •• P(xJ)} I = +0(1)) нрн 05, 

Обычно множество Х{х) — множество булевых функций или oiiei)aTQi)ou, а набор нараметчюн 
X включает в себя число аргументон п, может также включать в себя область определения Т>, 
число вы.ходоБ оператора HI, а также oriiaiimieiiim на гео.мотчшю схемы. База 05 как нравнло 
задаётся несколькими асн.мнтотинсскн.мн ограннчения.ми на параметры III)H п - Т оо. 

Д л я неасимптотпчсскнх нератшстн с точностью до константы будс.м исно.тьзовать обо-
значение а + i), если а < СЬ, где С — некоторая абсолютная константа. 

Результаты 
В нерпой главе доказаны общие результаты, связывающие различные меры сложности нлос-
кнх с.хем. 

Буде.м говорить, что с.хе.мы Ki и /Tj имеют одииакоиые укладки, если существует изомор-
физм r j i a i J i O B Gk, и GK^, 111)11 которо.м соответственные узлы схем A ' l 11 Л '2 п.мсют одинаковые 
координаты. 

"^Непустая снстс.ма 25 нод.миожеств множества X называется базой множества X, если 0 ^ 23 и для любых 
В ь В г С 23 существует В е 23 такое, что В С В1 П Вг (В. А. Зо1)ич. Математический аиалш. Часть I. 
МЦН.МО Москва. 2017. с. 576). 
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Теорема 1.1. Если схема К имеет п входов и т выходов, то для любого мно'жесгпва 
V С {0,1}" выполнены следующие утверждения. 

1. Переклптательиая мощность по порядку не превосходит потенциал, а именно 

Wr>(K) < 2Dt,{K), Wv{K) < 2Ur,[K). 

2. Существует плоская схема Л" с той же укладкой, что и ехегла К такая, что 

Fk = Fk' и Üv{K') < \Vv{K) + "I + mm 

3. Существует плоская схема К' с той же укладкой, •что и схема К такая, что 

Fk = Ел-' н Uv{K') < П'Ъ(К) + т + п. 

Следствие 1. Для любого множества Т> С {0,1}" и любого оператора F € Fi(V,m) вы-
полнено 

Ov(F) ~т< iVv(F) < 2Up(F); 

[/v(F) -т-п< IVp(F) < 2UT>{F). 

Отсюда, переходя к максимуму по F е Р2{Т>,т), сразу получаем 

Следствие 2. Для любого множества V С (0,1}" выполнены неравенства 

U{V,m) -т< W{V,m) < 21/(0,m); 
U{V, т)-т-п< m) < 217(0, т). 

Таким образом, для функций максимальный потенцнал и максимальная мощность — 
величины одного порядка, если нет ограничений на базнс. Поэтому далее рассматривается 
только потевцпал. 

Теорема 1.2. Для любой булевой функции / , отличной от константы, выполнена оценка 

Учитывая П1юстую мощностную нижнюю оценку функции Шеннона для площади плос-
ких схем, получим 

Следствие 1. Пусть Т — некоторый класс булевых функций, F(n) = П<ЛР2(п). Тогда для 
почти всех функций f е Р{п) при п -А- оо выполнена оценка 

UU) ъ \ / l o g № ) | - n l o g n . 

Теперь сформули1)уем уш1вс1)салы1ую нижнюю оценку для среднего потепцмала. 
Для булевых фупкцпй от п переменных определим 

• 1/1 •= К̂ ^ '• /(й^) = 1}| ^ iwc булевой фуикцнм, 

• dÍKt.(/, й) := I/ Фй| — метрика на множестве булевых фумкнмй. 

Пусть F — класс булевых фуикцнй. Обозначим че1)ез ç„{F,t) максимальное количество 
функций из F[n), попадающих н maj) ija;niyca 2"í, 

^„(Е, t) = max U f e F{n) : di.st(/, /„) < 2"¿}|. 
ЛепД") 
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Т е о р е м а 1.3. Пусть задан класс фгупкций такой, что n\ogn = о(1оя|7'(п)1) при п -Л оо. 
Тогда для любой невозрастающей последоаатеяьности £ (0,1] для почти всех 
функций / 6 "̂п при 71 -> 00 верна оценка 

i / ( / ) b i „ J l o g 2 
•тЛ^Пи) 

Во птороП главе исследуется мощность плоских схем, ресшизующих частичт.1е булевы 
операторы. Нижппс оценки доказаны как для случая схем без ограничений, так и с огра-
ничением на расно.'южснне выходов. Для случая, когда иа геомет1)шо схемы не щиюжеиы 
никакие ограничения, имеет место сле;;учощая теорема. 

Т е о р е м а 2.4. Пусть V Q {0,1}".7ЬгЛ1 для почти всех частичных булевых огщктюров 
у : X) -7 {О, l}"" при 11 00, \Т>\ = w(7ilog;7), т = выполнена оценка , у щ 

l A ^ l ' 

Ес.тм кщ]!*] = 0(777), то при некоторых щ-раннченнях на расположение выходов можно 
получить более высокую нижнюю оценку. 

Поэто.му сч1)ормул1Ч)уем обобщение нижней оценки для случая с ограничением иа располо-
жение Ш.1ХОДОН. Расемот1Я1м множество Р контактов схемы К . Для этого построим полный 
Г1)аф с ве1яши1ами в центрах к.теток, контактами которых являются точки множества Р. 
Сумму длин рёбер мниимщчыюго остошюго дс1)ев;1 это|-о графа обозначим через Г/>. 

Введём множество схе.м 

(?„,„11,/7] = { Л - : 1 < Г о , щ к ) < / ' } . 

В частности, если I = О, то это означает, что .мы ие ог])аш1Чнваем ТоиЦК) снизу, поскольку 
ТоиЦК) > О для любой схемы К . 

Теорема 2.5. Если V С {0,1}", то для почти всех частичнъис булевых операторов / : И -э 
{0,1}™ при nlogn = о(]1']) и 777 - 2""®" выполнена оценка 

, „ ,„ , ( / ) V (3) 
(/7 + 7/777(1) log2<¡ 

Для ВСЮДУ определёни1.1Х оие1)ато1)он эту оценку можно усилить, если иа ТоиЦК) наложить 
0Г1)аш1чен11е ие только сверху, но и снизу. Пусть 1, /1 6 N такие, что I < к. 

Т е о р е м а 2.С. Для почти всех опсщтороо / : {0,1}" {0,1}"' при п - э оо, log 777 = о(2") и 
I < к выполнена оценка 

- А , 
77 

7)7^2» 
77/7 ' 

тТП 

v/i i ' 
1< 

„2-/7 <1ц 
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При доказательстве верхней оценки мощности мы будем следить также за площадью п 
глубиной схемы. Введём ещё несколько определений. 

Цепью в плоской схеме будем называть последовательность к.четочных элементов, в кото-
рой выход каждого элемента, кроме последнего, подключён ко нходу следующего элемента. 

Элемент цени назонё.м сугцестпвенпьш, если он является логическим или он является 
развотв.ченнем провода, то есть хотя бы на двух его выходах реализуется тождественная 
функция от одного и того же входа. 

Бесом цени будем называть количество существенных элементов этой цепи. 
Цепь максимального веса будем называть максгшальной цепью. 
Вес максимальной цепи схемы К будем называть глубиной и обозначать ¿1{К). 

Теорема 2.7. Если Т> С {0,1}", путём п^ < |1)|, то для любого частичного оператора 
/ :Т> {О, Х}"* сущесгпвуст прямоугольная схслш К, реализующая оператор f такая, что 

UiK)<n\os¡n + 

ь & Р Г 

V'min(m,log.,|I'|) 

Здесь следует отметить, что, хотя схема К реализует частичный оператор / , рассматри-
вается максимальный потенциал по всем наборам, не только из области V. Из этой теоремы, 
а также теоремы 2.4 следует основной результат второй главы — порядок функции Шеннона 
потенциала для частичных булевых операторов. 

Следствие 1. Если V С {0,1}", причем 71^1052" < Р ! , то 

Ü{V, т) X U{V, т) ж гп^/Щ ^ ^̂ ^̂  „ оо, т = 
^min(m, log2 | f | ) 

Таким образом для почти всех частичных булевых операторов существуют прямоуголь-
HI.ie схемы с оптимальной по гю1)ядку мощностью и площадью. Причём, при т < logjll ' l , 
глубина схемы также будет оптимальна. 

Если рассматривать не только прямоугольные схемы, то глубину можно сделать опти-
мальной по порядку для произвольного 771. 

Теорема 2.8. Если Т> С {0,1}", причём \Т>\ > п"^ logj п, то для любого частичного оператора 
f :Т> {0,1}'" сущесгпвуст схслеа К, реализующая оператор f такая, "сто 

5(Л-) ^ 777|Р|, ¿7(Л') ^ , . с̂ (Л-) 1оЙ2 777|0|. 
^/nиn(77г,log2 |Г>|) 

Вторую главу завс1)шаот доказательство след^чощего несложного утверждения, из ко-
то1)ого следует, что полученные оценки площади и глубины являются оптимальными по 
порядку. 

Утверждение 2.1. Если V С {0,1}", причём |Т>| > сБ log2 п, то площадь 0{т\Т>\) и глубина 
0(log2 771|2?|) оптимальны по порядку для посети всех "шстичных операторов / : 2? —7 {0,1}"* 
при п со, т -- 2"<Т1). 
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в т1)етт.ей главе рассматриваются разные классы булевых функций. Большая часть этой 
главы посвящена максима-тьному потенциалу булевых функций с ограниченным числом едн-
ннц. Такие функции являются характеристическими функциями подмножеств {0,1}" и мо-
гут использоваться в сочетаиин с частичными функциями и операторами, оирелелсит,1ми 
иа этих подмножествах. Поскольку схемы, ревизующие эти функции, в основном могут ис-
пользоваться в качест1!е вспомогателыилх блоков для реализации других (функций, то (зас-
пределение иа их входах может не быть равномерным. Поэтому для этого класса (1)ункний 
наибольший интерес иредставлиег именно максимгии.иый иогеициш!, он по зависит ог рас-
пределения вероятностей. 

Для функций с мадым числом единиц, как н для частичных операторов, всследуется 
зависимость потеицшша от ограничений па схему, но на этот раз ограничения накладываются 
не иа выходы, а на входы схемы. Поэго.му щтя формулировки результатов нам нот1)ебуется 
множество схем = {Л' : I < Т1„(к) < /т}. 

Если V С {(),!}", то за обозначим класс функций / : 2? -> {0,1}, П])шшмаю1ннх 
значение 1 не более, че.м на N наборах. 

Оценки потенцнада буд,т использовать функцию ио(11,М,(1), которая определяется сле-
дующим об1)азом. 

а 1о(;2 с 13 
тах(/г, у/Н) log.2 — ' 

где К = N 

Теорема 3.9. Пусть Т> — произиольпос подмножество {0,1}" мощпосгпи (1, /о — частичная 
фгункция из V а {0,1}, ¡1 и N - некоторые парсшсгпры. Тогда саш выполнены неравенства 

то доля ерующий / в Е®, для которых ещтвсдлива нижняя оценка максимального потен-
циала 

> С1ио(11,П,(1), 

составляет не менее 1 - а(П,(1), где = при N,¡1 оо. Здесь Со,С1 -
некоторые абсолютные константы. 

Определим функции 

" [ 11о(/1,^,2"), е с л и / К 
щ(1,к ,П,п) - к1{М,п), если I < ЙД/У,;«) < к; 

( если ; > Л! )^ ,« ) . 

Теорема 3.10. Для любых налпцкиаьных чисел и и П, а также параметров I и к > I, 
удовлетворяющих неравенствам 

log•^^ < Л'< 2"-' и п<к 

доля функций 1 & Р]^, для которых справедлива оценка (по порядку) максимального потен-
циала 

" "!(', к, П, 2") X ПИП тах(г, !щ(г, М, 2")), при п -)• оо, 

составляет не менее 1 - о(п), где а{п) = 0 ( 2 " ^ ' ^ ) при и - г оо. Здесь С1 > О - некоторая 
абсолютная константа. 
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Введём обо'значеиве Q^h •= Qm{h/2, Л). 
Из теоремы 3.10 следует, что при N < для получения оптимального потенциала с 

ограннченне.м Q~h[n). нужно взять h{n) = hi[N,n). Отсюда вытекает оценка максимального 
нотонннача без ограничений на расположенно входов схемы. 

Следствие 1. Если параметр N удоолетиоряст неравенству 

log^n <N < 2"-'. 

то для почти всех функций f & Е'^ сщшведлива оценка (по порядку) максимального потен-
циала 

Ü{f) X hi(N,n), при п 00. 

Хотя для класса FjJ максимальный потснцн;и1 представляет больший интерес, чем сред-
ний нотенцнач сам но себе, сфо1)мулнруем верхнюю оценку среднего потенциала, чтобы пока-
зать, что при определённом соотношснин N u n он существенно меньше, чем максимальный 
потенциал. 

Теорема 3.11. Для произвольных п, N < 2" выполнена оценка 
/ 

U{F]i) = О 
\ 

Разница между максимальным и средним потенциалом особенно существенная при N = 
п^. В этом случае U(Fk) = 0{nJ\og2n) по теореме 3.11, а Û{FZ) ж по следствию 1. 

VbgjTi 
Ещё один результат третьей главы — оценки для класса монотонных функций. 
За Мп будем обозначать класс монотонных функций от п переменных. 

Теорема 3.12. 
2п/2 2"/2 

И(Л/„) ж — при 7 1 о о . 

Из результатов для класса монотонных функций и для Д. можно получить порядок мощ-
ности для всех замкнутых классов. Чтобы сз1>ормулн1)овать этот результат, разобьём все 
замкнутые классы'^ на 4 множества (рисунок 1). 

П = {Р2, То, Tu TouS, Sou ^^ / Г , О", Oi', О^, О^}; 
Ям = {М, Mo, Ми Moi,SM, MF, МТ(, MI'^, МО", МО^, Л/0°°, МО^}; 
Rl = {K,Ko,KuKo\,L,Lo,LuLoi,SL,D,Do,DuDoiy, 
Пс = {U,SU,MU,Uo,UuUouC,Cu,Ci}. 

Теорема 3.13. Если F - замкнутый класс, то имеют место следующие оценки. 

1. Если F е Я, то Urin) ж ЯДи) ж при п -> оо. 

2. Если F е Ям, то Ое{п) Ж Upin) ж ^ при п ^ оо. 

3. Если F S Яь, то Up{n) ж Up{7i) ж п при п —> оо. 

ф Если F е Яс, то Ор{п) ж Upin) = 0(1). 

Таким образом, все замкнутые классы делятся на 4 группы. Порядок мощности в любом 
замкнутом к.лассе либо такой же, как в P^i -''"бо как в классе монотонных функций, либо 
линейный, либо константный. 

-'•'Обозначении замкнутых к.чассоп пзлты из книги: Л.Б. Угольников. Классы Поста. Учебное пособие. М.: 
Изл-ио ЦПИ при мехапнко-матс.матпмоском (¡ьаку.'н.тото МГУ имени М.В. Ломоносова, 2008, с. 64 
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Рис. 1: Разбиение множества замкнутых классов на группы: Л (белые прямоуг ольники), Яд; 
(чёрные прямоугольники). Я;, (белые эллипсы). Ее (чёрные эллипсы). 

В следующей таблице собраны порядки функции Шемпоиа потенциала и площади плос-
ких схем без ограничений для |)ассмогре1т1.1х 1! работе классов всюду определённых бул(>вых 
функций и операторон. 

Класс Т 5 ( Л и(Р) 
Р^{пу, Г{п) при Реп 2" 2пП 

М{п)- Р{п) при Р е Пм 
2" 

д)/п „3/.1 

ру, при < < 2"- ' ЛГ(ц-log2Лr) 
\Пп{п - log.2 Ы) 

V Ье̂ А 
Р2{п,т) при log7n = о(2") тТ 

тТР 
Р2{п,т) при log7n = о(2") тТ 

•Упип(т,п) д /т1п(т ,п) 
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Заключение 
Основные результаты днсссртацин состоят в следующем. 

• Введены понятия средней и максимальной переключательной мощности плоских схем, 
п показано, что переключательная мощность для любого булева оператора совпадает 
по порядку с потепцпалом (который также называется активностью) плоских схем при 
условии, что в базисе имеются произвольные клеточные элементы. 

• Получена нижняя оценка максимального нотенцнала для произвольной булевой функ-
ции через площадь минимальной с.хемы, реализующей данную функцию. Как след-
ствие, получена универсальная нижняя оценка функции Шеннона максимального по-
тенциала для П1Ю113В0ЛЫШГ0 класса булевых (1)у11кн,пй. Также получена универсальная 
нижняя оценка функции Шеннона среднего нотенц11а.'1а для произвольного класса бу-
левых функций. 

• Получен порядок функции Шеннона среднего и максимального потенциала плоских 
схем, реализующих частичные булевы операторы. При этом нижняя оценка доказана в 
большей общности и учитывает ограннчемия, которые могут быть наложены на распо-
ложение выходов. В частности, показано, что если число выходов существенно больше, 
чем входов, и все выходы схемы расположены рядом, то нижняя оценка потенциала су-
щественно выше, чем потенциал оптимачьной схемы без ограничений на расположение 
выходов. При доказательстве ве1)хней оценки построена схема, имеющая оптимальные 
но порядку потенциал, площадь п глубину. 

• Для класса функций с ограниченным числом одшшц получена функция Шеннона мак-
симгщыюго потенциала в зависимости от ограничений на расположение входов схемы. 
С нспользовапмсм доказанной тсо])смы выводится порядок роста функции Шеннона 
для схем без 0Г1)аннчениП. Из нолучепных результатов также следует, что для функ-
ций с мадым числом едншщ невозможно построить схему с расположенными рядом 
входами н потенциалом, оптимальным но порядку. 

• Получен порядок функции Шеннона среднего и максимального потенциала для класса 
монотонных <1)упкцнй. С помощью этого результата и оценок для частичных булевых 
опс1)ато1)ов получены порядки роста функции Шеннона среднего и максимального по-
тенциала для всех замкнутых классов булевых функций. 

Одно нз напранлсннй дащ.исйшей ¡¡азработкп темы диссертации может быть связано с 
нсследовапием (¡¡ункцин Шеннона потенциала и переключательной мощности для других 
классов булевых <))упкций и операторов. Д1)угмм направлением дальнейшего развития темы 
является исследовапие среднего потенцшща и переключательной мощности плоских схем при 
неравномерном распределении вероятностей на входах. Для развития данного направления 
можно использовать |)езультпты З-й главы днссе1)тации об оценках для функций с ограни-
ченным числом единиц. Также вполне естественным является исследование мощности для 
нлоскнх схе.м, режчизующих авто.маты (при это.м в базнс добавляется элемент задержки). 

Кроме этого, интересным обобщением является исследование различных мер сложности 
в модели многослойных схем с 1)астущнм числом с.'юёв, на которых могут располагаться 
111Ювода, а также н модели обьёмных схем. 
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