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Актуальность темы. Тема диссертации находится на стыке двух 
направлений из списка «Основные научные направления ВГУ» (раздел 
«Наука» в портале ВГУ): 1. Аналитические, геометрические и чис-
ленные методы исследования дифференциальных уравнений; 2. Теория 
функций и функциональный анализ. 

Анализом бифуркационных эффектов начали заниматься еще в XIX 
веке, и к настоящему времени накопилось большое количество методик 
по их прогнозированию и «полезному использованию», появились мно-
гочисленные публикации и монографии. Однако потребность в развитии 
новых методов бифуркационного анализа, соответствующих новым за-
просам практики и современным достижениям вычислительных техно-
логий, сохраняется до сих пор. 

Сопровождающее бифуркацию изменение параметров внешнего воз-
действия (температуры, электромагнитного поля, механического сжатия 
и пр.) на сложную физическую систему (раствор, смесь, сплав и т.п.) в 
некоторых случаях приводит к потере устойчивости исходной фазы и, 
как следствие (как отклик системы), к ее переходу в новое состояние 
(с новыми структурными свойствами). Такой переход сопровождается 
спинодальным расслоением (распадом), выраженным в изменении ло-
кальных концентраций компонентов, в образовании сначала зернистой 
структуры, а затем кластеров и доменов новой фазы. Структурную пере-
стройку физической среды часто объясняют на основе нелинейных диф-
фузионных уравнений Кана-Хилларда и Свифта-Хойенберга. Близким, 
но более простым уравнением, также способным моделировать струк-
турные перестройки, является широко известное уравнение «реакция-
диффузия» с кубической нелинейностью 

гу = Д(те)-|-Аш-Ьгг^-С, ю = и!{х), хёПсШ'^ , 

рассмотренное при краевых условиях Неймана. Исследование посткрити-
ческих структурных перестроек физических систем, моделируемых дан-
ным уравнением и его обобщениями, является весьма актуальной зада-
чей, требующей для своего решения разнообразных методов современ-
ного математического анализа и новых вычислительных средств. 

Степень разработанности темы. Бифуркационный анализ крае-
вых и начально-краевых задач развивался в Воронежской математиче-
ской школе, начиная с трудов М.А. Красносельского и его учеников — 
П.П. Забрейко, Б.В. Стрыгина, Ю.Г. Борисовича, Ю.С. Колесова, Э.М. 
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Мухамадиева, H.A. Бобылева и др. 
Условия зарождения и развития пространственно однородных перио-

дических режимов, описываемых начально-краевыми задачами для ква-
зилинейных параболических уравнений изучались в ярославской школе 
динамических систем (в многочисленных трудах Ю.С. Колесова, A.C. 
Каш,енко, С.Д. Глызина и других представителей этой школы). Для изу-
чения условий зарождения периодических режимов и построения асимп-
тотических представлений ветвей периодических решений были созданы 
специальнык процедуры нормализации уравненений, посредством кото-
рых определялись основные динамические характеристики бифурциру-
ющих колебательных режимов. Фактически были разрабатаны методы 
инвариантных интегральных подмногообразий и обобщенных нормаль-
ных форм, с помощью которых анализ исходного уравнения сводится к 
изучению конечномерных нелинейных систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений специального вида. Развитие предложенных кон-
струкций опиралось на более ранние идеи, изложенные в известных тру-
дах Хартмана, Митропольского, Лыкова, Бибикова, Брюно, Хэссарда, 
Казаринова, Вэна, Гукенхеймера, Холмса и др. С помощью новых мето-
дов были получены новые результаты о существовании, устойчивости и 
асимптотических представлениях колебательных режимов в ситуациях 
с достаточно сложными вырождениями динамических систем. 

В недавно опубликованной работе A.B. Казарникова и C.B. Ревиной' 
получены формулы асимптотических приближений к бифурцирующему 
из нуля периодическому решению обобщенной системы Релея с диффу-
зией. Получние закритической ветви автоколебаний проведено на основе 
(невариационной) схемы Ляпунова-Шмидта, ранее предложенной В.И. 
Юдовичем. 

Анализ многомодовых посткритических состояний включает, как из-
вестно, задачу вычисления значений собственных функций возмущенных 
самосопряженных операторов. В многочисленных трудах известных рос-
сийских и зарубежных ученых созданы для решения этой задачи как об-
щие, так и специальные методы. Важное место в арсенале таких средств 
занимает идея использования регуляризованных следов (В.А. Садовни-
чий, В.В. Дубровский, С.И. Кадченко, С.Н. Какушкин и др. В боль-

^Возникновение автоколебаний в системе Рэлея с диффузией / A.B. Казарников, C.B. Ревина / / 
Вестник Южно-Уральского государственного университета, 2016, т. 9, Л-2, с.16-28. 

^ Нахождение собственных значений и собственных функций методом регуляризованных следов 
/ С.И. Кадченко, С.Н. Какушкин / / Челябинск: Изд. ЮУрГУ, 2015. 246 с. 



шом цикле работ А.Г. Баскакова и его учеников для аналогичных задач 
был разработан метод подобных операторов Эти разработки име-
ют хорошую перспективу применения в многомодовом посткритическом 
анализе. 

Значительные результаты были достигнуты школой Ю.И. Сапроно-
ва, усилиями которой построены теоретические и конструктивные схемы 
анализа многомодовых и нелокальных бифуркаций. Были рассмотрены 
также важные примеры использования новых исследовательских схем в 
теории упругости, теории фазовых переходов и гидродинамике. 

Известно, что один из базовых принципов исследования бифуркаций 
решений начально краевых задач для параболических и более общих 
уравнений основан на том, что уравнение 

dv 
— + Av = f{t,v), 0<t<a, v{0) = va, 

где f(t,x) при каждом t G [О, q] — нелинейный оператор (при условии, 
что оператор А порождает сильно непрерывную полугруппу T{t)), сво-
дится к интегральному уравнению 

v{t) = T(t)vo + Tit- s)f{s,v{s))ds 

(метод Дюамеля). 
В настоящей диссертации рассмотрен более простой подход, основан-

ный на том, что рассмотренные бесконечномерные динамические систе-
мы являются градиентными. Это обстоятельство позволяет использо-
вать прямой подход к построению траекторий спуска в точки минимума 
функционала энергии. Такой подход требует предварительного изуче-
ния бифуркаций стационарных точек функционала энергии в условиях 
многомодового вырождения (в порождающей точке минимума). Осно-
вы локального анализа в такой ситуации были заложены в работе М.А. 
Красносельского, H.A. Бобылева, Э.М. Мухамадиева^ и в работах Ю.И. 
Сапронова, Б.М. Даринского, С.Л. Царева (локальные и нелокальные 

^Гармонический анализ линейных олераторов / А. Г. Баскаков. - Воронеж: Изд. ВГУ, 1987. -
165 с. 

•^Метод подобных операторов в спектральном анализе несамосопряженного оператора Дирака с 
негладким потенциалом / А. Г. Баскаков, А. В. Дербушев, А. О. Щербаков / / Известия РАН. Сер. 
матем. 2011. - Т. 75, .УЗ. - С. 3-28. 

'Красносельский М.А., Бобылев H.A., Мухамадиев Э.М. Об одной схеме исследования вырож-
денньк экстремалей функционалов классического вариационного исчисления / ДАН СССР. - 1978. 
- Т. 240, № 3. - С. 530-533. 



бифуркационные задачи) и др. 
В диссертации рассмотрены начально краевые задачи для уравне-

ния «реакция-диффузия» с кубической нелинейностью, уравнения Кана-
Хилларда, нелинейного обобщения уравнения Фусса-Винклера-Циммер-
мана и для уравнения Свифта-Хойенберга — при обычных и обобщенных 
краевых условиях Дирихле и Неймана. Модельное уравнение «реакция-
диффузия» с кубической нелинейностью используется, например, при 
изучении формирования раскраса шерсти животных а более слож-
ные уравнения Кана-Хилларда и Свифта-Хойенберга — при изучении 
посткритических фазовых переходов 

Цель работы. Развитие и применение новых методов бифуркацион-
ного анализа актуальных нелинейных начально-краевых задач, соответ-
ствующих новым запросам практики и современным достижениям вы-
числительных технологий. В частности, развитие методов анализа мно-
гомодовых и нелокальных бифуркаций. 

Методы исследования. В диссертации использованы методы функ-
ционального анализа, теории нелинейных фредгольмовых операторов, 
вариационного исчисления, теории особенностей гладких функций и фред-
гольмовых функционалов, теории приближенных вычислений. 

Научная новизна. 1. В диссертационной работе изложена новая (ав-
торская) версия нелокальной редуцирующей схемы Ляпунова-Шмидта 
(применительно к рассмотренным бесконечномерным динамическим си-
стемам). 

^Конечномерные редукции в гладких экстремальных задачах / Ю.И. Сапронов / / Успехи матем. 
наук. Т. 51, №1, 101-132 (1996). 

^Бифуркации экстремалей фредгольмовых функционалов / Б.М. Даринский, Ю.И. Сапронов, 
С.Л. Царев / / Современная математика. Фундаментальные направления. Том 12 (2004) - С. 3-140. 

®Гиездилов A.B. Бифуркации критических торов для функционалов с 3-круговой симметрией / 
Функц. анализ, 2000. Т. 34, вып. 1. - С. 83-86. 

^Костин Д.В. Об одной схеме анализа двухмодовых прогибов слабо неоднородной упругой балки 
/ Доклады Академии наук. 2008, Т. 418, -М 4, - С. 295-299 

^''Костин Д.В. Функциональный анализ и многомодовые прогибы упругих систем / Д.В. Костин, 
Ю.И. Сапронов. Воронеж: ИПЦ ВГУ, 2012, 207 с. 

^^Марри Дж. Нелинейные дифференциальные уравнения в биологии. Лекции о моделях / М.: 
Мир. 1983. 399 с. 

'^Cahn J.W., Hilliard J.E. Free energy of a nonuniform system. I. Interfacial free energy / J. Chem. 
Phys. 1958. Vol. 28. - P. 258-267. 

^^Скрипов В.П., Скрипов A.B. Спинодальный распад (Фазовый переход с участием неустойчивых 
состояний) / УФН. Т.123, вып.2. 1979. - С.93-231. 

"Swift J., Hohenberg P.S. Hydrodynamic fluctuations at the convective instability / Phys. Rev. 1977. 
V. AI5. - P.319-328. 

^^Кулагин H.E., Лерман Л.М., Шмакова Т.Г. Фронты, бегущие волны и их устойчивость в обоб-
щенном уравнении Свифта-Хойенберга / ЖВМ, 2008, том 48, № 4, с. 693-712 



2. Разработан и апробирован новый алгоритм построения приближений 
к нелокальным ключевым функциям. 
3. Разработан и апробирован новый алгоритм построения приближений 
к ветвям нелокально бифурцирующих экстремалей. 
4. Впервые построены траектории прямого спуска в точки минимума 
функционала энергиию из случайно заданных начальных точек (для рас-
смотренных начально-краевых задач). 
5. Впервые получена компьютерная графика, иллюстрирующая стаби-
лизацию концентраций (в рамках предложенного алгоритма) в условиях 
многомерного вырождения. 

Полученные общие результаты: 
• исследованы бифуркации стационарных состояний и траектории спус-
ка бесконечномерных динамических систем типа уравнение «реакция-
диффузия» с кубической нелинейностью, уравнение Кана-Хилларда, обоб-
щенного уравнение Фусса-Винклера-Циммермана и уравнениу Свифта-
Хойенберга (при обычных и обобщенных краевых условиях Дирихле и 
Неймана); 
• предложена новая методика приближенного вычисления ветвей бифур-
цирующих решений (рассмотренных уравнений) при малых и конечных 
значениях закритического приращения параметра, созданная на основе 
вариационной версии процедуры Ляпунова-Шмидта и на использовании 
ритцевских аппроксимаций ключевой функции по заранее заданному на-
бору собственных функций (мод бифуркаций) главной линейной части 
градиента функционала энергии; 
• приведены оценки размера области функционального пространства со-
стояний, на которой допускается нелокальная конечномерная редукция; 
• в случае локальной редукции найдены главные части ключевых функ-
ций и вычислены асимптотические представления ветвей экстремалей по 
малому закритическому приращению (векторного) параметра; 
• дано описание алгоритмов и программ соответствующих вычислений 
(в Maple); 
• представлены графические изображения линий уровня ключевой функ-
ции и функций концентрации вещества, полученных в результате вычис-
ления. 

Полученные конкретные результаты. 1. Обоснование примени-



мости методов «фредгольмова анализа» в бифуркационном анализе 
рассмотренных бесконечномерных динамических систем. 
2. Описание отдельных типовых многомодовых бифуркаций стационар-
ных состояний в случаях рассмотренных уравнений — «реакция-диффу-
зия» с кубической нелинейностью, Кана-Хилларда, обобщенного уравне-
ния Фусса-Винклера-Циммермана и уравнения Свифта-Хойенберга (при 
обычных и обобщенных краевых условиях Дирихле и Неймана). 
3. Построение и анализ трасс спуска уравнения «реакция-диффузия», 
редуцированного в подпространство функций с нулевым средним. 
4. Теоремы о главных частях локальных ключевых функций. 
5. Асимптотические представления ветвей бифурцирующих решений. 
6. Создание и обоснование общего алгоритма вычисления нелокальных 
ветвей бифурцирующих экстремалей. 
7. Создание и обоснование общего алгоритма построения трасс спуска в 
точки минмума функционалов энергии из случайно выбранных началь-
ных точек общего положения. 
8. Построение компьютерных графических иллюстраций. 

Практическая и теоретическая значимость. Работа носит тео-
ретический характер. Представленные в ней научные результаты могут 
быть использованы в анализе зарождений и развитий посткритических 
состояний сложных систем. 

Апробация результатов диссертации. Результаты диссертации 
докладывались на ВЗМШ-14, ВЗМШ-15, ВЗМШ-16, ВЗМШ-17, ВВМШ-
13 , а также на семинаре по математическому моделерованию (руково-
дитель - проф. В.А. Костин), семинаре проф. Б.М. Даринского по фазо-
вым переходам в кристаллах и семинаре по нелинейному стохастическо-
му анализу (руководитель - проф. Ю.Е. Гликлих). 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в ра-
ботах [1 -12]. Работы [2],[6],[10 - 12] опубликованы в журналах из переч-
ня рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК 
Минобрнауки РФ. Из совместных работ [1 - 5] в диссертацию вошли ре-
зультаты, полученные диссертантом лично. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе-
ния, 4 глав и 25 параграфов. Объем работы — 91 страницу. Библиогра-

'^Нелинейные фредгольмовы отображения и теория Лере - Шаудера / Ю.Г. Борисович, В.Г. 
Звягин, Ю.И. Сапронов / / Успехи матем. наук. - 1977. Т. 32, вып. 4. - С. 3-54. 



фия содержит 102 наименования. Графических иллюстраций - 12. 

Содержание диссертации. 
В первой главе изложены основы анализа вариационных фредголь-

мовых уравнений, порожденных нелинейными начально-краевыми зада-
чами. Дано краткое описание используемых разделов теории фредголь-
мовых уравнений, представлен краткий обзор примыкающих результа-
тов других авторов. Описаны требования, обеспечивающие глобальную 
редуцируемость функционалов действия по схеме Ляпунова-Шмидта, 
представлена формула приближений к глобально заданной ключевой 
функции, служащая основой для создания алгоритмов вычисления нели-
нейных ритцевских аппроксимаций функционалов действия. Ключевая 
функция Ляпунова-Шмидта фредгольмова функционала У(х), х £ Е, 

определена (нелокально) и является гладкой, если выполнено условие 
положительности (монотонности) 

У{х,к) еЕх{Е\0), Л 1 е^-, j = l,...,m 

(на гильбертовом пространстве), либо условие собственности отображе-
ния / := gYaЛW : Е —> Е [Е — пространство значений градиента). 

Ритцевской аппроксимацией функционала V, заданного на банаховом 
пространстве Е, называется функция 

/ п \ 

где {е1,е2, ...,е„} — некоторый линейно независимый набор функций 
из Е (базис ритцевской аппроксимации). Экстремалям = 

п _ 
функции Ш соответствуют точки й = Е 

ец называемые ритцевскими 
1=1 

аппроксимациями экстремалей V. Ключевую функцию можно тракто-
вать как нелинейный вариант ритцевской аппроксимации функционала 
V. В этой же главе описаны алгоритмы получения приближений к ло-
кальным и нелокальным ключевым функциям, используемые в после-
дующих главах. Описаны также условия применимости математических 
утверждений и конструкций теории фредгольмовых уравнений. Пока-
зано, что в рассмотренных задачах имеется возможность использова-
ния прямого приближенного вычисления «связывающего» отображения 
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Ф (отображения, переводящего критические точки ключевой функции 
в критические точки функционала энергии) посредством кратчайшего 
(градиентного) спуска. Первичный алгоритм (его наиболее существен-
ная часть) заключен в следующих соотношениях: ао = и := К + ^ici + 
2̂62 + h ^mCm, К - coHst, Oi = Oq - SqVo, Vq := П (grad V(ao)) , П 

— ортопроектор на У-*-, N := Lin{ei,..., e^), а sq выбрано с условием 
минимизации на прямой а = оо — sVq значения функционала V, 

ak+i = а к - SkVk, Vi, := И (grad V(ak)) ; (1) 

Sk также выбирается с целью минимизации на прямой а = ак — sVk зна-
чения V. В случае гладкого функционала, гладко зависящего от пара-
метров, посредством «правильного» выбора направления сдвига и дли-
ны шага можно добиться равномерной С-сходимости по параметру к 
параметрическому семейству минимумов. Соответствующие оценки для 
норм невязок градиента и снижений значений функционала легко пере-
носятся на параметрический случай (результат, ранее установленный в 
работе A.A. Лемешко Вычисление ключевой функции для уравнени-
ем «реакция-диффузия» (и его обобщений) можно также проводить на 
основе принципа сжатых отображений Для этого рассматривается 
уравнение 

f{w) := Aw - Xw + g{w) = О, we E, (2) 

где E = i ш e С2+°(П) : ^ = 0, fJw(xi,x2)dxidx2 = 0 i , A = 
an " 

- А , g{w) := -I- ЗСш^, оператор / действует из Е в Е = С°+"(П). 
Уравнение (2) разбивается в систему двух уравнений 

( Л - Л / ) ( и ) = 5 1 ( ы + п), 1 
( Л - А / ) ( п ) = А 2 ( « + «), / 

где Ах := А2 := N := р -Ьд<гг , w = и + 
" = Е Ср.^ем, V = Е ^мбд? + у) := Гд{и 4- , д2(м + у) := 

р+д<п р+д>п+1 

Яд(и + у), V И Q — ортопроекторы на А и А-*- П Е. Здесь 

Со = 1, 61 = \/2СО8(7Г2;1), 62 = \^со8(7га;2), ез = 2СО8(7ГЗ;1) со8(7га;2)), 
"Лемешко A.A. О равномерной сходимости с производными галеркинских приближений к ре-

шениям уравнений с параметрами / Математические модели и операторные уравнения. Том 2. 
Воронеж: ВорГУ, 2003. - С. 94-103. 

Лемешко A.A. Об равномерной сходимости ньютоновских приближений к решениям уравнений 
с параметрами / Сборник трудов молодых ученых математического факультета ВГУ, Воронеж; 
ВГУ, 2003. - С.74-83. 
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64 = л/2соз(27га;1), 65 = •\/2соз(27ГХ2), ее = 2соз(27ГХ1)соз(7гх2)), 

67 = 2С0З(7ГХ1)С08(27ГХ2)) , 68 = 2 С03(27ГХ1) С08(27ГХ2)) , . . . . 

Из спектральных свойств главного оператора А линейной части исход-
ного уравнения вытекает, что при достаточно большой (по размерности) 
редукции норма оператора {Л2 — \1)~ : П Р —¥ М^ П Е становит-
ся достаточно малой и поэтому оператор К{у) := Л2^{д2{и + ь^ир у)) 
переводит некоторый шар Гд := {и : ЦпЦт? < Ь} в себя, являясь при 
этом сжимающим. То есть мы оказываемся в условиях, в которых при-
ближенные решения второго уравнения системы (3) получаются в ана-
литической форме 

V = Ф(«), (4) 

с любой наперед заданной точностью, посредством итерацийг;„ = К{Уп~1)-
Подставив выражение (4) в первое уравнение системы (3)), получим так 
называемое ключевое уравнение 

т(и) :=/1(и + Ф(и)) = 0 (5) 

на конечномерном пространстве N. Все аналитические и топологиче-
ские свойства исходного уравнения и его решений наследуются клю-
чевым уравнением и его решениями. Связь между решениями исход-
ного и ключевого уравнений осуществляется «связывающей» формулой 
"ш = и + Ф(и). Рассмотренное уравнение является потенциальным с по-
тенциалом (ключевой функцией) ]¥{и) := У{и -Р Ф(ы)), и € N. Поиск 
и анализ экстремалей функционала V можно осуществлять посредством 
поиска и анализа экстремалей ключевой функции ТП. В этой же главе 
привены оценки для выделения области редуцируемости к двум ключе-
вым переменным. 

Во второй главе диссертации представлен алгоритм приближенно-
го построения трасс спуска в точки минимума функционала энергии из 
произвольно заданной начальной точки (общего положения) для для 1-
мерного уравнения «реакция-диффузия» 

гЬ = -grad У (ш) := ги" + Хги - - С, (6) 

где ад = 'U)(ж,í) — коцентрация изучаемого компонента, х 6 ?7 = [0,1], 
С — константа (подлежащая определению), ги е Е 1] П {ш'(0) = 

ги'(1) = 0}. := / ~ + ^ + С йх ~ интеграл энергии 
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с = хк-

по области и. Предполагается, что выполнены граничное условие Ней-
мана w'{Q,t) = w'{l,t) = О, и ограничение (на количество компонента в 

1 
целом): / w { x , t ) d x = К = const > 0. Из уравнения (6) и последнего 

о условия следует, что 
1 

У w^dx, (7) 
о 

то есть константа С определяется формулой (7), как только становится 
известной функция w. При исследовании нелокальных бифуркаций экс-
тремалей сначала используется ритцевская аппроксимация функционала 
энергии 

:= V{K + фс! + ^262 + ... + Ш , 
построенная по предварительно заданным начальным собственным функ-
циям (модам) вк ••= \/2соз{-ккх) оператора Л := (при краевых 
условиях Неймана) в соответствующим образом подобранном функцио-
нальном пространстве состояний, к которой затем применяется редукция 
Пуанкаре (переход к ключевой функции от одной или двух ключевых пе-
ременных). В этой же главе приведен рисунок, иллюстрирующий выход 
на стабильную концентрацию. 

В третьей главе осуществлен перенос развитой во второй главе тео-
рии на случай т = 2. Рассмотрено двумерное уравнение «реакция-
диффузия» с кубической нелинейностью w = Aw + Xw — w^ — С, где 
w = w{x,t) — коцентрация изучаемого компонента, х = x{xi,x2), х £ 
£/=[0,1]х[0,1] , 

о о 
— интеграл энергии по области U. Предполагается, что выполнено гра-
ничное условие Неймана = О и выполнено естественное ограни-
чение на концентрацию вещества в целом: f f w(xi,x2)dxidx2 = К > 

а 
0. При построении вычислительных алгоритмов используется линейная 
ритцевская аппроксимация функционала 

1П(е) := V{K + 6ei -f ^262 + ... + Ш , 
построенная по начальным собственным функциям (модам) Cj оператора 
Лапласа на области U (при заданных краевых условиях, в соответству-
ющим образом подобранном функциональном пространстве состояний). 
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в нелокальной задаче используется нелинейная ритцевская аппрокси-
мация — нелокально продолженной ключевой функции Ляпунова-Шмид-
та от двух или трех ключевых переменных 

/ т \ 

При этом используется процедура кратчайшего спуска в точку минимума 
У по переменнывм ^т+ь• • • 

Первый шаг кратчайшего спуска — решение уравнения (относительно 
5) (егас1У(ао -Ь зко),к) = О, /го = -gгadУ(ao), д = - g r a d У , где ао 
— начальная (порождающая) точка. Второй шаг — повторение первого 
шага для новой порождающей точки 01 := ад + здЬо и т.д. 

Если е1, . . . ,еп — фиксированный базис ритцевской аппроксимации 
(базис Ритца), составленный из собственных функции оператора Лапла-
са (в порядке возрастания номеров собственных функций без пропусков 
отдельных функций), и ех, 62 — моды бифуркации (по которым допуска-
ется вырождение), то в качестве нулевого приближения к функции 

рассматривается функция 

/ п \ 
Если Уд(^) := V ^квк I — ритцевская аппроксимация функционала 

энергии (по базису Ритца), то первый шаг в процедуре аппроксимации 
ключевой функции ТУ(^) заключен в выборе «поправки» к ШЬ, дающей 
приближение в виде 

1^1(0 := Уя(а(0), 
где 

= во - «о50, ао = ( 6 , • • • > 0), до := grad5з . Уя(ао), 

5о = 1 = — матрица Гессе (в нулевой порож-
дающей точке По) функции Уд по переменным ^З; • • • 

Второй шаг — повторение первого шага для новой порождающей точ-
ки а1 и т.д. На шаге с номером к делается выбор функциональной вели-
чины сдвига 8к = вдоль антиградиента посредством формулы 

8к = 
{Окдк,дк)' 
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где Gk = — матрица Гессе (в точке а^) функции VR ПО 
переменным ^з, . . . , и при этом имеем 

:= Уя(ак(0), МС) = Ofc-i - Sk-i gk-i, 

Выбор функциональной величины Sk = Sk{ )̂ сдвига (вдоль антигради-
ента) приводит к большому росту информации, сопровождающей вычис-
ления, и к существенному замедлению работы алгоритма. Это препят-
ствие можно преодолеть, заменив функциональный множитель число-
вым множителем сг, служащим оценкой снизу функциональных множи-
телей. Подбор такого ограничителя снизу можно осуществить, используя 
следущие легко проверяемые неравенства (для произвольной симметрич-
ной матрицы G = (Pj,fc)): 

| |G | | i< | |G |b< | |G | | 3 , 

где 
\\G\\i тах{ц : p6spec(G)}, 

IIGII2 :=V^tr (GTG), | | С | | з : = $ ] Ы . 
hk 

Вычисления, проведимые на основе изложенной схемы, позволяют ви-
зуализировать критические точки (с любой точностью). По связывающей 
формуле можно приближенно определить притягивающие стационарные 
точки исходного уравнения. Получение информации о точках минимума 
функционала энергии вблизи нуля опирается на следующие утвержде-
ния. 

Теорема 3. При малых значениях искомой концентрации и при ма-
лых 5 := Л — Al главной частью ключевой функции, соответствующей 
функционалу V, является многочлен (4-ой степени) 

G(Çb 6 ) = + + + + . 

Из теоремы 3. вытекает утверждение об экстремальной концентрации. 
Теорема 4. Для функционала V вблизи нуля при малых искомых 

концентрациях имеется ветвь устойчивых функций концентраций ви-
да 

w = с -f- e{ei + €2) + o{s}, 

где е = cô^ — малый параметр, с = у^. 
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в четвертой главе приведены результаты, обобщающие результаты 
2 и 3 глав на случай уравнений Кана-Хилларда и Свифта-Хоенберга. 
Приведены результаты соответствующих вычислений, включая резуль-
тат полиномиальной аппроксимации ключевой функции, графические 
изображения нелокальных ключевых функций и решений исходных кра-
евых задач. Показано, что в случае уравнения Свифта-Хоенберга возни-
кает 3-модовое вырождение. Вычислены соответствующие главные части 
локальных ключевых функций (от трех ключевых переменных), сфор-
мулированы и доказаны теоремы 8, 9, аналогичные теоремам 3, 4 главы 
3. В этой же главе представлены программные коды, результаты вычис-
лений и компьютерная графика. 
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