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By = H——, к — const. 

Общая характеристика работы 

Актуальность темы. Теория красных задач для пырождающихся или син-
гуля])11ых гипсрболичсскпх ypaiiiieiiiift предстаиляст собоП один из иажиых раз-
дслоп соврсмсииоП теории дифферсициальиых ураииоииП и частных производ-
ных. Это объясняется ее многочисленными приложениями в газовоП динамике, 
теории оболочек, магнитноП гидродинамике и других областях науки и техники. 
Особое место занимают исследования уравнент'!, содержащих дифференциаль-
ныП oiiej)aTop Бесселя 

diß^ уду' 
Интерес к вырождающимся уравнениям гиперболического типа вызван не 

только необходимостью решения прикладных задач, связанных с различного 
рода колебательными процессами, но и интенсивным развитием теории уравне-
ний сметанного тина, которое тесно связано с изучением эллиптических и ги-
иерболичсских ураписний, вырождающихся на границе области. Большое коли-
чество работ в этой области принадлежит К.И. Бабснко, A.B. Бицадзе, С.П. Пуль-
кииу, A.M. Нахушсву, В.Ф. Волкодавову, К.Б. Сабитову, P.C. Хайруллииу и др. 

Интерес к задачам, связанным с оператором Бссселя, известен как со сторо-
ны фундамеи'пглыгой физики, так и со стороны абстрактных геометрий. Так, 
еще в работах А. Ванштейна н Р. Гнльбе1)та б1>гло отмечено, что в случае осссим-
метрнчсских переменных сферическое преобразование координат выявит инте-
гральное выражение, содержащее обобщенные сдвиги, «нагруженные» неремен-
ные и сингулярные дифференциальные онерато1)ы, порожденные оператором 
Бесселя , 

д и д~и к ди 
Ади = + ^ - f = 0. 

дх^ dl/ у ду 
Обширное исследование но изучению оператора Лц принадлежит И.А. Ки-

нрнянову, Л.Н. Ляхову, И. Раджабову, С.М. Ситнику и другим ученым. Крае-
вые задачи для эллиптических уравнений с оператором Бесселя исследовались 
в ])аботах Ф.Г. Мухлнсова н его учеников P.M. Асхатова, М.Ю. Денисовой, 
Э.Д. Хусаиновой, Э.В. 'Чебота1)свой. Краевые задачи для параболических и ги-
не1)болнчсскнх уравнений с оператором Бесселя изучены сравнительно мало. 
Смешанные задачи для на1)аболнческих у1)авнений с оператором Бссселя рас-
сматриваются в работе Н.Э. Бенуа|)а и И.И. Юрчука. В ¡¡аботе И.Б. Гаршю-
ва методом интег1)алык)го нреобразовання Фу1)ье-Бесселя ¡юшена задача Ко-
вш для однородного и неоднородного параболического уравнения с оператором 
Бесселя и другие краевые задачи. Работы И.А. Кш11)иянова и Л.А. Иванова, 
Н.И. Юрчука, С.А. Бейлнна, С.М. Гафуровой, С.М. Гафуровой н И.Б. Гарн-
нова, Ю.К. Сабитовой посвящены исследованию гиперболических у])авнений с 
оператором Бесселя. 



Отметим, что и последнее И1)смя и теории лп({)с|)01)е11циалы1ых ураипенпй с 
ч а с т ы м и пропзподпымн бурно развивается нанравлснне тео1)нн нелокальных 
задач. Это объясняется необходимостью обобщения классических задач мате-
матической (1)нзнкн н постановки качественно новых, вызванной задачами со-
временного сстсствознання. Нелокальные задачи для днф(})срснцналы1ых урав-
нений возникают во многих областях науки: физике, химии, бнологнн. Нело-
кал1)Н1)1мн задачами нрннято называть задачи, в которых вместо классических 
iiaHiuibiibix н граничных условий задаются условия, связывающие значение j)e-
шення (н, возможно, его производных) в точках внутренних н граничных мно-
roo6j)a3Hil. 

Нелокальные задачи для 1)азлнчн1>1Х классов днф(})е1)снцнш1ы1ых уравне-
ний iriyHfUJHCb Ф.И. Ф1)апклсм, В.И. Жы'шювым, Л.П. Сапнон, A.B. Бнцад-

н A.A. Самарским, A.M. Нахушсвым, А.Н. Солдатовым, Н.И. Ионкнным, 
A.B. Бнцадзс, А.,Л. Скубачсвскнм, В.А. Ильиным н Е.И. Моисеевым, М.Е. Jlej)-
нером н O.A. Репиным, Н. Поннвановым, Л.С. Пулькнной, В.А. Нахушевой, 
З.А. Нахушевой, А.Н. Кожановым, М.С. С<и(ахн'1'днновым и М. Мнрсабуровым, 
Л.И. Сербнной, Е.А. Уткиной, К.Б. Сабитовым и его учениками Ю.К. Сабнто-
Boi'l, ,Л.Х. PaxMaiioBoii, H.B. Мар'1'см1>яновой, P.P. Юнусовой, С.Н. Сидоровым 
и другими авторами. 

В трансзвуковой газовой динамике Ф.И. Франкль впервые для У1)авнсння 
Чаплыгина 

К{у)и„ + Иуу = О, 

где Л'(()) = О, К'{у) > О, поставил К])аевую задачу, в кото])ой носителем нело-
KiUH.HOi-o краевого условия u{i),y) - 7i{i), -у) = f{y), {) < у < а, является часть 
Г1)ан1щы X = О области, состоящей из частей rj)aHHH нодобласчЩ) эллиптично-
сти и гннерболнчностн уравнения. П])!! :этом на ней задастся производная но 
HOp.MiUHI искомой {1)уНКЦ1Ш Uj:((), у). 

В.И. Жепиювым внерв1>1(! для уравнения Лав1)ентьева-Б|щад:5е н;5учен ана-
Л01- :!адачн Трнкомн с нел0кгин1ным условием, связывающим зиачеиие искомого 
ремичыя на обеих характе1)нстнках (задача со смещением). 

Нсследо'^"'"Ю задач со смещением для уравнений 1ЧИ1е{)болическо|-о и смс-
ншнного тина посвящены также ¡)абогы A.M. Нахушева. 

A.B. Бнцадзс и A.A. Сама1)скнм для уравнения Лапласа были предложены 
:!адачн с нелокальным условием, связывающим значения искомого решения во 
виу гренннх точках области со значениями на Г1)аннце. Эта 1)абота, можно ска-
•.вп'ь, нослужпла отправной точкой для исследований нелокшнянях задач для 
:-)ллннтнческнх уравнений, ¡цюдолженных в работах А.К. Гущина, А.К. Гущина 
и В.И. Михайлова, А.Л. Скубачевского. 

Исследования нелокальных задач для на1)аболнческнх уравнений нредстав-
леш,1 в работах Н.И. Ионкнна, А. Бузнанн, А.И. Кожанова и других авторов. 



Нелокальные задачи для гиперболимсскпх уравнснпй изучаются с 90-х годов 
и вызывают большой научный ннтсрсс, обусловленный выбором доказательства 
разрешимости нслока;1Ы1ых задач видом самих этих условий. Исследованию та-
ких ислоюгльиых задач иосвящсшя работы В.А. Ильина и Е.И. Моисеева, Л. Би-
жсвского, Д.Г. Го1)дсзиаии и ГЛ. Авалшивили, А. Бузиаии, Л.С. Пулькиной, 
Л.С. Пулькиной и О.М. Ксчиной, А.И. Кожаиова, С.А. Вейлина, В.Б. Дмитри-
ева и других авто1)ов. 

К нелокальным условиям относятся и условия, заданные в виде интегра-
лов. Задачи с интегральными условиями возникли при изучении некоторых 
физических процессов, граи1и1,ы областей протекания которых могут оказаться 
недоступными для непосредственных измерений, но среднее значение искомых 
величин известно. Нелокальные интег1)алы1ые условия можно считать обобще-
нием дискретных нелокальных условий. Нелокальные задачи с интегральными 
условиями вст1)счаются при математическом моделировании некоторых процес-
сов теилоироводности, влагоиереиоса в каиилярио-иористых средах, процессов, 
происходящих в турбулентной плазме, при изучении задач математической био-
логии, а также при исследовании иекото1)ых об1)атных задач математической 
физики. 

В работах Л.С. Пулькиной впервые методами функционального ашишза изу-
чены краев!,le задачи с интегральными условиями для телег])афиого уравнения 
и для более общих уравнений гиперболического типа с гладкими коэффициен-
тами 

uti - {а{х, -f- с(а;, t)u = f{x, t). 

В работе Л.С. Пулькиной были введены Tej)MHHi,i «интегральные условия 
первого и второго рода». Согласно данной работе, если нелокальное условие 
содержит только ннтсг1)алы1ый онерато]), то такое условие принято называть 
интегральным условием iiei)Boro рода. А если нелокальное условие помимо ин-
тегрального оператора содержит значение искомого решения или его производ-
ных на границе области исследования, то условие такого вида называется ин-
тегральным условием второго рода. В работе Л.С. Пулькиной и А.И. Кожаиова 
была доказана однозначная разрешимость краевых задач с нелокальным иите-
грал1>ным условием для MHOi'OMepiii.ix гиперболических уравнений, что явилось 
важш,1м шагом в исследовании подобных задач. 

Данная диссертационная работа посвящена изучению нелокальных краевых 
задач с нитег1)ал1>ш>1мн Г1)аничными условиями первого и второго родов для од-
ного гиперболического уравнения с оие1)атором Бесселя, кото])ое но терминоло-
гии H.A. Кинриянова будем нши.шать Н-гниерболическим уравнением. Иссле-
дованию нелокал1,ных задач для у])авиений с оператором Бссселя иосвящеиы 
1)аботы H.H. Юрчука, Н.Э. Heiiyaixi и Н.И. Юрчука, А. Bouziani, S. Mesloub, 
С.А. Бойлина и m)yi4ix авто1)ов. 



Цель и задачи диссертационного исследования. В данной ¡^абого 1)ас-
сматриваются на'нглыю-граничные задачи с нелокальными интсг{)алы1ыми усло-
виями первого и вто{)ого рода для В-гипс1)боличсского у1)ависиия 

•вн(х , 1) = Пи - х-^— (т^и^) = о (1) 

в прямоугольной области О — О < х < О < í < Т}, где / > О, Т > О, 
к = C0Il.st ^ О - заданные де(1ствитолы1ыс числа. Основными задачами иссле-
дования являются постановка и доказательство едииствсниости, существования 
и устойчивости рснюний иач!и1ы10-г1)аничных задач для уравиеиия (1) в обла-
сти О. 

Объектом исследования являются нач<и1ы10-г1)аничиые задачи с исло-
юьльиыми иитегр<и1ы1ыми условиями первого и вто1)ого рода для Б-гиперболи-
ческого у1)авнения. 

Теоретическую и методологическую основу исследования вопросов 
единственности, существования и устойчивости ¡¡ешсиий К1)аевых задач для ги-
пс1)болического у1)авнения с оне1)ато1)ом Бссселя с нслоюинлилми иитег1)ги1ы1ы-
мн Г1)аиич11ыми условиями составляют методы общей теории ди(1)(1)е1)е1Щ1ни1Ь-
иых уравнений в частных щкнгнюдных и снект1)<и1Ы10Г0 анализа. 

Научная новизна исследования. Результаттл работы, выносимые па за-
щиту являются новыми. 

Основные результаты диссертационной работы, выносимые на за-
щиту. На защиту выносятся следующие результаты. 

1. Найдены промежутки изменения иа1)аметра к: к < —1; —1 < А; < 1 и 
к ф 0; к > 1, в которых иачгыыю-граиичиые задачи с иитег1)ш1ы1ым усло-
вием первого рода для В-гиие1)боличсского уравнения I! прямоугольной обла-
сти поставлены корректно. В каждом из этих случаев доказашл теоремы едии-
ствсниости, существования и устойчивости 1)е1иеиия задач. Решения иост1)осиы 
в виде суммы ряда Фурьс-Бссселя но собствсииым (¡¡уикциям одиоме1)иой снск-
тр!и1ыюй задачи с соответствующим обоснованием сходимости рядов 1! классе 
регулярных решений уравиеиия (1). 

2. Установлены и1)омежутки изменения 11арамет1)а к\ к < - 1 ; - 1 < А; < 1 и 
А; 0; А; > 1, в которых ислок!и1Ы1ые задачи с иитсгршшиым условием второго 
рода для уравнения (1) в прямоугольной области поставлены корректно. Дока-
заны теоремы сдинствсиности, существования и устойчивости решения задач, 
кото1)ые пост1)оеиы в 1шде суммы 1)яда но собственным с1)уикниям одномерной 
спектральной задачи. Установлены достаточные условия сходимости рядов в 
классе регулярных ¡кчнений у1)авнения (1). 

Теоретическая и практическая значимость исследования. Работа но-
сит теоретический характс[). 

О 



Апробация результатов исследования. Результаты диссертациоипой ра-
боты локлад1>1вал11сь автором и обсуждались па научных семинарах кафедры 
математического анализа Стс1)лнтамакского фнлнгиьа Башкирского государ-
ственного университета (Стсрлнтамак, 1)уководнтель семинара - д.ф.-м.н., нро-
({)ессор К.Б. Сабитов, 201С - 2017 гг.), кас1)едры дифференциальных уравнений 
Казанского (Приволжского) (¡¡едершнлюго уннве1)снтета (Казань, руководитель 
семинара - д.ф.-м.н., профессор В.И. Жегалов, 2017 г.), кафедры высшей ма-
тематики н математического моделирования Казанского (Приволжского) фе-
дерального университета (Казань, руководитель семинара - д.ф.-м.н., профес-
сор Ю.Г. Игнатьев, 201G - 2017 гг.), кафедры уравнений математической фи-
зики Сама1)ского национального исследовательского университета имени ака-
демика С.П. Ко1)олева (Самара, руководитель семинара - д.ф.-м.н., профессор 
Л.С. Пулькина, 2017 г.), отдела математической ((знзики Института математики 
с вычислител1.ным центром Уфимского научного центра Российской академии 
наук (Уфа, руководитель семинара - д.с1).-м.и., профессор И.Т. Хабибуллии, 
2017 г.), а также на сле^о'ющих всероссийских и меж;|уиа1)одиых конференци-
ях: 1. Международная научная кон(1)е1)енцня «Краевые задачи для дифферен-
циальных уравнений и аналитических функций - 2014», носвящснная юбилею 
В.И. Жегалова (Казань, 29 сентября - 1 октября, 2014 г.); 2. Междо'иарод-
ная кон(1)срснция «Дифференциальные у1)авнения и математическое модели-
¡юванне» (Улан-Уд:-), 22 - 27 нюня, 2015 г.); 3. Международная научная кон-
ференция «Актушн.ные проблемы теории у1)авненнй в частных производных», 
носвященная памяти A.B. Внцадзе (Москва, 16 - 18 нюня, 2010 г.); 4. Между-
народная кош|)сренцня но алгебре, анализу и reoMeTj)HH, посвященная юбилеям 
П.А. и A.n. Широковых (Кгаань, 26 нюня - 2 июля, 2016 г.); 5. 
ная научная конференция «Актуальные проблемы прикладной математики и 
нн(1)орматнкн» (Нальчик, 17 - 21 октября, 2016 г.); 6. Международная научная 
конференция «Сов1)еменныс проблемы математической физики и вычислитель-
ной математики» (Москва, 31 OKTH6J)H - 3 нояб1)я, 2016 г.); 7. XV Всероссийская 
молодежная школа-конфс1)снцня «Лобачевские чтения - 2016» (Казань, 24 - 29 
ноября, 2016 г.). 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в работах 
|1] - |14]. Синеок нубликацнй приведен в конце автореферата. При этом статьи 
(1| - [6] опубликованы в н:)даннях, 1)екомендованных Высшей аттестационной 
комиссией (ВАК) Министерства образования и науки Российской Федерации 
для нублнкацнн результатов научных исследований. 

Вклад автора в разработку избранных проблем. Диссертация явля-
ется самостоятельным исследованием авто1)а. Постановка задач нрниадлежнт 
научному 1)уководнтслю профессору К.В. Сабитову. 

Структура и объем работы. Диссе1)тацня состоит из введения, двух глав, 



Рсозбитых па Iiapai4)acl)bi, сппска литературы, содержащего 121 паимепопаппе. 
Общий объем диссертации - 90 страниц. 

Автор выражает благодарность научному руководителю Ф.Г.Мухлнсову и 
глубокую признательность и благодарность научному ¡¡уководнтслю К.Б. Са-
битову за ncHiH.ie советы, постоянное внимание к работе и нод;щ])жку. 

Краткое содержание диссертации 

Во введении н1)нведсн обзор литературы, обоснована актугинлюсть, (¡ю])-
мулнруются ностановкн задач, приводятся основные ¡¡езультаты днссе1)тацт1, 
а также К1)атко описывается соде1)жанне нараг1)а<1юв. 

В главе 1, состоящей из Т1)ех на1)аграфов, для у1)авнення (1) исследуются 
начшн.но-граннчш.ю задачи с нелокшн.нымн интегральными Г1)аннчнымн усло-
виями iiepiioro рода. Поставленные задачи с нелоюинлням ннтегргинянлм усло-
вием первого рода эквпвшюнтио сведены к локшнлням началы1о-г1)аннчным за-
дачам со смешанными краевыми условиями. Методом спектрального анализа 
докашны тео1)емы единственности и существования решений эквншикчггных за-
дач. Решения построены в явном виде в виде 1)ядо1! Фу1)ье-Бесселя и приведено 
обоснование с.ходнмостн [¡ядов в классе [¡егулярных ¡¡ешеннй. Доказательство 
единственности [кчиений эквивалентных задач н])оводнтся на основании полно-
ты системы собственных (¡¡ункцнй соответствующих одноме1)ных задач на соб-
ственные значения в н])ост1)ансгве квад1)атнчно суммируемых (1)ункцнй с весом. 
Для доказаз'сльства существования [¡ешеннй этих задач используются оценки 
коэ(1)(1)НЦнентов рядов и систем собственных ({¡ункцнй. Получены достаточные 
условия относительно начгинлгых условий, кото1)ые га1)анти1)уют сходимость ио-
ст1)оснных [¡ядов li классе [¡eгyля[¡HI)IX [¡ешеннй. Затем показана однозначная 
[¡.^¡[¡ешнмость иe[¡вoнaчíUlыняx задач и доказана ycтoйчнвc¡cть их [¡eiiieiiHii. 

Paccмoт[¡нм ^?-гннc[¡бoлнчecкoe y[¡aвнeннe (1) в н[ымоуголыюй области D = 
{(z, ¿)|0 < X < I, О < t < Т}, где I > О, Т > О, к - заданные действительные 
числа. Для y[¡aвнeIшя (1) и этой области в зaвнcнм(¡cтн (¡т значений нa[¡aмeт[¡a 
к поставлены и нccлeд(¡вaш.I cлeдyк¡щнe нелокшн.ные задачи. 

З а д а ч а 1.1. Пусть к > 1. Найпш фупщгпо u{x,t), удовлетворяющую сле-

дующим условиям: 

u{x,t)eC^(D)r\C^{D), (2) 

Пви{х,1)=0, {x,t)eD, (3) 

и{х,0) = <р{х), щ{х,[)) = ф{х), Q<x<l, (4) 
I 

J и{х, t) х'' dx = А = const, О < i < Г, (5) 
о 



где А - заданное чиело, ^(х) - заданные достаточно гладте функции, 

удовлетворяюгцие условиям согласования 

I I 

J ф ) dx = Л, J ф{х) х^' dx = 0. (6) 
о о 

Задача 1.2. Пгустъ -I < к < I и к ^ 0. Найти функцию u{x,t), удовле-

творяющую условиям (2) - (5) и условию 

lim х^'иДх,t) = 0, 0<t<T, (7) 
Х - Ю + 

где ф)упкции (р(х), ^>{x) - заданные достаточно гладкие фпункции, удовлетво-
ряющие условиям согласования (6). 

Из постановки задач 1.1 и 1.2 видно, что граничное условие (5) является нело-
кальным. Такое ннтсграл1>нос условно ранее возникло в работах I.R. Санпон, 
Л.И. Кам1>н1Ш1а, Н.И. Ионкнна для уравнения тснлопроводностн, например, в 
работе Н.И. Ионкнна при нзученнн вопроса об устойчивости разрежения плаз-
мы. Физически нелокальное условие (5) означает постоянство внутренней энер-
гии системы. 

В работах Л.С. Пулькниой впервые методами функционального анализа изу-
чены краев!,1С задачи с ннтсгршшными условиями тина (5) н более сложными 
условиями для уравнения (1) при к = О . В работе К.Б. Сабитова впервые иссле-
дована краевая задача для смешанного нараболо-гииерболического уравнения 
в нрямоуголыюй области с нелокальным условием (5). 

Задача 1.3. Пуетг> к < - 1 . НагЪпи функцию u[x,t), удовлетворяющую 

условгшм (2) - (4) и условиям 

j u{x,t) 
о 

и(0,1)=0, 0<i<r, (8) 

a;da; = Л = сон81, 0<г<Т, (9) 

где Л - заданное чиело, (р{х), ф{х) - заданные достаточно гладкие функции, 

удовлетворяющие условиям согласования 

I I 
j ф ) X dx = А J Ф{х) X dx = 0. (10) 

о Ü 



Для iipiiMCiKi здес1. прпиодсм результаты по задаче 1.1 для yi)aiiiicmoi (1) 
iqai к > 1. 

Отмстим, что и случае ß-эллиитичеекого у1)аи11сиия 

и« + х - ' ' — (xhi^) = о 

И])!! к > I п силу резул1Л'атои работ М.В. Келдыша, С.П. Пулькипа и классе 
ограниченных решений от1)езок о; = О Г1)аннцы области освобождается от гра-
ничного условия Дн1)нхле. При этом в работах С.П. Пулькнна, К.Б. Сабитова 
показано, что и1)онзводная но но1)мали, то есть и^, на от1)езке х = О равна нулю. 

Ашиюгнчная ситуация имеет место и для У1)ависння (1) при к > 1. Рггзделяя 
неременные нет1)удно показать, что сн1)аведливо ¡¡авеиство 

и Л 0 , 0 = 0 , ()<t<T. (11) 

Тем самым устанавливается тельное свойство ¡¡ешения задачи 1.1. В 
дальнейшем равенством (И) можно воснользоватт.ся или этот (¡¡акт не иснол!.-
зовать в HocjKVO'io'UHX Д0казат(!льствах, что зависит от поведения И1Юизводной 
Uj. Н1)Н X -э 0. Если эта Н1)оизводная н])!! х О оснжугся ог1)аннченной, то нет 
необходимости в условии (И), что и будет iiOKaiaiio. 

Задача (2) - (5) экшнниюнтно сведена к задаче (2) -- (4) с лоюин.иым rjja-
ничным условием второго рода 

u,{l,t) = {), 0<i<T. (12) 

Методом снектр;и1Ы10Г0 анализа решение задачи (2) - (4), (12) iiocTjjocHO в 
виде суммы [¡яда 

оо 
u{x,t)^^u„{t)X„{x), (13) 

11=1 

где 
Фп 

Un{t) = (/¡„«¡.4A„i + -^siiiA^i, (14) 

I I 

iPn = j ф)х!'Хп{х)(1х, фп^ j ф{х)х^Хп{х)(1х, (15) 
и (1 

A„(x) = ^ ЛД(х), (IG) 
H^'ilUi.Aü.i) 

X„(x) = x^^Ji^(A„x), 71 gN, (17) 
i 

ll^"liL(n,/) = J ХЦх) dx, p{x) = xK (18) 
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Здесь Ji,{z) - функция Бесссля первого рода порядка и. Собственные значения 
fi„ определяются как нули уравнения 

% ( / 0 = 0, / г - А / . (19) 

Справедлива следующая 
Теорема 1.1. Если существует решение задачи (2) - (4), (12), то оно 

единственно. 
Доказательство единственности решения проводится на основе полноты си-

стемтя собственных функций спектральной задачи Хп(х) в пространстве ¿2(0,1] 
с весом х^. 

Справедливы следующие утверждения. 
Лемма 1.1.Для достаточно больших п и при любом t S [О, Г] справедливы 

оценки 
ll^nh (20) |W„(Î)I <<^1 (|<Рп| + и 

\и'М<С2{пЫ + \Фп\), (21) 

\и'М<С2{пф„\ + п\фп\), (22) 

где Сг - здесь и далее положительные постоянные. 
Лемма 1.2.Для достаточно больших п и при всех х 6 [ОД] выполнены 

оценки: 

|Х„(х)| < С4, (23) 

|Х(х)| < Сг,п, (24) 

|А;'(х)| < Соп\ (25) 

Лемма 1.3. Если функцгья <р{х) £ С^[ОД] и сугцествует производная Д"[х), 

имеющая конечное изменение на [ОД], функция ф{х) £ С [̂ОД] и существует 

производная ф"{х), которая имеет конечное изменение на [О,/], и 

^'(0) = V'"(0) = Ф'{0) = Д{1) = ф'{1) = о, 

то выполняются оценки: 

Ы<% \Фп\<% • (26) 

На основании лемм 1 .1-1 .3 доказшнл следующие утверждения. 
Теорема 1.2. Если фпункции Дх) и ф{х) удовлетворяют условиям лем-

мы 1.3, то сугцествует единственное решение и{х,1) задачи (2) - (4), (12), 
определяемое рядом (13), при этом и{х,1) £ 
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Теорема 1.3. Если функции (р{х) и ф{х) удовлствоуяют условиям лем-
мы 1.3 и условиям (6), то существует сдипствсипос решение задачи (2) -
(6), определяемое рядом (13), при этом и{х,1) 6 

Теорема 1.4. Для решения задачи (2) - (6) справедлива оценка 

||«1и.„(о,о < + М \ щ „ т ) , (27) 

где 

2 
¿2.Д0, 1,0 = 1 р{х)\Лх)^(1х, р{х)^хК 

Аишгагпчио док.юаиы тео1)емы едииствеиностн, существования н устойщнво-
стн ретсннй задачи 1.2 для у1)авне1н1я (1) нрн -I < к < 1, к ф О н задачи 1.3 
для у1)авнення (1) нрн к < —1. 

Глава 2 посвящена нзученню нелоюильных задач с 11нтсг1)<иня1ымн г])аннч-
нымн условиями второго рода для уравнения (1) нрн к > 1-, —I < к < I н к ф 0; 
к < - 1 . Также методом снектрщн.ного ангишза дока!аны ч'ооремы существо-
вания н усто1"1чнвостн решеннП задач н установлен крнтер1н1 едннственностн 
задачи в случае к < - 1 . Едннственность 1)е1нення задач в случаях А; > 1 н 
-1 < к < 1, к ф О доказана методом ннтегршнянях тождеств. Решення задач 
получены в виде 1)ядов Фурье-Бесселя. 

Для ура1!нення (1) в Н1)ямоуголы10й области О в зависимости от к ноез'ав-
лены н исследованы следующие нелок.иняняе задачи. 

З а д а ч а 2.1. Пусть к > 1. Найти (функцию и{х, 1), которая удовлетворяет 

следующим условиям: 

и{х,1) £С\0)ПС'^{0) (28) 

Пви{х,1)=0, {х,1)еО, (29) 

и{х,0) = (р{х), щ{х,{)) = ф{х), {}<х<1, (30) 
I 

иД1,0 + У и{х, 1) х^ (1х = 0, О < í < Г. (31) 

о 

Здесь (р{х), ф{х) - заданные достаточно гладкие (функции, удовлетворяюхщие 

условиям 

I I 

(р'{1) +1 ф)х''(1х = 0, 1 ф{х)х''(1х = [). (32) 
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Задача 2.2. Пусть -1<к<1икфО. Найти функцию и{х,1), удовле-

творяющую условиям (28) - (31) и условию 

Иш = 0, 0 < i < T , 
х -»0+ 

(33) 

где ф)упкцг1и (р{х), ф{х) - заданные достаточно гладкие функции, удовлетво-
ряюгцие условиям (32). 

Задача 2.3. Пусть к < —1. Найти функцию и{х,1), удовлетворяющую 

условиям 

и{х,1)еС'(П)ПС^{П) (34) 

Пви{хП) = 0, {хП)еО, (35) 

п(х,0) = <р(х), щ{х,0) = ф{х), 0<х</, (36) 
u ( 0 , i ) = 0 , 0 < i < T , 

I 
+ [u{x,t)xdx = 0, 0<t<T, 

^ x=l J 
0 

(37) 

(38) 

где fix), i)[x) - заданные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие 

условиям 
1 I 

j ^ ) x d x = 0, J i j { x ) x d x = 0. (39) 

Рассмотрим здесь задачу 2.3 для урапиеиия (1) при к < - 1 . 
Реиюпис задачи (34) - (39) иостросио п виде суммы ряда 

00 

и{х,1) = ^ип{г)х„{х), (40) 
П=1 

где 
Фп Un{t) = <Рп COS A„i + sill Ani + 
An 

+ + {к - 1)^(/)] J i^ (A„0 (cos t - cos Ani) + 

./¡¡На 
m i ) m i ) \ 

X (VV^sm Vl^ i - sin A„i 
\ An 

(41 ) 
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I I 
1Рп = 11р{х)х^Хп{х) (1х, Фп = 1 ф{х)х''Хп{х) (1х, (42) 

о о 

= ^ — 
Хп{х) = x'^J¡^{Xnx), п е М, (44) 

где 1101)ма 0111)еделметсм но (1)ормуле (18), а с.обственные значения есть нули 
уравнения 

= 11 = Х1. (45) 

На основании полноты системы собственных (¡¡ункций (43) ст1)онтся дока:5а-
тельство едннственности ¡¡ешення задачи. Справедлива 

Теорема 2.1. Если существует решение задачи (34) - (39), то оно един-
ственно. 

Также справедливы следующие утверждения. 

Лемма 2.1. Для достаточно больших и и ири любом 1 е [0,Т] снравсдливы 
оценки 

1<(1)1 < к , [ п ' ы + .#, ,1) + . . " ^ ' ( 0 1 + ^ + " " ^ ( 0 1 + . (-18) 

Для функций (43) справедливы оценки леммы 1.2. Л функции 1р{х) и ф{х) 
подчиним сле;1ующим условиям 

Лемма 2.2. Если функция 1р{х) € (7 (̂0, /] и сущсствуст производная Д"{х), 

имеют,ая конечное изменение па [0,1], функция ф{х) е С[0,1] и существует 

производная ф"{х), которая имеет конечное изменение па [О,/], и 

ДО) = Д1) = ДЦ)) = Д{1) = / ( 0 ) = Д'{1) - О, 

= ф{1) = ф'{0) = ф'{1) = О, 

то выполняются оценки: 

\Фп\<^-Ц. (49) 
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с учетом условий леммы 2.2 коэффициенты u„(í) ряда (40) примут вид 

"Фп 
Unit) = f u COS Xnt + sin X„t. (50) 

Xn 
При иынолиснин условий лемм 2.1, 1.2 и 2.2 справедлива следующая 
Теорема 2.2. Если функции (р{х) и ф{х) удовлетворяют условиям леммы 

2.2 и выполнены условия, (39), то сугцсствует единственное решение задачи 
(34) - (39), определяемое рядом (40), при этом сумма ряда u{x,t) € 

Для решения задачи (34) - (39) справедлива оценка теоремы 1.4. 
Отметим, что аналогичные результаты получены для остальных задач этой 

главы, а именно, доказаны теоремы сдинствеиностн, решения построены в виде 
сумм рядов, обоснована сходнмост1> рядов в соответствующих классах функций 
и доказана устойчивость решений. 

15 



Публикации по теме диссертации 

Статьи в ведущих рецензируемых научных журналах, включен-
ных в список В А К 

1. Зайцева, Н.В. Смешанная задача для одного В-1'нне[)болнчсского у])авне-
ния с интегральным условием первого ¡юда / Н.В. Зайцева / / Известия Туль-
ского госуда1)ственного уннве1)ситета. Естественные науки. - 2012. - Выи. 2. -
С. 39 - 50. 

2. Зайцева, Н.В. Смешанная задача для одного В-гнне1)6олнческого yijaniie-
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