
МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
имени М. В. ЛОМОНОСОВА

На правах рукописи

Яшунский Алексей Дмитриевич

Исследования по теории
итеративных систем, порождаемых
конечными случайными величинами.

Арифметический и
комбинаторно-логический подход

01.01.06 — математическая логика, алгебра и теория чисел

АВТОРЕФЕРАТ
диссертации на соискание ученой степени
доктора физико-математических наук

Москва — 2021



Работа выполнена в Федеральном государственном учреждении «Федеральный
исследовательский центр Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша
Российской академии наук».

Официальные оппоненты: Аблаев Фарид Мансурович
доктор физико-математических наук, профессор,
член-корреспондент Академии наук Республики
Татарстан, Казанский (Приволжский)
федеральный университет, заведующий кафедрой
теоретической кибернетики
Малышев Вадим Александрович,
доктор физико-математических наук, профессор,
ФГБОУ ВО Московский государственный
университет имени М.В. Ломоносова,
механико-математический факультет, кафедра
теории вероятностей, главный научный
сотрудник
Черемушкин Александр Васильевич,
доктор физико-математических наук, профессор,
член-корреспондент Академии криптографии
Российской Федерации

Защита диссертации состоится «24» сентября 2021 г. в 16 ч. 45 м. на заседании
диссертационного советаМГУ.01.17 приМосковском государственном универси-
тете имени М.В. Ломоносова по адресу: Российская Федерация, 119234, Москва,
ГСП-1, Ленинские горы, д.1, МГУ, Механико-математический факультет, аудито-
рия 14-08.

E-mail: VGChdissovet@yandex.ru
С диссертацией, а так же со сведениями о регистрации участия в удален-

номинтерактивномрежиме защитыможно ознакомиться на сайтеИАС «Истина»
https://istina.msu.ru/dissertations/364891994/

Автореферат разослан «24» июля 2021 г.

Ученый секретарь диссертационного
совета МГУ.01.17 при МГУ
доктор физико-математических наук,
доцент В. Г. Чирский



Общая характеристика работы

Актуальность темы и степень ее разработанности
Изучение преобразований конечных случайных величин нахо-

дится на стыке нескольких областей математических исследова-
ний. Подобные вопросы можно рассматривать как с позиций тео-
рии вероятностей, так и с позиций дискретной математики, при
этом многие из полученных к настоящему моменту результатов
имеют, по сути, арифметическую природу и формулируются как
свойства некоторых числовых множеств. Исторически наибольшее
внимание задачам дискретных преобразований конечных случай-
ных величин уделялось в рамках дискретной математики и тео-
ретической информатики, однако во многих случаях продвижение
в этих задачах обеспечивалось применением арифметических и
комбинаторно-логических методов.

Понятие «преобразователя вероятности» как некоторого детер-
минированного устройства, получающего на входе значения слу-
чайных величин и осуществляющего вычисления с ними, тем са-
мым генерируяновые случайные величинысинымираспределени-
ями, регулярно возникает впрактическихи теоретическихисследо-
ваниях. Чаще всего речь идет о преобразованиях булевых случай-
ных величин1, принимающих значения 0 и 1, в двоичных устрой-
ствах.

Рассматриваемые преобразователи случайных величин мож-
но условно разделить на два класса. К первому относятся преоб-
разователи, работающие с потенциально бесконечной последова-
тельностью входных величин: это могут быть как преобразования
последовательностей конечными автоматами (начиная с работы
А. Гилла2), так и общие алгоритмы преобразования случайных по-
следовательностей (начиная с работы Дж.фон Неймана3). С при-
кладной точки зрения наиболее востребована, по-видимому, зада-
ча получения из произвольной случайной или псевдо-случайной
последовательности равномерно распределенных случайных вели-
чин. Имеющиеся результаты в этой области, называемой «извле-

1Также называемых «бернуллиевскими».
2Gill A. Synthesis of probability transformers // J. Franklin Inst. 1962. Vol. 274, no. 1. P. 1–19.
3vonNeumann J. Various techniques used in connectionwith randomdigits // Appl. Math. Ser., Notes

by G.E. Forstyle, Nat. Bur. Stand. 1951. Vol. 12. P. 36–38.
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чение случайности» («randomness extraction») приведены в обзоре
Р. Шалтиеля4.

Второй класс рассматриваемых преобразователей не предпо-
лагает обработки потенциально бесконечной последовательности
случайных величин, а оперирует в каждом преобразовании с неко-
торым конечным набором случайных величин. Различные поста-
новки задач, приводящие к рассмотрению подобных преобразова-
телей, можно объединить, введя понятие системы случайных вели-
чин, порождаемой некоторым набором операций и заданной по-
следовательностью случайных величин. В такой системе, далее на-
зываемой итеративной системой случайных величин, новые случай-
ные величины получаются путем применения к исходным случай-
ным величинам различных комбинаций имеющихся операций.

Исследования подобных систем случайных величин, принима-
ющих значения в произвольных конечных множествах (далее ко-
нечных случайных величин), в частности, мотивированы задачами
синтеза вероятностных автоматов (см. обзор Р. Г. Бухараева5), а
также криптографическими приложениями (см., например, обзор
В. А.Щербакова6) и вероятностными вычислениями. К последним
относится как построение вычислительных устройств на вероят-
ностных принципах (например, Л. Чакрапани и др.7), востребован-
ное в автономных системах с ограниченными ресурсами, так и мо-
делирование некоторых естественных систем,— см., например, ра-
боту Д. Вильгельма, Дж. Брака и Л. Киан8 о «биологических» вычис-
лительных системах.

Несмотря на очевидную вероятностную составляющую задачи,
она оказалась практически вне поля зрения исследователей, за-
нимающихся непосредственно теорией вероятностей. Так, напри-
мер, в монографии У. Гренандера «Вероятности на алгебраических

4Shaltiel R. An Introduction to Randomness Extractors // Automata, Languages and Programming.
ICALP 2011. Aceto L., Henzinger M., Sgall J. (eds.) LNCS V. 6756. Springer, Berlin, Heidelberg. P. 21–41.

5Бухараев Р. Г. Вероятностные автоматы // Итоги науки и техн. Сер. Теор. вероятн. Мат. стат.
Теор. кибернет. 1978. Т. 15. С. 79–122.

6Şcerbacov V. Quasigroups in cryptology // Comp. Sci. J. of Moldova. 2009. Vol. 17, No 2 (50). P. 193–
228.

7Chakrapani L., Korkmaz P., Akgul B., Palem K. Probabilistic system-on-a-chip architecture // ACM
Trans. on Design Automation of Electronic Systems. 2007. 12(3). P. 1–28.

8Wilhelm D., Bruck J., Qian L. Probabilistic Switching Circuits in DNA // Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A.
2018. Vol. 115. P. 903–908.
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структурах»9 рассматриваются практически только случайные ве-
личины с континуальными множествами значений: упоминания
о конечных случайных величинах единичны и лишь иллюстриру-
ют свойства, установленные для континуальных алгебраических
структур.

Анализипостроениепреобразователейконечных случайныхве-
личин порождают целый ряд задач, среди которых, в частности,
присутствуют значимые с прикладной точки зрения вопросы об
устойчивости преобразователей к колебаниям вероятностей аргу-
ментовипостроение управляемого генератора вероятностей, одна-
ко центральнымвопросомоказывается, собственно, описаниемно-
жеств случайных величин, реализуемых в различных системах.

Для обзора имеющихся результатов введем ряд понятий и обо-
значений. Будем считать, что конечная случайная величинаX, при-
нимающая значения из множества Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, имеет рас-
пределение P(X) = p = (p0, . . . , pk−1), где pi, i ∈ Ek, — вероятность
обращения X в i. Совокупность распределений на Ek образует в Rk

(k − 1)-мерный симплекс, обозначаемый S(k). Носителем µ(p) рас-
пределения p ∈ S(k) называется множество {i ∈ Ek | pi > 0} ⊆ Ek.
Для некоторых распределений введем специальные обозначения,
положив e(0) = (1, 0, . . . , 0), e(1) = (0, 1, 0 . . . , 0), . . . , e(k−1) = (0, . . . , 0, 1),
и u =

(
1
k , . . . ,

1
k

)
. Обозначим множество n-местных функций на Ek

через Pk(n) и положим Pk =
∞⋃
n=0

Pk(n).

Для заданного множества функций B ⊆ Pk и набора независи-
мых в совокупности случайных величин X0, принимающих значе-
ния из Ek, порождаемую итеративную систему случайных величин

определим как объединение X =
∞⋃
n=1
Xn множеств Xn случайных ве-

личин, выразимых над B бесповторными термами (в которых каж-
дая переменная встречается не более одного раза), содержащими
ровно n случайных аргументов из X0.

Чаще всего предполагается, что порождающее итеративную си-
стему множество случайных величин X0 бесконечно, однако в

9Гренандер У. Вероятности на алгебраических структурах. М.: Мир, 1965.
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некоторых работах (Н.Н.Нурмеев10, а также М.Д. Ридель и др.11)
рассматриваются итеративные системы, порождаемые конечным
множеством X0. Наиболее распространены постановки задач, в ко-
торых множество X0 имеет вид {Xi,g}i∈N,g∈G, где G—некоторое за-
данное множество начальных распределений, и при этом для всех
i ∈ N, g ∈ G выполнено P(Xi,g) = g. В дальнейшем мы будем рас-
сматривать итеративные системы случайных величин, порождае-
мые именно такими наборами X0, и обозначать их X (G, B).

Для заданной системы X = X (G, B) задача выразимости слу-
чайных величин, заключается в описании множества распределе-
ний {P(X) | X ∈ X}. Введя на множестве распределений S(k) метри-

ку (будем использовать метрику ρ(g,h) =
k−1∑
i=0

|gi − hi|), можно также

рассматривать для системы X задачу аппроксимируемости слу-
чайных величин по распределению. Она заключается в описании
всех таких случайных величин Y со значениями в Ek, что для лю-
бого ε > 0 найдется случайная величина X ∈ X , удовлетворяющая
ρ(P(X),P(Y )) < ε.

Множества распределений случайных величин, выразимых или
аппроксимируемых в итеративной системе X (G, B), можно опи-
сать как классы распределений, замкнутые относительно преоб-
разований, связанных с операциями из системы B. Каждой функ-
ции f(x1, . . . , xn) ∈ Pk(n) поставим в соответствие индуцирован-
ную вектор-функцию f̂(p(1), . . . ,p(n)) : (S(k))n → S(k), вычисляющую
по распределениям p(1), . . . ,p(n) ∈ S(k) независимых в совокупно-
сти случайных величин X1, . . . , Xn распределение случайной вели-
чины f(X1, . . . , Xn). Класс распределений H ⊆ S(k) замкнут отно-
сительно системы индуцированных функций B̂ = {f̂ | f ∈ B},
если для любых распределений h(1), . . . ,h(n) ∈ H и любой функ-
ции f(x1, . . . , xn) ∈ B выполнено f̂(h(1), . . . ,h(n)) ∈ H. Наименьший
по включению класс распределений, замкнутый относительно B̂
и содержащий заданное множество G, будем обозначать VB(G).

10Нурмеев Н. Н. О булевых функциях с аргументами, принимающими случайные значения //
Проблемы теоретической кибернетики. Тез. докл. VIII Всесоюзной конференции. Горький, 1988.
Часть 2. С. 59–60.

11Qian W., Riedel M.D., Barzagan K., Lilja D. The Synthesis of Combinational Logic to Generate
Probabilities // Proc. Int’l Conf. Computer-Aided Design, 2009. P. 367–374.
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Этот класс распределенийоказывается12 в точности совпадающимс
множествомраспределений случайных величин, входящих в итера-
тивную систему X (G, B). При этом множество распределений слу-
чайных величин аппроксимируемых над системой X (G, B) будет
совпадать с топологическим замыканием множества VB(G) (т. е. с
результатом добавления в него всех его предельных точек): обозна-
чим его WB(G). Таким образом, задачи выразимости и аппрокси-
мируемости случайных величин в итеративных системах X (G, B)
сводятся к исследованию структуры классов распределений, за-
мкнутых относительно операторов VB иWB.

Операторы замыкания VB и WB можно рассматривать с точно-
стью до бесповторного замыкания системы B (совокупности функ-
ций, выразимых бесповторными термами над B), обозначаемого
[B]0, поскольку выполнено VB(G) = V[B]0(G) и WB(G) = W[B]0(G).
Среди бесповторно замкнутых классов функций содержатся, в част-
ности, замкнутые по суперпозиции13 классы функций (клоны).

Задача выразимости рассматривалась в основном для случай-
ных величин с рациональными распределениями, т. е. исследова-
лись замкнутые подклассы распределений в множестве S(k) ∩ Qk,
обозначаемом далее SQ(k). Эти подклассы оказываются связанны-
ми с факторизацией компонент вероятностных распределений, и
по своей сути являются арифметическими.

При исследовании выразимости случайных величин с рацио-
нальными распределениями одним из центральных вопросов (в
том числе и из прикладных соображений) была конечная порожден-
ность классов случайных величин с распределениямиизмножества
H в итеративных системах X (G, B), понимаемая как существова-
ние такого конечного множестваG ⊆ SQ(k), что VB(G) = H.

Наиболее исследована задача выразимости булевых случайных
величин. Их распределения (называемые бернуллиевскими) полно-
стью определяются одной из своих компонент, т. е. имеется взаим-
но однозначное соответствие между S(2) и отрезком [0; 1]. Тради-
ционно оно устанавливается сопоставлением каждому бернуллиев-
скому распределению вероятности обращения случайной величи-
ны в единицу. Функции, индуцированные булевыми, можно в све-

12Соответствующе утверждение доказывается в диссертации как Теорема 1.28 и ее следствия,
но присутствует в неявном виде в работах многих других исследователей.

13Замыкание по суперпозиции системы B ⊆ Pk обозначается далее [B].
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те этого соответствия рассматривать как действующие на отрезке
[0; 1] и, говоря о преобразованиях бернуллиевских распределений,
понимать их как преобразования чисел из отрезка [0; 1]. Классы бер-
нуллиевских распределений G естественно понимать как подмно-
жества отрезка [0; 1], т. е. множества чисел.

Важную роль в структуре замкнутых классов рациональных бер-
нуллиевских распределений играют множества дробей, у кото-
рых все делители знаменателей принадлежат некоторому множе-
ству R ⊆ N, они обозначаются14 далее Γ[R]. Для R, состоящего
из простых чисел, выполнено VP2

(Γ[R]) = Γ[R], однако, как по-
казал Ф.И. Салимов15 в общем случае Γ[R] могут быть незамкну-
тыми относительно VP2

. Им же установлена16 структура решетки
классов Γ[R] и условия их конечной порожденности относительно
VP2
. Помимо Γ[R] в решетку классов рациональных бернуллиевских

распределений, замкнутых относительно VP2
, входят некоторые их

подмножества, определяемые арифметическими соотношениями
между числителями и знаменателями дробей. Эти классы, их ре-
шетка и условия конечной порожденности относительно VP2

опи-
саны Р.М.Колпаковым17.

Для систем, порождаемых набором функций B 6= P2, прак-
тически все имеющиеся результаты относятся к конечной порож-
денности классов Γ[R]: они могут оказаться бесконечно порож-
денным относительно VB даже в случае, если порождались ко-
нечным множеством относительно VP2

. Среди различных систем
булевых функций, отличных от P2, наибольшее внимание уделя-
лось системе18 {&,∨}, что обусловлено ее связью с параллельно-
последовательными контактными схемами. Р. Л. Схиртладзе уста-
новил19 конечную порожденность Γ[2] и Γ[3] относительно V{&,∨}.

14В случае конечного R = {r1, . . . , rs} будем писать Γ[r1, . . . , rs], опуская фигурные скобки.
15СалимовФ.И.Об одном семействе алгебр распределений // Изв. вузов. Сер.Математика. 1988.

№ 7. С. 64–72.
16Там же.
17Колпаков Р. М. О преобразованиях булевых случайных величин // Математические вопросы

кибернетики. Вып. 9. М.: Наука, 2000. С. 227–252; Колпаков Р. М. Замкнутые классы булевых слу-
чайных величин с рациональнозначными распределениями // Математические вопросы кибер-
нетики. Вып. 10. М.: Наука, 2001. С. 215–224.

18Здесь и далее символ & обозначает конъюнкцию, ∨—дизъюнкицю, ¬—отрицание, c0 и c1—
константные функций со значением 0 и 1 соответственно.

19Схиртладзе Р. Л. О синтезе p-схемы из контактов со случайными дискретными состояниями //
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Р.М.Колпаков доказал20 конечную порожденность Γ[r1, . . . , rs] отно-
сительно V{&,∨} для всех наборов r1, . . . , rs из s > 2 простых чисел.

Проблема конечной порожденности множеств Γ[r] остается от-
крытой для простых r > 3 относительно V{&,∨}, но решена для неко-
торых более сильных операторов. Ф.И. Салимов установил21 конеч-
ную порожденность Γ[r] для простых r относительно оператора VB
для системы B = {(x1&x2) ∨ (¬(x1)&x3), c0, c1}. Р.М. Колпаков по-
строил22 в классе функций, реализуемых бесповторными контакт-
ными схемами, такие системы B, что классы Γ[5] и Γ[7] конечно по-
рождены относительно VB. Им же предложена23 подсистема B кло-
на [{&,∨}], не входящая в множество функций, реализуемых беспо-
вторными контактными схемами, такая что Γ[r] конечно порожде-
но относительно VB для всех простых r.

Часть результатов о выразимости и конечной порожденности,
полученных для классов рациональных бернуллиевских распреде-
лений, переносится на распределения из классов SQ(k) при k > 2.
Классы бернуллиевских распределений Γ[R] естественным образом
обобщаются до классов Γ(k)[R] рациональных распределений, у ко-
торых все делители знаменателей каждой из компонент принадле-
жат R. Ф.И. Салимов показал24, что если R содержит только про-
стые числа, то классыΓ(k)[R] замкнутыотносительноVPk, и являются
конечно порожденными, еслиR конечно. Окончательное описание
всей решетки замкнутых относительно VPk классов рациональных
распределений и условия их конечной порожденности установле-
ны Р.М.Колпаковым25.
Сообщ. АН Груз. ССР. 1961. Т. 26, №2. С. 181–186.

20Колпаков Р. М. О порождении некоторых классов рациональных чисел π-сетями // Вестник
МГУ. Серия 1. Математика. Механика. 1991. № 2. С. 27–30.

21Салимов Ф. И. Об одной системе образующих для алгебр над случайными величинами // Изв.
вузов. Матем. 1981. № 5. С. 78–82.

22Колпаков Р. М. О порождении рациональных чисел вероятностными контактными сетями //
Вестник МГУ. Серия 1. Математика. Механика. 1992. № 5. С. 46–52.

23Колпаков Р. М. О порождении рациональных чисел монотонными функциями // Теоретиче-
ские и прикладные аспекты математических исследований: Сб. науч. тр. М.: Изд-во Моск. ун-та,
1994. С. 13–17.

24Салимов Ф. И. Конечная порожденность некоторых алгебр над случайными величинами //
Вопросы кибернетики. №86. М., 1982. С. 122–130.

25Колпаков Р. М. Замкнутые классы конечных распределений рациональных вероятностей //
Дискретный анализ и исследование операций. 2004. Т. 11, № 3. С. 16–31.
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Для рациональных распределений на произвольном конечном
множестве почти не рассматривались итеративные системы слу-
чайных величин с набором операций, отличным от Pk. Практиче-
ски единственным исключением оказывается обобщение булевых
систем с операциями {&,∨}, рассматривавшееся в работе Д. Ли и
Дж. Брака26. В ней для линейного порядка 0 < 1 < . . . < k−1 на мно-
жестве Ek вводятся операции минимума ∧ и максимума ∨, обобща-
ющие булевыфункции&и∨ соответственно. Показано, что относи-
тельно оператора V{∧,∨} все распределения из класса Γ(k)[r], где r—
произвольное (не обязательно простое), порождаются множеством
распределенийG = {e(0), . . . , e(k−1)} ∪

{(
t−1
t , 0, . . . , 0,

1
t

)
| t = 2, . . . , r

}
.

Задача выразимости рассматривалась в основном для случай-
ных величин с рациональными распределениями. Исключениями
являются работа Н.Н.Нурмеева27 где анонсированы некоторые ре-
зультаты о распределениях из VP2

({p}) для произвольного распре-
деления p ∈ S(2), а также работы М.Д. Риделя и др.28 и Дж. Брака и
др.29, где решается задача поиска распределения p, удовлетворяю-
щего VP2

({p}) ⊇ Γ[R] для заданного R ⊂ N.
Результаты, которые можно отнести к задаче об аппроксими-

руемости случайных величин в итеративных системах, существен-
но менее многочисленны, чем результаты о выразимости случай-
ных величин с рациональными распределениями. Часть результа-
тов, фактически относящихся к задаче аппроксимируемости, была
получена при исследованиях в других областях математики.

Один из первых результатов, касающихся аппроксимируемости
случайных величин, былполучен Р. Л. Схиртладзе30. Он показал, что
для любого бернуллиевского распределения p ∈ S(2) \ {e(0), e(1)} вы-

26Lee D., Bruck J. Generating Probability Distributions using Multivalued Stochastic Relay Circuits //
IEEE Intl. Symp. on Inf. Theory Proc. (ISIT), 2011. P. 308–312.

27Нурмеев Н. Н. О сложности реализации преобразователей вероятностей схемами из функци-
ональных элементов // Методы и системы технической диагностики: Межвуз. сборник научных
трудов. Вып. 18. Саратов: Саратовский гос. ун-т, 1993. С. 131–132.

28Qian W., Riedel M.D., Barzagan K., Lilja D. The Synthesis of Combinational Logic to Generate
Probabilities // Proc. Int’l Conf. Computer-Aided Design, 2009. P. 367–374.

29QianW., Riedel M. D., Zhou H., Bruck J. Transforming probabilities with combinational logic // IEEE
Trans. on Computer-Aided Design of Integrated Circuits and Systems. 2011. Vol. 30. P. 1279–1292.

30Схиртладзе Р. Л. О методе построения булевой случайной величины с заданным распределе-
нием вероятностей // Дискретный анализ: Сб. науч. тр. Новосибирск: Ин-т математики СО АН
СССР, 1966. Вып. 7. С. 71–80.
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полнено равенство W{&,∨,¬}({p}) = S(2). Таким образом, множество
S(2) оказывается конечно порожденным относительно оператора
W{&,∨,¬}, и, более того, порождается любым невырожденным бер-
нуллиевским распределением. Этот результат явно демонстрирует
бóльшую силу операторов замыканияWB ипозволяет рассчитывать
на более простое устройство классов распределений, замкнутых от-
носительно операторовWB, в том числе и в случае B 6= Pk.

Результат Р. Л. Схиртладзе был независимо воспроизведен а
также частично усилен в работах А.Д. Яшунского31, а также
Х.Жу и Дж. Брака32. В них, в частности, установлено равенство
W{&,∨}({p}) = S(2) для p ∈ S(2) \ {e(0), e(1)}.

Вопросы аппроксимируемости булевых случайных величин так-
же рассматривались в работах и Н.Н.Нурмеева33 и М.Д. Риделя и
др.34. В обоих случаях исследуется вопрос об оптимальном выборе
конечногомножества булевых случайных величинX0 для аппрокси-
мации произвольных булевых случайных величин с помощью все-
возможных операций из P2.

Из установленногоР. Л. Схиртладзе равенстваW{&,∨,¬}({p}) = S(2)

при p ∈ S(2) \ {e(0), e(1)} естественно вытекает, что WP2
({p}) = S(2).

В случае распределений на k-элементном множестве при k > 2 ра-
венство WPk({p}) = S(k) для p ∈ SQ(k) \ {e(0), . . . , e(k−1)} вытекает
из результатов Р.М.Колпакова о строении замкнутых классов ра-
циональных распределений, однако для произвольного распреде-
ления p ∈ S(k) \ {e(0), . . . , e(k−1)} вывести это непосредственно из ре-
зультатов Р.М.Колпакова, вообще говоря, нельзя.

Помимо результатов Р. Л. Схиртладзе и их обобщений, к вопро-
сам аппроксимируемости конечных случайных величин в итера-
тивных системах можно также отнести ряд результатов, касающих-

31Яшунский А. Д. О преобразованиях вероятности бесповторными булевыми формулами //
Материалы XVI Международной школы-семинара «Синтез и сложность управляющих систем»
(Санкт-Петербург, 26–30 июня 2006 г.). М.: Изд-во механико-математического факультета МГУ,
2006. С. 150–155.

32Zhou H., Bruck J. On the expressibility of stochastic switching circuits // Proc. IEEE ISIT (2009).
P. 2061–2065.

33Нурмеев Н. Н. О булевых функциях с аргументами, принимающими случайные значения //
Проблемы теоретической кибернетики. Тез. докл. VIII Всесоюзной конференции. Горький, 1988.
Часть 2. С. 59–60.

34Qian W., Riedel M.D., Barzagan K., Lilja D. The Synthesis of Combinational Logic to Generate
Probabilities // Proc. Int’l Conf. Computer-Aided Design, 2009. P. 367–374.
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ся преобразований случайных величин групповыми операциями и
их обобщениями. Подобные задачи, в отличие от всех приведенных
ранее, рассматривались прежде всего в теории вероятностей.

Итеративная система конечных случайных величин, порожда-
емая бинарной полугрупповой операцией, заданной на Ek, мо-
жет быть исследована с помощью аппарата марковских цепей в
силу ассоциативности полугрупповой операции. Соответствующие
построения упоминаются в книге У. Гренандера, а также иссле-
дуются для более общего случая дискретных полугрупп в работе
П.Мартина-Лёфа35. В терминах замкнутых классов распределений
фактически изучается множество V{◦}({p}), где ◦—полугрупповая
операция. При этом из свойств цепей Маркова вытекает, что мно-
жество W{◦}({p}) \ V{◦}({p}) конечно, а если соответствующая цепь
эргодическая, то в множествеW{◦}({p}) имеется единственная пре-
дельная точка. Содержательно это соответствует выполнению в со-
ответствующей полугруппе некоторого предельного вероятностно-
го закона. Некоторые результаты о связи между структурой полу-
группы и свойствами этого предельного закона рассмотрены в ра-
боте Дж. Р. Барнеса, П. Б. Черрито и И.Леви36.

В случае, если операции ◦ является не только полугрупповой, но
и групповой, соответствующая цепь Маркова имеет бистохастиче-
скую матрицу переходов и при некоторых дополнительных усло-
виях на носитель µ(p) единственным предельным распределением
соответствующей итеративной системы является равномерное рас-
пределение u. Это утверждение наряду с другими свойствами сумм
случайных величин в конечных абелевых группах присутствует в
работе Н.Н. Воробьева37. В настоящее время основные усилия ис-
следователей в этой области нацеленына установление связеймеж-
ду свойствами групп и скоростью сходимости к предельному рас-
пределению (см. обзор Л. Салофф-Коста38).

Непосредственный перенос результатов о полугруппах на дру-
35Martin-Löf P. Probability theory on discrete semigroups // Z. Wahrscheinlichkeitstheorie und Verw.

Gebiete. 1965. Vol. 4. P. 78–102.
36Barnes G. R., Cerrito P. B., Levi I. Random walks on finite semigroups // J. Appl. Probab. 1998. V. 35,

N 4. P. 824–832.
37Воробьев Н. Н. Сложение независимых случайных величин на конечных абелевых группах //

Матем. сб. 1954. Т. 34(76), № 1. С. 89–126.
38Saloff-Coste L. Random walks on finite groups // Probability on discrete structures. Encyclopaedia

Math. Sci., 110. Springer, Berlin, 2004. P. 263–346.
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гие операции неосуществим, поскольку снятие требования ассо-
циативности операций лишает возможности непосредственного
сведения к марковским цепям и, как следствие, использования
соответствующего аппарата. Однако, даже если марковские цепи
не позволяют моделировать все вычисления в итеративной си-
стеме, можно рассматривать подмножества случайных величин из
итеративной системы, заведомо моделируемых цепями Маркова.
Именно так С.Марковски, Д. Глигорски и В. Бакева устанавлива-
ют39 некоторые свойства итеративных систем, порождаемых ко-
нечным набором квазигрупповых операций, а именно принадлеж-
ность W{◦1,...,◦s}({p}) 3 u, где ◦1, . . . , ◦s—какие-то квазигрупповые
операции.

Такимобразом, для групповыхоперацийиихобобщенийимеет-
ся ряд результатов о множестве предельных распределений итера-
тивных систем, порождаемых последовательностью независимых
одинаково распределенных случайных величин. Вместе с тем, за
исключением систем, порождаемых одной полугрупповой (и, как
частного случая, групповой) операцией на Ek, эти результаты не
позволяют хоть сколько-нибудь полно охарактеризовать множе-
ство всех аппроксимируемых в системе случайных величин.

Приведенный выше обзор результатов показывает, что наибо-
лее исследованы итеративные системы, порождаемые случайными
величинами с рациональными распределениями и системой опе-
раций Pk. Для других итеративных систем имеющиеся результаты
достаточно разрознены и касаются преимущественно булевых слу-
чайных величин.

Аппроксимируемость случайных величин в итеративных систе-
мах изучена еще меньше, хотя полученные результаты позволя-
ют рассчитывать на более простую (чем для задачи выразимости)
структуру замкнутых классов распределений. Хотя бы частичное
описание классов распределений, замкнутых относительно опера-
тораWB дляB 6= Pk, позволитне только расширитьпредставления о
возможностях аппроксимации конечных случайных величин в ите-
ративных системах, но и даст дополнительную информацию выра-
зимости случайных величин в системах, порождаемых системами
операций, отличными от Pk.

39Markovski S., Gligoroski D., Bakeva V. Quasigroup String Processing: Part 1 // Proc. of Maked.
Academ. of Sci. and Arts for Math. And Tech. Sci. XX. 1–2. 1999. P. 13–28.
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Цели и задачи диссертации
Главными целями диссертации являются:

1. Обобщение результата Р. Л. Схиртладзе об аппроксимируемо-
сти булевых случайных величин в системе с операциями
{&,∨,¬} на другие системы булевых и произвольных конеч-
ных случайных величин, установление границ возможности
подобных обобщений.

2. Исследование условий единственности предельного распре-
деления в итеративной системе, описание различных необхо-
димых и/или достаточных условий.

3. Описание замкнутых классов распределений конечных слу-
чайных величин в итеративных системах, порождаемых важ-
ными (с арифметической, логической, алгебраической) точ-
ки зрения системами операций — клонами булевых функций,
кольцами и полями вычетов, группами и их обобщениями.

Объект и предмет исследования
Диссертация посвящена изучению итеративных систем, порож-

даемых в результате применения к конечным случайным величи-
нам функций k-значной логики, и замкнутых классов вероятност-
ных распределений, возникающих в таких системах.

Научная новизна
Все основные результаты диссертации являются новыми и полу-

чены автором самостоятельно.

Теоретическая и практическая ценность
Диссертация носит теоретический характер. Ее результаты мо-

гут быть использованы в теории функциональных систем, универ-
сальной алгебре, теории вероятностей на алгебраических структу-
рах, дискретной математике, математической кибернетике и тео-
ретической информатике.

Методы исследования
В диссертации используется комбинация методов арифметики,

алгебры, теории функциональных систем и дискретной математи-
ки, в том числе теории булевых функций и функций многозначной
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логики, а также методов математического анализа. Именно автор-
ское сочетание этих методов является одним из источников новых
результатов.

Положения, выносимые на защиту
Следующие результаты являются основными и выносятся на за-

щиту.

1. Определение понятия аппроксимационной полноты для си-
стем операций, используемых в итеративных системах конеч-
ных случайных величин, необходимые условия аппроксима-
ционной полноты.

2. Достаточные условия аппроксимационной полноты и крите-
рий аппроксимационной полноты класса многочленов над
кольцом вычетов.

3. Условия конечности множества предельных распределений в
итеративных системах булевых случайных величин.

4. Условия единственности предельного распределения в произ-
вольных итеративных системах случайных величин.

5. Описание классов случайных величин, аппроксимируемых по
распределению в итеративных системах булевых случайных
величин, порождаемых клонами булевых функций.

6. Конструкции замкнутых классов распределений случайных
величин из итеративных систем с операциями конечной це-
пи.

7. Конструкции замкнутых классов распределений случайных
величин из итеративных систем с операциями колец и полей
вычетов, а также некоторых их обобщений.

Степень достоверности и апробация результатов
Все результаты диссертации математически строго доказаны.

Они многократно докладывались на объединенном семинаре ка-
федры дискретной математики, кафедры математической теории
интеллектуальных систем механико-математического факультета
и кафедры математической кибернетики факультета вычислитель-
ной математики и кибернетики МГУ имени М.В. Ломоносова «Ма-
тематические вопросы кибернетики», семинаре кафедры высшей
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алгебры и семинаре «Анализ и физика» кафедры математических
и компьютерных методов анализа механико-математического
факультета МГУ имени М.В. Ломоносова, семинаре «Теорети-
ческая кибернетика» и семинаре имени К.И. Бабенко в ИПМ
им.М.В.Келдыша РАН, на семинаре отдела дискретной математики
Математического института им. В.А.Стеклова РАН, на семинаре
лаборатории дискретного анализа Института математики им.
С.Л.Соболева СО РАН, на семинаре «Алгебра, геометрия и кван-
тование» в МФТИ, на международной школе-семинаре «Синтез и
сложность управляющих систем» имени академика О. Б. Лупанова
(Пенза, 2009 г.), международном семинаре «Дискретная матема-
тика и ее приложения» имени академика О.Б. Лупанова (Москва,
2010, 2016, 2019 гг.), международной конференции «Проблемы
теоретической кибернетики» (Нижний Новгород, 2011 г.; Пенза,
2017 г.), международной конференции LOOPS по квазигруппам
и лупам (Трешт, Чехия, 2011 г.; Будапешт, Венгрия, 2019 г.) мо-
лодежной школе по дискретной математике и ее приложениям
(Москва, 2011 и 2013 гг.), Индо-Российской конференции по алгеб-
ре, теории чисел, дискретной математике и приложениям (Москва,
МГУ, 2014 г.), международной конференции «Дискретные модели
в теории управляющих систем» (Красновидово, 2015 и 2018 гг.),
конференции Ломоносовские чтения (2016, 2018, 2019, 2020 гг.),
конференцииAAA’95 по общей алгебре (Братислава, Словакия, 2018
г.), всероссийской конференции по алгебре и теории алгоритмов
(Иваново, 2018 г.), международной алгебраической конференции
памяти А.Г. Куроша (Москва, 2018 г.), международной конференции
по алгебраическим структурам, математической логике, теории
чисел памяти Э.Артина (Ереван, Армения, 2018 г.), Мальцевских
чтениях (Новосибирск, 2016 и 2018 гг.), международной кон-
ференции «Вероятностные методы в дискретной математике»
(Петрозаводск, 2019 г.), международной конференции «Алгебра,
теория чисел и дискретная геометрия: современные проблемы,
приложения и проблемы истории» (Тула, 2015 и 2019 гг.).

Публикации
Основные результаты диссертации опубликованы в 33 рабо-

тах автора, перечисленных в конце автореферата, из которых 16
опубликованыврецензируемыхнаучныхизданиях, рекомендован-
ных для защиты в диссертационном совете МГУ по специально-

16



сти. В работе [13], опубликованной совместно с А.Р.Еременко, ав-
тору диссертации принадлежат все формулировки и доказатель-
ства, за исключением результатов раздела 2, которые принадлежат
А.Р.Еременко и не включены в диссертацию.

Структура и объем работы
Диссертация состоит из введения, четырех глав и заключения,

главы разбиваются на разделы. Текст диссертации изложен на 245
страницах. Список литературы содержит 135 наименований.

Краткое содержание диссертации
Во введении приводится обзор результатов, полученных ра-

нее другими авторами по теме исследования диссертации, а так-
же смежным направлениям исследований, и кратко излагаются ре-
зультаты диссертации.

В Главе 1 приводится ряд определений и простейших утвержде-
ний, связанных с выразимостью и аппроксимируемостью в ите-
ративных системах конечных случайных величин. Помимо уже
введенных выше обозначений и понятий, вводятся обозначения
c0, c1, . . . , ck−1 для константныхфункций со значениями 0, 1, . . . , k−1,
+k и ×k для сложения и умножения modk, ∧ и ∨ для минимума и
максимума относительно порядка 0 < 1 < · · · < k − 1, dn(x1, . . . , xn)
для булевых функций

∨
16i<j6n

xi&xj. Для множеств распределений

H ⊆ S(k) определяются аффинная и выпуклая оболочки:

Aff(H) =

{
t−1∑
i=0

αih
(i)

∣∣∣∣ h(0), . . . ,h(t−1) ∈ H,
t−1∑
i=0

αi = 1

}
,

Conv(H) =

{
t−1∑
i=0

αih
(i)

∣∣∣∣ h(0), . . . ,h(t−1) ∈ H, α ∈ S(t)
}
,

где умножение распределений h(i) на числа αi и их последующее
сложение выполняется как для элементов Rk.

Совокупность предельных точек множества распределений G
обозначается через λ(G). Для операторов VB(G) и WB(G) в случае
одноэлементногоG = {g} принимается соглашение о записи VB(g)
иWB(g).

Также вводятся обозначениянекоторых замкнутыхибесповтор-
но замкнутых классов функций из Pk, необходимых для дальней-
шего изложения. В частности, для клонов в P2 принимаются следу-
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ющие обозначения: L = [{c1,+2}],M = [{c0, c1,&,∨}], T0 = [{+2,&}],
S = [{d3,¬}],Oµ = [{¬(x)∨y, dµ+1}],O∞ = [{¬(x)∨y}],K = [{c0, c1,&}],
D = [{c0, c1,∨}], U = [{c0,¬}]. Кроме того, классы, двойственные40 к
T0, Oµ и O∞ обозначаются через T1, Iµ и I∞ соответственно.

Класс функций, выразимых многочленами mod k, обозначается
Ak (в случае составного k он отличен от Pk), класс функций, име-
ющих не более одной существенной переменной, обозначается P 1

k .
Для каждого из непустых подмножеств T ⊆ Ek определяются следу-
ющие классы: CT —константные функции со значениями в T ; ST —
функции с не более чем одной существенной переменной, являю-
щиеся перестановками на T ; QT —класс функций (с точностью до
добавления несущественных переменных), у которых любая под-
функция одной переменной лежит в классе ST ; Q∞T —класс функ-
ций, у которых какая-то подфункция одной переменной лежит в
классе ST .

Помимо определений и обозначений Глава 1 содержит ряд
утверждений о свойствах индуцированных функций и замкнутых
относительно операторов VB,WB классов распределений. Эти свой-
ства используются далее в работе для доказательства основных
утверждений.

В Главе 2рассматриваются условия, прикоторых системапреоб-
разующих операций B ⊆ Pk обладает свойствами аналогичным си-
стеме булевых функций {&,∨,¬}, т. е. порождает итеративную си-
стему, в которой любая случайная величина аппроксимируется по
распределению. Вводится понятие аппроксимационной полноты си-
стемы функций B ⊆ Pk, понимаемое как выполнение равенства
WB(p) = S(k) для некоторой совокупности распределений p. Выде-
ляется три типа аппроксимационной полноты: слабая, если равен-
ствоWB(p) = S(k) выполняется для некоторого p, удовлетворяюще-
го µ(p) = Ek; стандартная, если то же равенство верно для любых
p, удовлетворяющих µ(p) = Ek; сильная, если то же равенство вы-
полнено для любых p, удовлетворяющих |µ(p)| > 1.

Из доказываемой в Главе 2 теоремы 2.1, описывающей некото-
рые замкнутые относительноWB классы распределений, выводятся
необходимые условия аппроксимационной полноты. В частности,
доказано

40Функция f∗, двойственная f , определяется тождеством f∗(x1, . . . , xn) = ¬(f(¬(x1), . . . ,¬(xn))).
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Следствие 2.3 [16]. Если для некоторого множества T ⊆ Ek, T 6= ∅,
система B ⊂ Pk удовлетворяет B ⊆ Q∞T , то B не является слабо
аппроксимационно полной.

Из этого утверждения вытекает, что заведомо аппроксимацион-
но неполны классы булевых функцийK,D и L.

Для преобразующей системы B = Pk в Главе 2 доказывается
(в теореме 2.19) ее сильная аппроксимационная полнота в смысле
определения данного выше.

Набор достаточных условия аппроксимационной полноты си-
стемы B ⊆ Pk представлен в весьма общей форме в теоре-
ме 2.22. Использование этих достаточных условий позволяет до-
полнить операции кольца вычетов 〈Ek; {+k,×k}〉 и конечной цепи
〈Ek; {∨,∧}〉 до аппроксимационно полной (в стандартном смысле)
системы. Из этих теорем, кроме того, вытекает существование ко-
нечных сильно аппроксимационно полных систем операций.

Теорема 2.23 [7]. Система B = {c0, . . . , ck−1,+k,×k, γ(x)} ⊂ Pk, где
γ(x)—функция, принимающая ровно два значения 0 и 1, аппроксима-
ционно полна.

Теорема 2.25 [15]. Система B = {c0, . . . , ck−1,∨,∧, γ(x)} ⊂ Pk, где
γ(x)—функция, принимающая ровно два значения 0 и k−1, аппрокси-
мационно полна.

Наконец, важным результатом Главы 2 является критерий ап-
проксимационной полноты класса многочленов Ak.

Теорема 2.29 [11]. КлассAk аппроксимационно полон тогда и только
тогда, когда k— степень простого числа.

В Главе 3 исследуются условия, при которых у случайных ве-
личин из итеративной системы имеется единственное предель-
ное распределение, т. е. фактически в итеративной системе вы-
полняется некоторый предельный вероятностный закон. Такие
итеративные системы характеризуются выполнением равенства
|λ(VB(G))| = 1 для порождающей системы функций B и множества
начальных распределенийG.
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Для итеративных систем булевых случайных величин удается
продвинуться еще дальше, описав итеративные системы с любым
конечным множеством предельных распределений.

Первый из результатов Главы 3 касается итеративных систем бу-
левых случайных величин с конечным множеством распределений
(и, как следствие, с пустым множеством предельных распределе-
ний).

Теорема 3.4 [6]. Пусть для конечного множества бернуллиевских рас-
пределений G ⊂ [0; 1] и множества булевых функций B выполнено
VB(G) = G. Тогда имеет место по крайней мере одно из следующих
утверждений:

1. G ⊆ {0, 1}.

2. B ⊆ U .

3. G = {p}, p ∈ (0; 1).

4. G ⊆ {0, 1, 1
2}, B ⊆ L.

При этом для каждого из четырех случаев, описанных в теоре-
ме 3.4, действительно существуют итеративные системы булевых
случайных величин X (G,B) с множествами G и B, удовлетворяю-
щими соответствующим условиям.

Далее описываются итеративные системы булевых случайных
величин с единственным предельным распределением. В теореме
используется обозначение B(q) для клонов булевых функций, опре-
деляемое как B(0) = K, B(1

2) = L и B(1) = D.

Теорема 3.7 [10]. Пусть множество бернуллиевских распределений
G ⊂ [0; 1] имеет единственную предельную точку q ∈ [0; 1] и для неко-
торой системы булевых функций B выполнено VB(G) = G. Тогда либо
B ⊆MU , либо выполнено q ∈ {0, 1

2 , 1} и B ⊆ B(q).

Наконец, установлено, что за исключением в определенном
смысле тривиального случая B ⊆ U , итеративная система булевых
случайных величин X (G,B) не может иметь конечное число пре-
дельных распределений большее 1.
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Теорема 3.13 [12]. Пусть для G ⊂ [0; 1] и B ⊆ P2 выполнено VB(G) =

G. Если при этом λ(G) конечно, то либо B ⊆ U , либо |λ(G)| < 2.

Обобщение теоремы 3.7 с систем булевых случайных величин на
произвольные конечные случайные величины опирается на свой-
ства итеративных систем, порождаемых операциями с квазигруп-
повыми свойстами. В Главе 3 доказывается ряд утверждений об ап-
проксимируемости равномерно распределенных случайных вели-
чин в итеративных системах с квазигрупповыми операциям. Од-
ним из наиболее общих результатов в этом направлении являет-
ся следующая теорема. Фигурирующие в ней T -поглощающие ква-
зигрупповые операции составляют класс, ранее обозначенный как
QT . Такие классы обобщают классыK,L,D ⊆ P2, фигурировавшие в
теореме 3.7, поскольку для T ⊆ E2 выполнены равенства Q{0} = K,
Q{0,1} = L, Q{1} = D.

Теорема 3.28 [3]. Пусть задано множество T ⊆ Ek, функция
f(x1, . . . , xt) ∈ Pk, являющаяся t-арной, t > 1, T -поглощающей квазиг-
рупповой операцией и распределение g ∈ S(k), удовлетворяющее усло-
вию µ(g) ⊇ T . Тогда λ(V{f}(g)) ⊆ {q}, где µ(q) = T и qi = 1

|T | для i ∈ T .

В отличие от случая k = 2 полностью охарактеризовать (по ана-
логии с теоремой 3.7) все итеративные системы с единственным
предельным распределением в случае произвольного k не удается,
однако «исключительные» итеративные системы, в которых един-
ственность предельной точки не обязательно влечет ограничения
на множество операций, можно описать в терминах «геометрии»
классов распределений.

В формулировке следующей теоремы, обобщающей теорему 3.7,
используются следующие определения. Множество распределений
G ⊆ S(k) называется существенно плоским, если для любого конеч-
ного G′ ⊆ G выполнено Aff(G \G′) 6⊇ S(k). Множество G ⊆ S(k) на-
зывается X-множеством, если найдутся такие множества G1 и G2,
чтоG = G1 ∪G2 и при этом Aff(G1) 6⊇ S(k), Aff(G2) 6⊇ S(k).

Теорема 3.31 [14]. Пусть множество распределений G ⊆ S(k) не яв-
ляется ни существенно плоским, ни X-множеством и имеет един-
ственную предельную точку q. Если B ⊆ Pk—некоторое множество
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операций, удовлетворяющее равенству VB(G) = G, то выполнено
B ⊆ Qµ(q) ∪ CEk, а если B \ P 1

k 6= ∅, то qi = 1
|µ(q)| для всех i ∈ µ(q)

и qi = 0 для всех i 6∈ µ(q), т. е. q—равномерное на µ(q) распределение.
В Главе 4 исследуется задача аппроксимируемости случай-

ных величин в итеративных системах, порождаемых некоторыми
специальными наборами операций, а именно— клонами булевых
функций, конечными цепями, кольцами и полями вычетов, и неко-
торыми схожими с ними системами. Для означенных систем стро-
ятся семейства классов распределений, замкнутых относительно
оператораWB (в отдельных случаях вплоть до полного описания ре-
шетки замкнутых классов распределений). Это позволяет частично
решать задачу аппроксимируемости случайных величин, указывая
в каждом случае множество случайных величин, которые заведомо
не могут быть аппроксимированы, и, в частности, доказывать ап-
проксимационную неполноту некоторых систем.

Первая часть результатов Главы 4 относится к итеративным си-
стемам булевых случайных величин, порождаемых клонами буле-
вых функций. В теореме 4.15 получено описание всех классов рас-
пределенийWA(p), гдеA—какой-то клон и p ∈ (0; 1). На основе этой
теоремы полностью описана решетка классов распределений, за-
мкнутых относительно операторов WA, где A—клон, не содержа-
щийся вK,D или L.

Теорема 4.16 [8]. Пусть A ⊆ P2 —клон и A 6⊆ K,D,L. Тогда совокуп-
ность непустых замкнутых классов распределений G ⊆ [0; 1], удовле-
творяющихWA(G) = G, исчерпывается следующими множествами:

1. {0, 1}, [0; 1] для любого клона A.

2. {0} если A ⊆ T0, {1} если A ⊆ T1.

3. {1
2} если A ⊆ S.

4. [0; p], где p 6 1− 1
µ, если A ⊆ Iµ, [p; 1] где p > 1

µ если A ⊆ Oµ.
Для классов распределений, замкнутых относительно WA, где

A—подклон одного из клонов K, D или L, также доказывается на-
бор критериальных свойств (теорема 4.17), однако они не позволя-
ют эффективно описать всю решетку замкнутых классов распреде-
лений, подобно тому, как это делается в теореме 4.16.
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Также доказываются два утверждения (теоремы 4.18 [1, 2] и
4.22 [13]), демонстрирующие на примере итеративных систем бу-
левых случайныхвеличиннеравномерность плотностираспределе-
ний, выразимых в итеративной системе случайных величин, даже
в тех случаях, когда эти распределения всюду плотны в множестве
распределений.

Затем в Главе 4 рассматривается класс итеративных систем ко-
нечных случайных величин, порождаемых операциями конечной
цепи, а именно ∧ и ∨, обозначающими соответственно минимум и
максимум относительно линейного порядка на множестве Ek. Вво-
дятся два семейства классов распределений, зависящие от числа
α > 1 и индекса i ∈ Ek:

L(i, α) =

{
p = (p0, . . . , pk−1) ∈ S(k)

∣∣∣∣∣i−1∑
j=0

pj 6

(
i∑

j=0

pj

)α}
,

U(i, α) =

{
p = (p0, . . . , pk−1) ∈ S(k)

∣∣∣∣∣ k−1∑
j=i+1

pj 6

(
k−1∑
j=i

pj

)α}
,

где сумма, у которой верхний индекс меньше нижнего, считается
равной нулю. Доказывается, что множества распределений из этих
семейств замкнуты относительноW{∧,∨}.

Теорема 4.26 [15]. Для любого α > 1 и любого i ∈ Ek выполнены соот-
ношенияW{∨,∧}(L(i, α)) = L(i, α) иW{∨,∧}(U(i, α)) = U(i, α).

Теорема 4.26, позволяет, во-первых, установить аппроксимаци-
онную неполноту системы {∧,∨}, а, во-вторых, может быть исполь-
зована для ограничения снизу некоторых замкнутых классов рас-
пределений, т. е. описания распределений, заведомо входящих в
W{∧,∨}(G) для некоторых множеств G ⊂ S(k). В частности, доказы-
вается следующая теорема.

Теорема 4.28 [15]. Пусть p ∈ S(k) удовлетворяет µ(p) = Ek. Тогда
для всех i ∈ Ek \ {0} выполнено Conv(e(i−1), e(i)) ⊆ W{∨,∧}(p).

Далее в Главе 4 исследуются итеративные системы случайных
величин, порождаемые операциями колец и полей вычетов. В тео-
реме 4.33 [5] описываются некоторые выпуклые классы распре-
делений, замкнутые относительно W{+k,×k}, где +k,×k—сложение
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и умножение в поле вычетов modk, k—простое. Затем, за счет
усложнения конструкции классов распределений, эти построения
обобщаются на случай произвольного, в том числе составного, зна-
чения k. Для набора распределений g(1), . . . ,g(t) ∈ S(k) и подмноже-
стваM ⊆ Ek определяются следующие классы распределений:

Kij = {e(j) ×̂k (g(i) +̂k e
(s)) | s ∈ Ek} ∪ {e(0)},

Ki(M) = {h(ij1) +̂k · · · +̂k h
(i jm) | {j1, . . . , jm} = M,h(ijr) ∈ Kijr},

K(g(1), . . . ,g(t);M) = {j(1) +̂k · · · +̂k j
(t) | j(1) ∈ K1(M), . . . , j(t) ∈ Kt(M)}.

С использованием этих конструкций описываются семейства вы-
пуклых классов распределений, замкнутых относительно W{+k,×k}.
Эти утверждения могут быть распространены и на итеративные
системы случайных величин, порожденные другими конечными
кольцами. В частности, доказывается следующая теорема, выпол-
ненная как для колец вычетов mod k, так и для других ассоциатив-
ных колец с единицей.

Теорема 4.38 [9]. Пусть 〈Ek; {+k,×k}〉—ассоциативное кольцо с еди-
ницей, 0 ∈ Ek— его нулевой элемент, U ⊂ Ek— группа обратимых
элементов. Обозначим через Z множество Ek \ (U ∪ {0}). Для задан-
ных распределений g(1), . . . ,g(t) ∈ S(k), положим:

I = {e(j) ×̂k (g(i) +̂k e
(s)) : j ∈ U, s ∈ Ek, i = 1, . . . , t}

иH = Conv(I ∪K(g(1), . . . ,g(t);Z)) ТогдаW{+k,×k}(H) = H.

Наконец, в Главе 4 рассматриваются итеративные системы слу-
чайных величин, порождаемые операциями ◦ и •, которые обоб-
щают операции +k и ×k поля вычетов modk (k—простое). Предло-
жены конструкции семейств классов распределений (в том числе
невыпуклых), замкнутых относительно оператора W{◦,•}. В утвер-
ждениях ниже предполагается, что ◦—квазигрупповая операция
на Ek, удовлетворяющая тождествам x ◦ 0 = 0 ◦ x = x, а •—ква-
зигрупповая операция на Ek \ {0}, удовлетворяющая тождествам
x • 0 = 0 • x = 0.

Для распределений x = (x0, . . . , xk−1) ∈ S(k) вводятся величины
ε(x) = 1 − x0 и δi(x) = xi − ε(x)/(k − 1), i = 1, . . . , k − 1, с помощью
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которых определяются следующие классы распределений:

Hα,b = {x ∈ S(k) : ε(x) 6 b} ∩

(⋂
i6=0

{
x ∈ S(k) : |δi(x)| 6 ε(x)α

k−1

})
,

Ka,b,c =
⋂
i6=0

{
x ∈ S(k) : |δi(x)| 6 a− a

b (ε− h), |δi(x)| 6 a+ a
c (ε− h)

}
,

где h = k−1
k , и α, a, b, c > 0—параметры. Доказываются теоремы:

Теорема4.44 [4]. Пусть параметр a удовлетворяет условиям 0 < a 6
1
k , положимK = Ka,k(k−1)a2,h. ТогдаW{◦,•}(K) = K.

Теорема 4.45 [4]. Для любого k > 3 найдется такое α0(k), что при
всех α > α0(k) множества Iα = (Hα,h ∪Ka,k(k−1)a2,k(k−1)a2), где a = hα

k−1,
удовлетворяют равенствуW{◦,•}(Iα) = Iα.

В заключении систематизируются полученные результаты об
аппроксимируемости случайных величини классах распределений,
замкнутых относительно операторов WB, характеризуются воз-
можные направления дальнейших исследований.
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